
LETTRES D'HENRI POINCARI~ lk M. MITTAG-LEFFLER 
CONCERNANT LE MI~MOIRE COURONNI~ DU PRIX 

DE S. M. LE ROI OSCAR II. ~ 

i8 avril i883. 

J 'a i  lu avee un grand int6rfit la lettre de M. W~,I~RSTnASS dont  vous 

m'avez donn6 copie. ~ .I1 est bien clair comme le dit M. WEI~,RSTRASS que les 

coordonn4es des plan6tes ne 

les puissances de 

que si l 'on est ce r t a in  

peuvent  s 'exprimer en sdries ordonndes suivant 

e at  - -  I 

e at  -{- I 

d'avanee que les planbtes ne se reneon~reront pas, et  

d 'aut re  par t  on ne peut  jamais en fitre certain. 

Aussi je n 'ordonnais pas suivant les puissances de 

mais suivant celles de 

e at  - -  I 

~,t + I 

s  X 

e as + I 

s est une variable auxiliaire qui jouit des propri6t6s suivantes: 

I ~ t s 'exprime comme les eoordonn6es en s6rie ordonn6e su ivan t  les puis- 

sances de 
e as - -  X 

e as + I 

1 H. laOINCAR~, Sur le probl~me des trois corps et  les 6quations de la m6canique, ce 
journal,  t. 13. 

Voir  ce journal,  t. 5f, P. 35--35; Cf. aussi p. 4~. 
A c t a  ma thema t i ca .  38. Imprim6 le 14 aoilt 1914. "21 
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2 ~ Si les p lang tes  ne se r e n c o n t r e n t  pas,  .quand s var ie  de - - a r  ~ + ~ ,  t 

c ro l t  e o n s t a m m e n t  de ~ ~ ~ + ~ .  

30 Si elles se r e n c o n t r e n t  au t e m p s  to, quand  s var ie  de - - ~  s + ~ ,  t c ro l t  

c o n s t a m m e n t  de - -  ~ ~ t o. Les  fo rmules  ne d o n n e n t  plus rien A pa r t i r  du t emps  

to et  c ' es t  d 'a i l leurs  ce qu 'el les  ont  de mieux  ~ faire. 

Ma in t enan t  je n ' ava i s  pas  eu sp6e ia lement  en vue le p rob lgme  de la M6ca- 

nique C61este; mon  bu t  6 ta i t  de m o n t r e r  qu ' on  pouva i t  tou jours  r6soudre  des 

6quat ions  diff6rentielles a lgdbriques  pa r  des  s6ries tou jours  convergen tes  pou r  

tou tes  les va leurs  r6elles des var iables .  Les  solut ions de ce p rob lgme  sont  en 

n o m b r e  infini et cel]e que j 'a i  donn6e n ' e s t  q u ' u n  exemple.  I1 est  clair  que dans  

chaque  cas par t icul ier ,  il f au t  ehoisir  la plus zweckm/issig.  Or je ne crois pas  

que dans  le cas de la M6canique C61este celle que j ' a i  donng soit  la plus zweck-  

m~issig, je crois qu ' i l  y a mieux  ~ t rouve r .  ~ 

Par i s  I6  jui l let  I88 7. 
. . . .  , 

Je  n ' a i  pas oubli6 le pr ix  du roi Oscar  e t  je vous  dirai  m ~ m e  que ce p r ix  

m e  pr6occupe  exe lus ivemen t  depuis  un  ou deux  tools. 

Mon ambi t i on  6tai t  de r6soudre la p r e m i e r e  quest ion,  celle qui se r a p p o r t e  

au  p rob lbme  des n corps.  Mais je n ' a i  pas  arr iv6 encore  h des r6sul ta t s  compl6-  

t e m e n t  sa t i s fa isants ,  au  moins  dans  le eas g6n6ral. 

J ' a i  toutefo is  ob t enu  quelques  r6su l ta t s  qui  ne sont  pas  sans  in t6r~t  e t  d o n t  

je ne veux  vous  c i ter  q u ' u n  seul. 

I I  s ' ag i t  du eas par t icu l ie r  off des t rois  corps,  le ~r et  le z d ont  une  masse  

finie et le 3 r unc masse  nulle. Le  i er e t  le 2 d d6cr iven t  une circonf6rence a u t o u r  

de leur  cent re  de gravi t6  e o m m u n  et  le 3 ~ se m e u t  dans  le p lan  de les circon- 

f6rences. 

Dans  ee cas par t ieul ier ,  j ' a i  t rouv6  une  d6mons t r a t ion  r igoureuse  de la 

s tabi l i t6  e t  un moyen  de d6 te rmine r  des l imites  pr6cises pour  les 61dments du 

3 ~ corps.  -~ 

Vous  savez  que dans  ee eas par t icu l ie r  M. HILL a v a i t  d6jk donn6 une 

On sait que M. K. F. SUNDMAD" a d6montr6 r6cemment  qu'on peut  choisir  la variable 
auxil iaire s de sorte que les s6ries en quest ion convergent  p o u r  toutes les valeurs de t m6me 
s'il y a des chocs en t re  les corps, pourvu que les constantes  des aires ne soient  pas routes 
nultes. Cf. ce journal, t. 36, p. IO~--I79. 

On se rappelle que POI,~'CA~E a d6montrg  que la nmsse nulle  repassera  une infinit6 de 
lois aussi pros que l'ou voudra de sa posit ion initiale, si l 'on n 'es t  pas placg dans certaines con- 
di t ions init iales except ionel les  d o l t  la probabil i t6 est  i n f in imen t  pet i te .  
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limite sup6rieure du rayon vecteur; j'ai re9u derni~rement un m6moire de M. 

BOaLIN inser6 dans le tome X des Acta off eette solution de M. HILL est reprise 

et compl6t~e. Mais, il n 'y  a pas de limite inf6,rieure et de plus la limite sup~rieure 

trouvde est tr~s ~loign~e de la limite precise. D'ailleurs possSdant cette limite 

precise, j 'ai plusieurs moyens de representer le mouvement du 3 ~ corps par des 

s6ries convergentes. 

Maintenant, est-ce bien 1~ ee qu'avait  trouv~ LEJEUNE DIRICHLET et mSme 

avait-il r6ellement trouv~ quelque chose, je n'en sais rien; mais je suis stir 

maintenant qu'on ne doit pas ehereher h int~grer le problbme par les fonctions 

eonnues ou par rien qui y ressemble. Car les partieularit~s inattendues que 

pr6sentent les fonctions off je suis conduit les ~loignent tout  ~ fait de routes 

]es fonctions connues. 

J'espbre maintenant  que je pourrai aborder le cas g~n~ral et que d'iei au 

I ~ juin j 'aurai, sinon r~solu compl~tement la question (cela, je ne l'esp~re pas) 

mais trouv6 des r4su]tats assez complets pour pouvoir 8tre envoy~s au concours. 

Je crois me rappeler qu'on ne doit envoyer au concours que des m4moires 

in~dits, et que ]e nom de l 'auteur doit  rester secret, ~tant enferm~ sous un pli 

cachet6 qu'on ne doit ouvrir qu'au dernier moment. 

Quant au mot in6dit, il doit je pense ~tre entendu dans un sens absolu, 

c'est s dire que les r6sultats n 'auront  pu ~tre ant6rieurement ~nonc6s et r6sum6s 

dans une note aux Comptes Rendus. 

5 f~vrier i889. 

Merci de votre lettre; malheureusement je ne puis pas vous donner des 

renseignements plus complets au sujet de la m~thode de M. GYLDkN; je ne puis 

d6montrer la divergence de ses d6veloppements, mais je n'en puis non plus d6- 

montrer la convergence. 

Pour ~tablir eette convergence, si toutefois elle a lieu, il me faudrait  

d'ab0rd avoir une idSe tout  ~ fair nette de la fa~on dent  ees d~veloppements 

peuvent 8tre obtenus. Or c'est ce que je ne puis faire sans avoir ~tudi6 s fond 

le m~moire de M. GYLD~N en eommen~ant par la i ~re ]igne et finissant par la 

derni~re. C'est 1s un travail que je n'ai pas encore eu le temps de faire. 

Vous avouerai-je quc je trouve le style de M. GYLD~ un peu rebutant  

et qu'il me donne beaueoup de real h lire. 
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J 'a i  l 'habitude, quand je lis un m6moire, de le parcourir d'abord rapide- 

ment de fa~on h me donner une id6e de l'ensemble et de revenir ensuite sur les 

points qui me semblent obseurs. Je trouve plus commode de refaire les d6- 

monstrations que d'approfondi r eelles de l 'auteur. Mes d6monstrations peuvent 

fitre g6n6ralement beaucoup moins bonnes mais elles ont pour moi l 'avantage 

d 'etre miennes. Or c'est ce qu ' i l  m'est impossible de faire avee M. GYLD]~1% 

ses r6sultats ne sont jamais assez fibersichtlich pour eela. 

Tout eela soit dit pour vous expliquer comment je n'ai pris encore une con- 

naissanee plus approfondie du m6moire en question. Toutefois j 'en ai vu assez 

pour voir qu'il obtient dans eertains cas une libration; or ce qui fait que les 

d6veloppements de M. LINDSTnDT sont eertainement divergents c'est eeci. S'ils 

convergeaient il n 'y  aurait  jamais de libration, et il y en a certainement. 

Les m~mes raisons n 'existent donc pas pour conclure h. la divergence des 

s6ries de M. GYLD~. Maintenant il reste bien entendu que, jusqu'h nouvel 

ordre, je regarde la divergence eomme plus probable. 

Une autre raison qui m'emp~che de rien pouvoir affirmer, c'est que dans 

ces ddveloppements, au tant  que je puis eomprendre, les termes ne se d6duisent 

pas les uns des autres par une r6gle inflexible. A chaque approximation il faut  

faire intervenir sa jugeotte (eomme on dit vulgairement) pour d6eider dans quel 

sens on doit aiguiller (comme on dit dans les chemins de fer). 

Or c'est lh un 616ment qu'il est diffieile d'introduire dans une d6monstra- 

tion de convergence ou de divergence. 

i mars i889. 

Venons h ee que vous me dites de M. GYLD~N. M. GYLD~N dit avoir d~- 

montr~ l'existenee des solutions asymptotiques et nous nous pr6tendons qu'il ne 

l'a pas fair. D'ofl vient eela! De ce que les roots d~monstration et convergence 

n 'ont  pas le m~me sens pour lui et pour nous. M. GYLD~ eroit avoir d6montr6 

]a convergence d'une s6rie lorsqu"l a fait voir que les premiers termes vent  en 

d6croissant et qu'il est invraisemblable qu'un des 99 premiers termes par exemple 

air une valeur tr~s grande. 

Cela peut 8tre trSs suffisant pour les applications astronomiques mais ne 

saurait eontenter le g~om~tre. 

Venons au d6tai]. 
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Voici l '6quation 6tudi6e par M. GYLDI~N: 

d ~ - - ~ A  sin (a~ + bt  + c) 
d t  ~ 

165 

(I) 

A ,  a,  b et c 6tant des constantes qui dans les notations de M. GYLD~N ont 

une expression assez compliqu6e. I1 existe il est vrai d 'autres arguments ~', ~'; 

mais M. GYLD~N lOS regarde provisoirement comme connus en fonctions du temps 

de sorte que nous pouvons les faire rentrer dans le terme bt .  L'6quation est 

ainsi ramen6e au 2 d ordre. I1 y aurait  6videmment des objections ~ faire s cette 

fagon de simplifier ]e probl6me; mais il ne convient pas d 'y  insister, puisque 

elles sont de m6me nature que celles que soul6ve ]'int6gration de l'6quation 

simplifi6e elle-m~me. Consid6rons donc seulement l'6quation (i) qui est de mfime 

forme que celles dont je me suis le plus oceup6 et qui correspondent aux cas off 

il n 'y  a que z degr6s de libert6. 

M. GYLD~ commence par faire un triage parmi les termes du second 

membre. I1 met 6, part  ceux qui lui semblent devoir jouer un rSle important et 

qu'il appelle caract6ristiques. Voils un premier exemple de cette intervention de 

l 'appr6ciation personnelle, de la jugeotte dont je vous parlais la derni6re lois 

qui donne aux m6thodes de M. GYLDI~N une grande souplesse mais ne me 

permet pas d'aborder une d6monstration de ]a convergence. 

M. GYLD~N pose ensuite (page 2131): 

~ c + n t  + Z o + Z~ + Z 2 + ..~ 

et il d6termine Z0, Z,,  etc. par une s6rie d'6quations analogues ~ (k) en s'arran- 

geant de telle fagon que ehacune d'elles ne eontienne qu'un seul terme carac- 

t6ristique. 

Quant au menu fretin des termes non caraet6ristiques il les r6partit entre 

ees 6quations d'une fa~on arbitraire; deuxi6me intervention de la jugeotte. Cha- 

cune des 6quations est ensuite int6gr6e par le moyen des fonetions elliptiques; 

mais est-elle int6gr6e d6finitivement? Non, quand on aura int6gr6 la premi6re, 

puis la seconde, il faudra modifier la premi6re et l 'int6grer de nouveau et ainsi 

de suite. Voiei en effet ce que dit ~ ee sujet M. GYLDkN page 243: 

Bei dem Fortgange dieser Operationen muss man sich indessen erinnern, 

dass bei der Bildung der Funetionen (X) Glieder entstehen kSnnen, yon denen 

ein Timil mit vorhergehenden charaet. Gliedern zu vereinigen sind und also die 

Werthe der vorhergehenden M o d u l n  etwas verdndern . . . .  

1 Acta mathematica, t. 9. 
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Ces re tours  en arri~re doivent ,  ce me semble, prodig ieusement  agaeer  les 

calculateurs,  et  j 'ai  cherch6 avec  soin s les 6viter.  On les rencon t re  non seule- 

men t  dans la m4thode  de M. GYLD~.N mais dans celle de DELAUNAY..Vous con- 

cevez sans peine qu'ils r en d en t  impossible tou te  dgmons t ra t ion  de convergence.  

M. GYLD]~N arr ive  ensuite  h une sSrie (2o) page 244 don t  il di t  qu 'el le  con- 

verge parce  que dit  il: 

K K1 die Verhgltnisse K~, K--~'"" unseren A n n a h m e n  nach . . . .  eine gegebene GrSsse 

nicht  iibersteigen. 

En  r~alit~, eela veu t  dire que la s~rie ne converge que si l 'on suppose 

(unseren Annahmen  nach) que ces r appor t s  r es ten t  inf~rieurs h une  eer ta ine  

limite, e t  que si cela n ' ava i t  pas lieu il f audra i t  avoi r  recours h une  au t re  m6- 

thode ,  celle qui est expos6e pages 257 h 263. Mais comment  pour ra - t -on  savoir  

d ' avance  si ce t te  condi t ion est remplie;  puisque le module  k, calcul~ d 'abord ,  va  

~tre incessamment  modifi6 par  les re toures  eu arr i~re  don t  je parlais t o u t  

l 'heure  et qu' i l  n 'es t  pas cer ta in  qu' i l  ne va  pas s ' approcher  ind~finiment  de i.  

Mais ce n 'es t  pas tout .  La  s6rie (20) n 'es t  pas l 'expression comple te  de Z. 

On l 'obt ient  en laissant  de c6tg les te rmes  p r o v e n a n t  des te rmes  non caraet6- 

rist iques que M. C. consid6re comme t rop  pet i ts  pour  pouvoi r  alt~rer la conver-  

gence. Cela est-il 16gitime? De ce que ces termes sont t rgs peti ts ,  il suit  que 

leur influence ne sera pas sensible a v a n t  la 5 oo approx ima t ion  par  exemple,  mais 

non qu'elle ne le sera jamais,  ni m~me qu'elle ne pour ra  pas deveni r  t rgs grande.  

Bornons-nous  done ~ une des ~quat ions qui d o n n e n t  Z 0, Zt, etc.  c 'es t  ~ dire 

une 6,quation de la forme (x) ne co n t en an t  q u ' u n  seul te rme caract~rist ique.  

La  m~thode de M. GYLD]~N consiste h appeler  z V l ' a rgument  de ce te rme 

caract6ris t ique et  s 6crire ensui te  l '6,quation sous la forme:  

d ~ V 
- - - +  A s i n 2 V = ] ~ X .  
d t  ~ 

A est une constante ,  )~X repr~sente l 'ensemble des termes non caract~ris t iques 

et )~ est un coSff, tr~s pet i t .  (M. CYLD]~N ne met  p a s c e  co~ff, en 6vidence de 

cet te  fa~on, mais il en t re  dans ses termes.)  Ensu i t e  il d4veloppe V suivant  les 

puissances croissantes de )~. Mais l~ encore  il ne pa rv ien t  pas ~, d~montrer  d ' u n e  

fa~on sat isfaisante la convergence de son proe6d~, ll est ~vident  que |es ap-  

proximat ions  successives in t rodu i ron t  de nouveaux  termes caract~rist iques.  I1 est  

p robab le  que s'il s ' in t rodui t  de semblables termes,  M. G. en t ien t  compte  comme 

des premiers  et in t rodui t  de nouvelles 6quat ions de LAM]~, qui von t  encore nous 

forcer  ~ modif ier  not re  module  pr imit i f  e t  ~ re tourner  en arri~re comme je l 'ai 
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expliqu6 plus haut. I1 m e  parai t  impossible de fonder lh dessus aucune d6mon- 

stration rigoureuse de ]a convergence.: 

Les solutions asymptotiques correspondent au cas oh l'un des modules de- 

vient 6gal k i. M. GYLDkN annonee que ee cas ne peut p a s s e  pr6senter pour 

plus d'un module; c'est ] ~ u n  point important  sur lequel je erois n6cessaire 

d ' insis ter  . . .  Apr~s avoir examin6  ~ fond la d6monstration que donne M. G. de 

son affirmation, j'ai reconnu qu'elle est suffisante bien que  cela n'apparaisse pas 

ainsi au premier abord. Il me semble toutefois que si M. G. avait  dirig6 son 

calcul comme il le fait dans le w II  au lieu de le diriger comme il le fait dans 

le w III, il aurait  pu rencontrer  plusieurs modules ~gaux h 1; mais cela deman- 

derait s 8tre examin~ de pius pr~s. 

Voyons ce qu'il dit au sujet de la d4monstration de la convergence (Cf. 

dans mon m6moire i~re partie, chapitre I, w 2 et chapitre III, w 13. M.G. di tpage 26i: 

Die Glieder in V~ mit dem Factor  e-~ oder mit ganzen positiven Potenzen dieser 

GrSsse multiplicirt erscheinen und also mit wachsendem ~ sehr rasch abnehmen . . .  

also schliessen wir dass die Darstellung der Function VI immer convergent ist, 

wenn ~ auf positive Werthe beschr~nkt bleibt. 

Ce qui revient s admettre le principe suivant:  

Toute s~rie proc6dant suivant les puissances croissantes d'une variable plus 

peti te que i e s t  convergente ~ moins qu'on n'ait  des raisons s6rieuses de douter  

de cette convergence. 

Remarquons que cette s~rie n'est  qu'une premiere approx, mais que ]es 

approx,  suivantes introduiraient des s6ries qui seraient de m~me forme. 

Je  erois pouvoir concture ainsi: 

M. G. n 'a  pas d~montr~ la convergence de ses s~ries. Si sa d~monsfration 

est bonne pour  les s6ries de la page 26i qui convergent effectivement, pourquoi 

ne l'est-elle pas pour les s~ries des pages 237, 243, etc., qui sont tr~s probable- 

ment divergentes. 

Le raisonnement par lequel M. G. c ro i t  pouvoir ~tab]ir l 'existence des solu- 

tions asymptot iques n'est ni p l u s  rigoureux que celui par lequel D]gLAU~AY 

l'~tablissait avant  lui, ni plus rigoureux que celui par lequel M. LINDSTEDT d~- 

montre  qu'il n 'y en a pas. 

All0ns bon! voil~ que je suis encore une fois oblig~ de retirer ce que je 

viens de dire, ce diable de M. G. est vraiment diffieile s Saisir et On y d~couvre 

chaque instant du nouveau. Je  vous disais tout h l 'beure que  ]es raisons 

d'apr~s lesquelles M. G. ~tablit q u ' u n  seul module pouvait  6tre ~gal s i m e  

semblaient bonnes. Je  ne le crois plus maintenant.  Voici pourquoi.  Reportez 

vous aux pages 26o s 26i de son m~moire. Nous y trouvons la formule (32) 
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qui donne le terme de V~ qui correspond au terme de X qui a pour co~ff. P0. 

Envisageons le terme qui a pour co~ff. P~ et qui s'6crit 

--sA~P~ sin~f cos (2Ztnt + 2J~). 

Introduisens ce terme dans la formule (30) s la place de X nous aurons une 

formule analogue ~ (32) et dent le second terme s'6crira (Remarquez que ce 

terme ne se d6truira par avee le Ie~): 

COS 2 a  ~ e ~ + e  ~ ~ + H '  sin-ef(e~ e - ~ ) d ~ ,  

fl 6rant un eo~ff, analogue h s~/x. 8i nous n6gligeons les puissances sup6rieures 

de e --~ il vient: 

I 
e~ + e-~ - -  e - z ;  s in  ef ( e ~ - -  e --z) 

d'oh : 

I71 ~ 
2 1/2 ** ~.~ 

V2 e-~ 
VI~ + e - ~  (e~-- e-~) = V2~ 

e--Z sin (~-~ ~ + Hi) .  

Le diviseur d'int6gration est a2, ct je ne vois aucune raison pour qu'ii soit 

plus grand que'e~ -~ contrairement ~ ce que dit  M. G. page 263 ligne 13 et 14. 

M. G. objecterait que e --~ devient tr~s petit mais cela ne saurait suffire. 

Encore une remarque; M. G. ne suppose nulle part  que les quantit6s qu'il 

appelle )~, )~,, etc. soient commensurables entre elles; or cette condition est n6- 

cessaire pour qu'il y ait une solution asymptotique. C'est la preuve que sa 

d6monstration est insuffisante. 

En relisant ma lettre je m'aper~ois que j 'ai l 'air de vouloir d6molir com- 

pl~tement le mdmoire de GYLD~I~; ce n 'est  nullement men intention; j 'y  trouve 

de tr6s belles choses; j'ai cherch6 seulement s faire ressortir combien les mots 

d6monstration et convergence ont un sens diff6rent pour lui et pour nous. 

Le probl6me n'est abord6 qu'au point de vue de I'astronomie purement 

prat ique qui est peut ~tre le plus important, mais qui n'est pas le mien. Je crois 

que m~me ~ c e  point de rue, mes m6thodes seront plus simp]es et parai t ront  

telles quand je les aural d6velopp6es suffisamment; mais peut-~tre est-ce moi 

qui ne comprend pas encore bien eelles de M. G. 

Pardon, men cher ami, de vous imposer la lecture d'une lettre aussi longue 

et aussi d6cousue. Je voulais ]a jeter au feu; car je vais vous en 6crire une 
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autre plus pos6ment apr~s avoir approfondi le m6moire de M.G.  Je vois que je 

ne le possbde pas encore s fond puisque je trouve encore de temps en temps des 

sujets d'6tonnement. 

J 'a i  cru n6anmoins devoir vous envoyer eelle-ci de telle sorte que vous 

puissiez la lire et correspondre encore avee moi avant  le ~3 mars. 

5 mars 1889. 

Dans ma derni~re let tre,  j 'ai ehereh6 h vous montrer que les d6monstra- 

tions de convergence de M. G. sont insuffisantes; il me reste ~ examiner si ses 

d6veloppements convergent effectivement (bien qu'il ne l 'ait pas d6montr6) en 

me bornant  au cas off il existe r6ellement des solutions asymptotiques. 

Je consid~re donc l'6quation suivante 

off 

d ~ F 
d t  ~ 
- -  + n ~ s A  sin V cos V =  n ~ ( X )  

( X ) - - 2 8 ,  A~ sin (g~ n t  + m V + h). 

h e s t  une constante et je suppose pour 6viter quelques unes des difficult6s que 

je vous signalais la derni~re fois que ~ et m sont entiers. 

Que fair M. GYLDgN? I1 pose: 

V =  Vo + V t ,  V0 = - - 2  arc tg e-~ + ~ (page 257) 
2 

= a n t  + c. 

a est un coefficient qu'on se r~serve de modifier ~ chaque approximation. Sa 

v a l e u r  exacte est cependant enti~rement d6termin6e et ne peut  Tas ne  Tas l'$tre 

puisque an n'est  autre chose que ce que j'ai appel6 l 'exposant caract6ristique. 

L'~quation devient a]ors: 

( "At d ~V~ (2 sin s V0--I )  V~ ~ ( X ) +  i - -  a~!Sin Vcos V +  Y 
d~ ~ 

Y = - - s i n  Vcos V + s i n  V 0cos V o - - V t ( 2 s i n  s V0-- I ) .  

M. G. donne le d6veloppement de Y suivant les puissances de V~ page 235 ]igne 

Acta mathematiea. 38. Imprim6 le 14 aofit 1914. 22 
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7 (en comptant  Ies formules pour une ligne). En appelant ~ X  le second membre 
Ct 2 

de l'4quation pr4c4dente il vient: 

d ~ V, (2 sin S Vo--I) v 2 ~ X  
(I) d~ ~ 

qui ne diff~re pas de I'4quation (6) de M. G. page 235. 

Cela pos6, voici comment on fera pour int~grer (i) par approx, successives. 

On fera d 'abord dans X V, = o, on aura une 4quation lin6aire en V ,  on l'int6- 

grera, on substi tuera dans X h la place de V, la valeur approch6e ainsi obtenue, 

on aura une nouvelle 6quation lin4aire qui donnera une valeur plus approch4e 

de V~ qu'on substi tuera de nouveau dans X et ainsi de suite. 
A chaque approximation on dispose de trois arbitraires ~ savoir: deux 

eonstantes d'int4gration e t a  qu'on s'est r~serv6 de modifier ~t chaque approx. 

L'int6gration de l '4quation (I) quand on y regarde X comme connu nous 

donne conform6meut h. la formule (32) de la page 26x 

[" fi X d ~  C ] j - -  2 .  ~ V, = (e,  ~ -  e -~)  L ] ~ ,  u + 
- - r  

- - o o  

4 f" e I /" X d ~  C~) 

Je  n'6cris pas la formule tout  ~ fa;it comme M. GYLD~N afin de mettre en 6vi- 

dence les deux constantes d'intdgration C 1 et C:. 
Consid6rons d 'abord les valeurs ndgatives de 8; pour ces va]eurs X peut  

6tre d6velopp6 suivant les puissances croissantes de e -t, de VI et suivant les sinus 

et cosinus des multiples de ~- Si on remplace V, par la valeur trouv4e dans 
Ct 

l 'approx, pr6c6dente; X sera d6velopp6 suivant les puissances de e2 et les sinus 

des multiples de 8 .  a 

Nous voulons que l'appro.ximation suivante de V~ donn4e par la formule 

(32) soit de me, me forme. Elle ne dolt done contenir, ni terme en e-2, ni terme 

e n  ~ e  ~ . 
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Pour qu'elle ne Contienne pas de terme en e-~, il faut que la constante C~ 

soit nulle. 

Pour qu'elle ne contienne pas de terme en ~ e~, il faut  que X ne eontienne 

pas de terme en ei. 

Supposons done que X ne contienne pas de terme en e~ et choisissons 

C1 ~ o. 

I1 nous res~e deux arbitraires C~ et a; nous pourrons en disposer et cela 

d'une in]initd de maui~res de telle fa~on qu's l'approx, suivante X ne eontienne 

encore pas de terme en e~. 

Nous pouvons done d'une infinit~ de mani~res trouver une s~rie satisfaisant 

formellement g l'~quation (i) et d6veloppSe suivant les puissances de e~ et les sinus 

des multiples de ~-. Parmi ees se'ries, en hombre infini, une seule peut ~tre 

convergente pour les valeurs n~gatives de ~; en effet j'ai dit plus haut  que la 

valeur de a devait 6tre enti~rement d~terminde. 

Consid~rons maintenant les valeurs positives de ~. 

Pour ces valeurs X peut ~tre d6velopp4 suivant les puissances croissantes 

de e-~. Nous voulons que V1 soi t  de m~me forme, et ne contienne ni terme en 

e~, ni terme en ~e-~. 

Pour qu'il ne contienne pas de terme en el il faut  que 

+no 

- _  

e, ] e~ + e-~' 
- - o o  

Pour qu'il ne contienne pas de terme en ~e-~, il faut que X ne contienne pas 

de terme en e-~. 

Nous supposeroDs qu'il en soit ainsi et nous voulons qu'il en soit encore 

ainsi ~ l 'approx, suivante. Nous disposerons done de C2 et de a pour annuler 

les termes en e-2 dans l'approx, suivante de X. 

Nous pouvons le faire d'une infinit6 de mani~res, nous obtenons donc en- 

core une infinit4 de s~ries, parmi lesquel]es une seule peut converger. 

Admettons, ce qui est probablement exact (je dis probablement parce que 

je n'ai pas  enti~rement v6rifi~ l'identit~ de ces s~ries avee les miennes) qu'il y 

air effeetivement une s6rie qui converge pour les valeurs positives de ~ et une 

autre pour les valeurs n~gatives. 

Ces deux s6ries sont-elles la continuat.ion analytique l 'une de l'autre, cor- 

respondent-elles aux m6mes valeurs de C1, de C~ et de ~? M. GYLD~N ne le 

dit pas express~ment mais son texte le laisse entendre et je crois que e'~tait bien 
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lh sa pens6e. Je  sais d 'a i l leurs  qu ' i l  e n e s t  e f fec t ivement  ainsi, puisque j 'ai  

d6montr6e que les surfaces a sympto t iques  sont  des surfaces ferm6es; mais dans  

les d6monst ra t ions  de M. G. je ne vois aucune bonne raison de le croire. 

i ~ Pour  que C, ai t  la m~me valeur  pour  ~ ndgatif et  pour  ~ positif,  il 

fau t  que:  

+% f Xd~ 
e~ + e-~ =~ 

- - v i a  

Pourquo i  en serait-il  ainsi; si je prends  un des te rmes  de X ,  par  exemple  

je reconnais  aisdment  que l ' int6grale cor respondante  qui est  tr~s facile h calculer,  

n 'es t  pas nulle s moins que H~ ne soit  nul. 

P o u r q u o i  les int6grales p r o v e n a n t  des diff6rents te rmes  se d6truiraient-el les? 

Je  n 'en  verrais  aucune  raison si je ne savais d ' avance  que les surf. a sympt ,  sont  

ferm6es. 1 

2 ~ . J e  veux ma in t enan t  que C 2 e t a  a ient  m~me valeur  p o u r  ~ positif  ou 

n6gatif.  

I1 fau t  donc que je dispose de ces deux  cons tantes  de faqon qu 's  l ' approx .  

suivante ,  si on d6veloppe X su ivan t  les puissances de e~, on n ' a i t  pas de t e rme  

en e~ et  si on d6veloppe X su ivant  les puissances de e-~, on n ' a i t  pas de t e rme  

en e-~. I1 est  clair que je puis le faire, puisque j 'ai  deux arb i t ra i res  et  deux  

condit ions ~ remplir .  Mais pourquo i  parmi  les sl, ries en hombre  infini que l 'on 

peu t  former,  la seule s6rie convergen te  serait-elle pr6cis6ment celle qui cor respond 

ce choix par t icul ier  de C 2 et  de a. 

Il n ' y  a ici encore aucune  raison pour  le croire, ~ moins qu 'on  ne sache 

d ' avance  que les surf. a sympt ,  sont  ferm6es. 

3 ~ Ce n 'es t  d 'ai l leurs pas  ee cboix que fair M. G. au moins si ] 'on r ap p o r t e  

sa formule  (3) de la page 236. 

I1 commence  pa r  disposer de a de fa~on h annuler  le te rme en e~ (ou e-~) dans 

X - - ( X )  et  p robab lemen t  se servirai t  ensui te  de la cons tan te  C2 pour  annu le t  

le t e rme co r re spondan t  dans (X). 

1 POlNOA~ a reconnu plus tard que le th6or~me sur lequel il s'appuie ici n'est pas exact. 
Nous avons cru pourtant devoir reproduire cette lettre parce que c'est un point de moindre 
importance pour la question dont il s'agit. 
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Ce choix doit conduire ~ u n  r~sultat divergent puisque nous venons de voir 

que la mani~re d'obtenir une s~rie convergente est unique. 
En r6sum6, si on suit s ]a lettre les indications de M. G. en se fiant s sa 

formule (3) page 237 on arrive s une s6rie divergente. 

Si on laisse de c5t6 cette formule ~ la quelle je suppose que M. G. ne tient 

gu~re, on arrive ~ une infinit6 de s6ries dont une seule converge et on n 'a aucun 

moyen de reconnaltre quelle est celle qui converge. 

II ma paral t  probable qua l'on obtiendra cette s~rie convergente en choisis- 

sant les eonstantes de fagon que la s~rie pour ~ n~gatif at celle pour ~ positif se 

raceordent. Mais je ne vois dans le m6moire de M. G. aucuna bonne raison pour 

eela, je n 'y  suis conduit que par une application das r6sultats de mon travail 

eouronn6 (encore faudrait-il pour en ~tre absolument stir, un examen plus ap- 

profondi). 

Un darniar mot; la derni~re fois j 'ai par]6 des raisonnements par lesquels 

DELAUNAY 6tablit l'existence des solutions asympt. Il faut bien s'entendra. DE- 

LA~NA:r n'a ~nonc~ nulle part  un pareil r6sultat, j'ai voulu dire simplement que 

sa m~thode appliqu6e au cas particulier trait~ par M. G. l 'aurait  conduit h des 

d6veloppements de m~me forme. 


