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SUR LES MAXIMA ET LES MINIMA 

DES INTI~GRALES DOUBLES. 

S e c o n d  M 6 m o i r e  

PAR 

GUSTAF KOBB 
STOCKHOLM. 

Dans un m~moire pr~cddent 1 nous avons ~tudi6 la question de l a  
recherche des maxima et des minima d'une int~grale double dans les 
cas oh les variations de la valeur de l'int~grale sent compl~tement libres; 
c'est k dire, la classe de probl~mes qu'on appelle des maxima ou des 
minima absolus. I1 y a un autre genre de questions, oh l'on se pro- 
pose de chercher lea maxima et les minima d'une certaine int~grale sous 
la condition que la valeur d'une ou de plusieurs autres int~grales reste 
invariable quand la valeur de la premiere eat vari6e. Alors lea varia- 
tions de la premiere int6grale ne sent plus libres. Dans ce m~moire, 
nous allons traiter la classe de probl~mes qu'on appelle des maxima et 
des minima relatifs. 

Soient 

(i) = f f  x' x", y", z")dudv, 1 ~ F ~  , y ' , z ' ,  
C 

(2) ---- f f  x' z' x", y", z")dudv I '  F ' ( x  , y , z , , y ' ,  , 

' Sur les maxima et les minima des intdgrales doubles. A c t a  m a t h e m a t i e a ,  

tome I6~ p. 6 5 . 
Acta mattemati~a. 17. Imprim~ le 37 juin 1893. 41 



322 Gustaf Kobb. 

deux int6grales doubles, oh comme auparavant  

x, 0z yt 0y z~ sz 

x "  oz y, ,  .~. by z"  oz 
ov ~ ov ~ ~v 

et F ~ et F '  sont des fonctions r~guli~res et bien d~finies. Les limites 

des deux int~grales sont les mdmes. Nous nous proposons de t rouver  

une surface qui rende la premiere int~grale un max imum ou un min imum 

sous les conditions que la seconde conserve une valeur donnde et que lu 

surface passe par un certain contour C dans l'espace. Nous nous bornerons 

pourtant  ~ consid~rer des fonctions F ~ et F '  telles, que les valeurs des 
int~grales soient indSpendantes du choix des variables auxiliaires u e t v .  

Nous avons trouv~ auparavant  que, dans ce cas, les t~onctions F ~ et 

F '  doivent satisfaire aux relations I (4) ~ 

F - ~  x' ~F oF z' oF + y' + 

,, ~F y,, oF z" oF 

F -~- x "  ~F  , ~ F  , o F  

o ~ x '  o F  y,  o F  z' o F  

I1 faut d 'abord montrer  qu'il  ex is te  des variations de la surface 

pour lesquelles la seconde intSgrale conserve sa valeur. Si nous ~tendons 

l ' intdgration sur la surface 

1 (Jes citations se rapportent ~ mon premier mdmoire Sur les maxima el les mi- 

nima des intdgrales doubles. 
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nous obtenons la valeur de la variation correspondante de l ' int6grale I '  
suivant  I (z6) 

(3) a •  = f f  G'wdudv + ( . . . .  )~ + . . .  

en employant  les m4mes notations qu'auparavant.  Posons maintenant  

(4) # = kz# , + k2$ 2 , y] = k,711 -~ k2712 , r  k ,~  Jr- k2~ 

oh kl et k 2 sont deux constantes quelconques ct $~, $2,72~, 712 , ~ ,  ~ des fonc- 
tions arbitraires qui s 'annullent aux limites. Ensuite 

y' y" z' z"[ I x ' x "  
w~= z' ~" $~-k x' x" ~ + y' y" ~' (~=~'~) 

M~ = # G ' w ,  dudv. 

On aura 

et 

w = klw ~ + k~w~ 

AI '  = k,M; + k~M'~ q- ( . . . .  )~ + . . . .  

Les fonctions M 1 et M~ sont compl6tement d6termin6es, aussit6t que nous 
avons fix6 Sz, $~, ~h? 722, ~ ,  ~" Pour que l ' int6grale I '  conserve sa valeur, 
il faut  que 

o = k,M; + k ,~ ;  + ( . . . .  )~ + . . . .  

Supposons 
l >  -~ ;  < o, 

Cela est toujours possible, sauf le cas, oh 

G' ---- o. 

Mats cette 5quation est une des conditions n6cessaires pour que l ' int6grale 
I '  soit un max imum ou un minimum. C'est, par cons6quent, un cas 
particulier qu'i l  faut  exclure. 

Si M~ n'est pas nul, on a, suivant un th6or6me connu de la 
tMorie  des fonctions 

--~/--~k, + k l~(k , ) .  
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En substituant cette valeur dans lea expressions (4), nous avons de va- 
riations qui ne changent pas la valeur de l ' int6grale I ' .  

Nous avons ensuite la valeur de la variation de l 'int6grale i 0 :  

, , i  0 = f f  aOwd,,d,, + ( . . . .  ), 

= k l i  o, + k,M~ + ( . . . .  ),, 

= # G ~  

ou, en employant  la valeur trouv6e de k2, 

(5) AI~  ----- kl M[ - -  ~ M~ q- (kl), q- . . . .  

Mais pour que A I  ~ conserve toujours le mgme signe, il faut que le 
coefficient de k 1 s'annulle. Ainsi 

-~iMo 

o n  

M~ M o 
(6) ~--] = ~ .  

Le premier membre  d6pend de $1, ~h, ~ et le second de $2, ~ ,  ~. Le 
quotient a donc une valeur constante, ind@endante des variations, que 
nous appelons 2. Alors 

~-- ~; = o 

o u  

i f ( G  ~ - -  )tG')wldudv ---- o 

d'oh r6sulte l '6quation aux d6riv6es partielles du second ordre 1 

(7) G = G ~  = o 

qui est analogue ~ celle que nous avons trouv6e dans le cas des maxima 
et des minima absolus. 

I Darts la suite une majuscule signifie toujours une expression de la forme 

A ~ - -  2A'. 
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Pour ramener la variation totale de l'int6grale I '  ou de l'int6grale 
I ~ k la forme (3), nous sommes oblig6s de supposer ou bien que la sur- 
face primitive ne poss6de pas de lignes de discontinuit6, c'est ~ dire des 
lignes le long desquelles la normale de la surface change brusquement 
sa direction, ou bien que les variations s'annullent le long de celles-ci. 
Cependant il est 6vident que Chaque partie r6guli6re de la surface doit 
satisfaire ~ l'6quation 

G = o  

off 2 a toujours la mSme valeur. En effet, nous pouvons varier la 
surface, de mani6re qu'une pattie r4guli~re seule Soit vari6e, et que le 
reste conserve sa forme. Alors eette pattie dolt satisfaire ~ l'~quation (7). 

Ensuite nous avons vu que la valeur de 2 est ind6pendante des 
variations. Mais parmi celles-ci il en existe certainement, qui ne varient 
qu'une pattie r6guli6re de la surface. Mais la valeur correspondante de 

dolt dtre la m~me, si route la surface est vari6e. Par cons6quent, la 
valeur de A est la m~me pour chaque partie de la surface qui peut 
~tre vari6e. 

Supposons maintenant qu'il existe des lignes de discontinuit6 sur la 
surface primitive et que les variations ne s'annullent pas suivant celles-ci. 
Alors la variation totale des int6grales n'est pas rgductible ~ la forme 
(3). Nous avons dSj~ trait6 la mSme question pour le cas des maxima 
ou des minima absolus. Ici on peut proc6der de la m~me mani6re et 
on trouve en posant 

F ----- .F  ~ - -  ~ F  (~) 

que les expressions 

~ F ~ v  ~ F  ~ u  ~ F ~ v  ~ F  ~u  
(8) 5s 

~F av ~F ~u 

doivent avoir les m~mes valeurs aux deux c6t6s de la ligne de discon. 
tinuit6, pour que l'int6grale I ~ puisse ~tre un maximum ou un minimum. 
C'est, par cons6quent, encore une condition n6cessaire. 

Nous avons vu que la surface primitive doit satisfaire ~ l'6quation (7) 

G ---  G o - -  ) tG'  = o .  

Supposons que nous ayons trouv6 une solution de cette 6quation; il nous 
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faut puis montrer, qu'elle donne un vrai maximum ou un vrai minimum 
ou que la variation totale A I  ~ pour chaque variation, qui ne change pas 
la valeur de la seconde int6grale, conserve le mdme signe. Nous suivons 
la mdme marche que dans le cas des maxima et des minima absolus. 

Ainsi, il se pr6sente d'abord la question: Ayant trouv6 une solution 
de l'6quation (7) qui passe par le contour donn6, est-ce qu'il existe une 
autre, qui K ehaque point est infiniment voisine de la premi6re? I1 faut 
pourtant g6n6raliser un peu la question. La quantit6 2 est une constante, 
dont la valeur est d6terminde par la condition que la seconde intdgrale 
I '  conserve toujours la mdme valeur. Par consdquent, la valeur de 2 
n'est pas la mdme pour deux surfaces infiniment voisines. I1 faut donc 
consid6rer 2 comme une quantitd variable, quand nous voulons r6pondre 

la question dnonc6e. 
On volt imm6diatement qu'b~ la mdme surface il ne peut pas corres- 

pondre plusieurs valeurs de 2. On aurait 

d'oh suit 

et 

G ~  2G'  : o, 

G ~ ~ 21G' = 0 

(2  ~ 2 , ) G '  = o 

2--~- 21 

car nous avons d6j~, exclu le cas 

G' --- o. 
Soit maintenant 

z + $ ,  y + ~ ,  z + ~ "  

une nouvelle solution de l'6quation (7), off pourtant la valeur de 2 est 
chang6e en 2 + 2' on aura 

~(x + $ , y  + ~, z + ~, ,~ + z ) - -  G @ , y ,  ~, 2) = o. 

Cette diff6rence peut s'ecrire 

G~ + $ , y  + ~ , z  + r + $ , y  + ~, z + r 

- -  [GO(x , y , z)  - -  2CT'(x , y , z)] - -  2 'G ' ( x  + $ , y + 7q, z + ~) 



O U  

A G - - a ' G ' ( z  + $ , y  + ,~, z + r = o 

si nous entendons acec le symbole d'op6ration A,  que 2 soit regard6 
commc une constante. 

Mais au lieu de consid6rer l'6quation unique 

G----o 

il vaut mieux consid6rer le syst6me 6quivalent I (I 5) 

r l  = r~  ~ - -  a t ;  = 

2 ~ )~ /~2  

v ,  = I 'o  - -  a v ;  = 

a~ a~ ~ - - g /  ~ = = G ,  

ay au - -  

De la premi&e de ces 6quations nous aurons 

r l ( x  + $,  y + 7 ,  z + C, a + ~') - -  r , ( x ,  y ,  z ,  a) 

= ~ r l  - -  a'f';(x + $ ,  y + ,~, z + r 

off en observant que 

le second membre devient 

A / '  - -  a'~G'@ + ~ ,  y + ~ ,  z + r = o. 

De la m~me mani6re nous formons les deux autres diff6rences 

h r~ - -  a'fl~'(x + $ ,  U + ~ , z + r = o, 

~ r ,  - -  a'ra'(0~ + e , u + ~ , , + r = o. 

Multiplions la premi&e de ees 6quations par ~, la seconde par 7, la 
troisi6me par ~" et ajoutons; ensuite, multiplions par dudv et intdgrons 
dans l'int6rieur du contour donn6. 

/ ';  = aG', 

Sur les maxima et les minima des int4grales doubles. 327 

(9) 
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Alors nous aurons l'int6grale 

(,o) f f { ~ r ,  + ~ r ~  + ~ a r ~ -  ~,a'(~ + ~, ~ + ~,~ + r 

Evidemment, cette int~grale double est nulle. Nous allons la transformer. 
D'abord on remarquera que les variations ~, ~/, ~', ne sont pas libres, elles 
sont assujetties ~ la condition que la seconde int~grale I '  conserve sa 
valeur: Ainsi 

A T  ~- o 

ou, en arr~tant le d~veloppement aux termes du second ordre, 

(ii) 

oh rz et r~ d~signent les variations $,  72,~" et leurs d~riv~es du premier 
ordre. Les coefficients B,~ de la forme quadratique sont des fonctions 
connues de x ,  y et z. Ensuite, 

f f  ~'G'(x + ~, y + ~ , z + r =ff(Z'a'w + ~'ZB;~)dud~. 

Enfin, nous avons montr6 dans le m6moire pr6c6dent, que, si nous arr~tons 
le d6veloppement de AZ'I,  A / 7  et A f  3 aux termes du second ordre, 
l'intdgrale 

peut ~tre transform~e dans la forme suivante 

La premiere forme quadratique provient uniquement des termes du pre- 
mier ordre, ses coefficients A~ sont ind~pendants de r~ et r~ et ils sont 
des fonctions connues de x ,  y ,  z. Dans la seconde, au contraire, les 
coefficients A'~, sont des fonctions lin~aires et homog6nes de r~ et r~. 
Maintenant l'intdgrale (I o) peut s'~crire 
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En multipliant l'6qnation ( i i )  par 2' et en l'ajoutant ~ l'6quation (I2), 
nous aurons 

(,3) o = i f {  x:[.4,~ + ~;. + ~,(B,,~- ~;.)].,..}dud~. 

I1 s'agit de voir, si cette 6quation peut 6tre satisfaite par des valeurs de 
~:, ~/, ~" qui changent, r6ellement, la surface primitive. II existe, 6videm- 
ment, une infinit6 de mani6res ~ varier la surface, de sorte qu'elle coin- 
cide avee elle-mdme. 

Nous avons vu qu'il suffit de poser 

= al, ~ = bl, ~ cl 

oh a , b ,  c sont les cosinus directeurs de la normale de la surface primi- 
tive au point (x, y ,  z). 

Par cette substitution la forme quadratique sous les signes sommes 
~l ~l 

devient une forlne quadratique de l ,  ~ et vv ou de rl ,  r'2, v;. 

Ainsi, on aura de (I3) 

(,4) o =ff{xO,~ + ~',.)~;~:}auav. 
Les ]z~ sont ind6pendantes de l et de ses d6riv6es et proviennent unique- 
ment des Az, de l'6quation (13). Les ]'~ sont des fonetions lin6aires et 

, ~l ~l  et de 2'. homogenes de l ,  ~ ,  v~ 

Dans le m6moire prdc6dent, nous avons vu que si la forme qua- 
dratique 

est d6finie, on peut toujours fixer une limite de I et de ses d6riv6es du 
premier ordre ainsi que de 2', de sorte que pour des valeurs de ces va- 
riables, qui sont inf6rieures ~ cette limite, la forme quadratique 

E(L. + ~;,):;~; 

soit aussi une forme d6finie. 
Mais alors, il n'existe pas d'autre solution de l'6quation (14) que 

Aeta mathGma$iea. 17. Imprim6 le 28 juin 1893. 42 



330  Gustaf  Kobb.  

Par eons6quent, la surface d6j~ trouv6e est unique, c'est k dire, il 
n'existe pas d'autre surface, qui satisfait ~ une 6quation 

G = o  

off la valeur de 2 diff6re tr~s peu de celle de l'6quation primitive, qui 
passe par le contour donn6 et pour laquelle les valeurs des coordonn6es 
et de leurs premieres d6riv6es dans chaque point diffSrent tr~s peu des 
valeurs dans les points correspondants de la surface primitive. 

Ainsi ,  il faut calculer la forme quadratique 

ou plut6t l'int6grale double 

( I 5 )  fflXA-. ; '.}dud  
pour reconnaltre, si la forme quadratique sous les signes sommes est une 
forme d6finie, ou non. Nous avons vu que la forme quadratique en 
question provient uniquement des termes du premier ordre de l'expression 

Par cons6quent, l'int6grale (I5) n'est autre chose que l'int6grale 

(16) f f  {~ F  1 + ~oT~ + r 

Darts la seeonde partie du m6moire pr6e6dent nous avons fair le 
calcul d'une int6grale semblable, mais ce calcul 6tant assez p6nible, il 
suffit de se rappeler les r6sultats qu'on y a obtenus. D'apr6s les formules 
II (6)7 II (7) et II (17) on aura pour l'int6grale (16) l'expression 

(I 7) f/I I _~l\vu ! +F~\vv I + 2F3vuv v-f-F*w ~ dudv 

oh 

6t 
Y' Y"I 
Z r Z pr 

w --- ~ + flV + f ,  

Z '  Z ~ t 

f l  ~ X t  X r~ 
r = I 

o y, y ' ,  



Sur les maxima et les minima des int6grales doubles. 331 

Ensuite, / ;~ ,  F2, F~ et F~ sont des facteurs, d5finis par lea formulcs I (8), 
I I ( I 3 )  et I [ ( I4 ) .  Ils sont tous de la forme 

P1 = aF;. 

On voit ais6ment que l'on a 

w ---- k . 1 ,  

k = ~/a' + B '  + r '  

et, par eons6quent, que w e t  l s 'annullent en m6me temps. 
La forme quadratique sous les signes sommes est d6finie, si dana le 

contour donn6 

(is) F1F  - -  > o ,  

F I F ,  > o,  

ou, la derniSre condition n'6tant pas remplie, s'il est possible de trouver 
deux fonctions finies et continues B et B 1 de sorte que 

( I 9 )  F 1 ( F x F  ~ - -  3 ) ~ u ' 3 f f ~ v . - ~ F 4  - -  FxB~ . 3[  - 2 F 3 B 1 B - - F : B  ~ > o .  

Nous avons transform~ cette condition et nous avons vu qu'elle est tou- 
jours remplie, s'il existe une int~grale time et continue de l '6quation 

qui ne s'annulle pas dana l 'int~rieur du contour d'int4gration de l ' int~grale 
(i 7). Ainsi, cette condition est suffisante mais noua n'avons pas d~montr6 
qu'elle est n4cessaire comme dana le cas des maxima et des minima ab- 
solus. La d6monstration appliqu6e dans ce cas n'est plus valable, car lea 
variations n e  sont paa libres; ellea sont assujetties ~ la condition qu'elles 
ne changent pas la valeur de la seconde intSgrale I'. Nous laissons, pour- 
rant, ce point pour le moment. 

Supposons, maintenant,  que  les conditions (i8) et (~9) soient rempliea. 
Alora la forme quadratique sous les signes sommes de (I 7) est d~finie, 
et d'apr6s ce que nous avons d6jk dit, la surface est unique dans la signi- 
fication que noua avons donn6 ~ ce mot. Mais, comme les fonctions 
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/~\, F~, F3, F~ sont des fonctions continues de x ,  y ,  z et de leurs d6ri- 
v6es, on volt, ais6ment, que les conditions pr6c6dentes sont aussi remplies 
pour chaque autre surface qui diff~re tr~s peu de la surface primitive. 
Ainsi, nous pouvons construire autour de celle-ci une ccrtaine airc, de 
sorte que, si nous y prenons un contour arbitraire et qu'il existe une 
surface qui satisfasse k une 6quation 

G = o  

qui passe par ce contour et qui diff6re tr6s peu de ]a surface primitive, 
cette nouvelle surface soit aussi unique. La valeur de 2 dans rdquation 
G = o n'est pas n6cessairement la m~me que dans l'6quation qui nous 
donne la surface primitive; elle peut aussi en di.ff6rer un peu. 

Dans le cas des maxima et minima absolus, nous avons donn6 en- 
core une condition pour l'existence d'un maximum ou d'un minimum, 
qui nous servait k distinguer un maximum d'un minimum. Dans le cas 
actuel, nous allons proc6der de la m6me mani~re. Nous appelons chaque 
6quation 

e~-~--o~ 

oh 2 diff6re tr~s peu de la valeur primitive, une 6quation G e t  aussi chaque 
surface, qui satisfait k une telle equation, une surface G. Sur la surface 

G, qui passe par le contour donn6 C 
nous tragons un certain contour ferm6 
K. Par ce contour K nous faisons pas- 
ser une surface quelconque et sur cette 
surface /~ nous tragons un autre con- 
tour K', tr6s voisin du contour K et 
qui ne le coupe pas, et supposons qu'il 
existe une surface G, qui passe par K'. 
]1 existe 6videmment une infinit6 de 
tels contours K' sur la surface/ ' .  Nous 

avons vu qu'il n'est pas n~cessaire de supposer que les contours K et K' 
et la surface F soient r6guliers. I!s peuvent aussi ~tre compos6s d'un 
hombre fini de parties r6guli~res. I1 faut seulement que les deux con- 
tours ne se coupent pas. 
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Consid6rons l'int6grale I ~ 6tendue sur la partie ext6rieure du contour 
K de la surface primitive, sur la partie de la surface F, qui est situ6e 
entre les contours K et K', et, enfin, sur la surface G, qui passe par le 
contour K'. Cette int6grale, que nous appelons ~o, peut ~tre consid6r6e 
comme une variation de l'int6grale I ~ 6 tendue sur la surface primitive. 
D'apr6s les formules III (I) et III (2), on aura 

K It 

Ici, la fonction 8 ~ est d6finie par les formules I I I ( I6 )  ou III(22).  En- 
suite, 1 est la longeur de la projection de la distance AA' sur le plan 
tangent  de la surface F dans le point A ,  eo l 'angle que fait cette pro- 
jection avec la tangente de K dans ce point, et enfin ds l'616ment de 
rarc  de K. 

Mais les variations de la surface primitive doivent 6tre telles, que la 
seconde int6grale  I '  ne change pas sa valeur. Alors, e~ formant la m6me 
diff6rence pour l'intdgrale 1 ' ,  on aura 

(22) o = ~,I' =f~'~s ino,  ds + ffG'wdudv + (l)~ + . . .  
K K 

Multiplions l '6quation (22) par - - ~  et ajoutons le produit  k l '6quation 
(2I). Nous aurons 

A I  0 = f ( 8 o  28')1 sin eods + i f(G ~  2G')wdudv + (l)~ + . . .  
K / /  

ou, en remarquant  que 

G O - -  2G' ---- G =  o 

et en introduisant la notation 

6 ~ 80 - -  ,~8', 

A 1  o = f ~ l s i n o ,  d8 + (Z)~ + . . .  
K 

Mais, pour que la surface primitive rende, r~,eliement, l 'int6grale I ~ un 
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maximum ou un minimum, il faut que pour chaque contour K et chaque 
surface F la diff6rence A I  ~ ne change jamais son signe. Ainsi 

A I  ~ < o pour un maximum 

~ I  ~ > o pour un minimum. 

Pour des valeurs assez petites de l le signe du second membre (23) dd- 
pend du signe de son premier terme, l'int6grale 

f ~ l sin to ds, 
K 

et pour que cette int6grale conserve toujours le m~me signe, quels que 
soient le contour K et la surface F, il faut que la fonction ~ ne change 
jamais son signe. La nouvelle condition n6cessaire pour l'existenee d'un 
maximum ou d'un minimum est, par consdquent, pour le cas d'un maxi- 
mum, que la fonction ~ ne devienne jamais positive et pour le cas d'un 
minimum que la fonction ~ ne devienne jamais n6gative. 

D'aprSs la derni6re forme que nous avons donn6e ~ la fonction 
III (22), il suit que, la Condition III (23) remplie, elle ne s'annulle que si 
la surface F est tangente ~ la surface G le long du contour K. Dans 
le cas oh la condition III (23) n'est pas remplie, il faut faire une re- 
cherche sp6ciale. 

Supposons maintenant que les conditions (~8) et (I9) soient remplies 
et que la fonction ~ ne change pas son signe. Alors, nous pouvons en- 
tourer la surface primitive d'une aire telle que dans celle-ci pour chaque 
contour il n'existe qu'une seule surface G, qui diff6re tr6s peu de la sur- 
face primitive et en la resserrant, s'il le faut, telle que la fonction 
conserve le mgme signe pour ces nouvelles surfaces. Certainement, cela 
arrive, si Ia condition III (23) est remplie. 

Imaginons, ensuite, dans l'aire A une 
surface F, r6guli6re ou du moins compos6e 
d'un nombre fini de surfaces r6guli6res qui 
passe par" le contour primitif C, et sur / '  
deux contours K et K' tr6s voisins qui ne 
se coupent pas. Supposons que les deux 
contours soient tels qu'il existe des surfaces G, 
qui passent par ces contours et qui diff6rent 
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tr~s peu de la surface primitive. -]~videmment K et K' ne sont pas ar- 
bitraires, mais il en existe toujours une infinit6. Cela r6sulte imm6diate- 
ment d'une consid6ration g6ometrique. Comme la surface F est situ6e 
dans l'aire A, il suit qu'il n'existe qu'une seule surface G pour chacun 
des deux contours I~" et K'. 

Consid6rons, ensuite, l'int6grale I ~ 6tendue d'abord sur la partie de 
F,  au dehors de K', puis sur la surface G qui passe par K'. En appelant 
g2 la partie de / '  dans l'int6rieure de K et 3~2 la partie entre K et K', 
nous d6signons notre int6gralc 1 ~ par 

+ 

De m~me, nous d6signerons', l'int6grale I ~ 6tendue sur la partie de /~ 
au dehors de K et sur Ia surface G qui passe par K, par 

D'apr6s ce que nous avons dit, les deux fonctions I~ + 3~2) et I~ 
sont compl6tement d6finies. On aura donc 

K' K K 

On volt, facilement, que le second membre peut s'~crire de la mani~re 
suivante 

(24) I~ + ~ ) -  I ~  --f6~ ds--ffG~ + (/), + . . .  

Formons la m6me diff6rence pour la seconde int6grale I'. Nous aurons 

I'(.~2 + 3 Y 2 ) - - I ' ( ~ ) = - - f S ' l s i n e o d s - - f f a ' w d u d v  + (1)~. 
K K 

Or, l'int6grale T doit toujours conserver la mdme valeUr pour toutes 
les variations en question. Par cons6quent, on a 

(25) o ---- - - f  6'lsin~ds-- f f  + (1)~ +. . .  

Multiplibns l'6quation (25) par la valeur de 2 qui appartient k la surface 



336 Oustaf Kobb. 

G qui passe par K, et ajoutons le produit k l'6quation (24). L'int6grale 
double disparalt , et il reste 

(26) I~ + ot )- = --f zsin,oas + + . . .  
K 

Supposons que la fonction 8 ne devienne jamais nfigative. Alors, il suit 
de l'~quation (26) que l'int~grale I~ va toujours en d~croissant, si ~2 
va en croissant et, par consSquent, que I~ atteint sa plus petite valeur, 
quand le contour K atteint le contour primitif C. Mais, alors, l'intd- 
grale I~ devient 

I ~ -- fofF~ dr, 

oh l'int6gration est 6tendue sur la surface primitive G qui passe par le 
contour C. De l'autre c6t6 on a 

I~ = f f  F~ 

et par cons4quent 

fof F~ du dv < / f  F~ du dv . 

Ce raisonnement exige que la fonction ~ ne soit pas identiquement 
nulle sur la surface ~ ,  reals, il est facile de s'assurer que cela n'est pas 
possible, en suivan~ les mdmes consid4rations que dans le cas des maxima 
et des minima absolus. 

On ddmonf.re aussi de la mdme mani~re qu'auparavant que l'in~galitd 
(27) subsiste encore, si la surface F est tout ~ fair irrSguli~re, pourvue 
clue les int~grales I o et I '  aient un sons defini. L'existence d'un minimum 
est donc 6tablie. De la mdme mani~re on d~montre l'existence d'un 
maximum si la fonction ~ ne devient jamais positive. Ainsi, nous som- 
mes arrives au r6sultat suivant: L'int~grale I ~ devient un maximum ou 
un minimum en m~me temps que l'intdgrale / '  a une valeur donn6e, si 
les conditions (i8) et ( I9 )  sont remplies et que la fonction ~ conserve 
l e  m~rr.e signe pour la surface donn~e par l'~quation 

G = o  
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savoir, un minimum si la function ~ ne devient jamais n6gative et un 
maximum si la fonction ~ ne devient jamais positive. 

I1 y a, pourtant, une circ(mstance ~ se rappeler. La d6monstration 
pr6c6dente repose, 6videmment, sur le fait que la fonction I~ com- 
pl~tement d6termin6e, quand le contour K est fix6. Mais, cela n'est vrai 
que quand nous nous bornons ~ consid6rer de telles surfaces G, oh non 
seulement les valeurs des coordonn6es d'un point quelconque mais aussi 
de leurs d6riv~es du premier ordre diff4rent tr~s peu des valeurs dans le 
point correspondant de la surface primitive. Par cons6quent, nous n'avons 
6tabli la propri6t6 maximale ou minimale de la surface que dans le cas 
oh non seulement les variations mais aussi leurs d6riv6es du premier ordre 
sont iniiniment petites. 

Jusqu'ici, nous n'avons pas impos6 aux variations ~, 72, ~" de la 
surface cherch6e d'autres restrictions clue celle que la valeur de la seconde 
int6grale 1' dolt ~tre invariable. Mais, il eat facile d'en imposer d'autres. 
Ainsi, on peut demander que la surface cherch6e soit renferm~e duns une 
certaine partie de l'espace, limit6e par une surface ferm6e. Alors, il 
peut arriver que la surface cherch6e rencontre la surface de la limite. 
Dans ses recherches sur le c61~bre probl~me isop6rim6trique dans l e  plan, 
STEINER a 6nonc6 les deux th6or~mes suivants. 

))Si la courbe cherch6e coincide duns une partie finie avecla  courbe 
de limite, les deux courbes se touchent dans les deux points de rencontre.)) 

))Si la courbe cherch6e rencontre la courbe de limite dans un seule 
point, et que  l'on n6glige les variations oh la courbe ne rencontre pus la 
limite, les tangentes des deux branches forment dans le point de rencontre 
des angles 6gaux avec la tangente de la courbe de limite.)) 

STEINEI~ a trouv6 ces deux th6or~mes par une m6thode synth6tique, 
et il pr6tend m~me que le Calcul des Variations ne poss~de pus les moyens 
pour les d6montrer. M. WEIERSTRASS a r6fut6 cela, en d6montrant d e u x  
thdor~mes g6n6raux, dans la th6orie des maxima et des minima des int6 - 
grales simples, dont ceux de STEI~Ea sont des cas sp6ciaux. 

Nous allons d6montrer pour les int6grales doubles deux th6or~mes 
analogues aux th6or~mes de STEI~ER. 

Soit I ~ l'int6grale double dont nous cherchons le maximum ou le 
minimum sous les conditions que rint6grale 1' conserve sa valeur et que 
la surface cherch6e reste toujours dans l'int6rieure d'une certaine partie 

A~a matheanati~a. 17. Imprim~ le 18 juiliet 1893. 43 
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de l'espace, limitde par la surface fermde A. Supposons que nous ayons 
trouv6 une surface qui satisfait "~ l'6quation 

G = o  

et que cette surface G coupe la surface A suivant un certain contour :K 
qui peut 6tre ferm6 ou non. 

Prenons sur la surface A deux contours A~ et K,~ tr6s voisins de K 
et qui ne le coupent pas, ensuite sur la surface G un contour L.  Faisons 

passer par L e t  K1 et par L e~ K~ deux 
surfaces arbitraires tr6s voisines de G. 

Sur la surface G entre L et K il peut 
y avoir des lignes de discontinuit6, mais alors, 
il faut que suivant celles-ci les conditions 
(8) soient remplies. 

Calculons maintenant la variation de 
l'int6grale 1 ~ si nous int6grons sur l a  sur- 
face B~ et la partie de A qui est situde 

duns l'int6rieure de K~, au lieu d'intdgrer sur la surface G et la partie 
de A correspondante. 

D'apr6s les formules ( : , ) ,  (22) et (53) on aura 

A I ~  fSlsintods + (1)~ + . . . ;  
K 

de m6me si nous rempla~ons B~ par B 1 

(zg) AI~ f6llsintOldS+ ( / , ) ,  + . .  
K 

Supposons, pour fixer les id6es, qu'il s'agisse d'un minimum. Alors, nous 
avons trouv6 comme condition n6cessaire que la fonction 6 ne devienne 
jamais n6gative. On a ensuite duns (28) 

1 > o,  sina~ > o, 

mais alors, on voit qu'en posant dans (29) 

l~ > 0  
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on a n6cessairement 
sin ~o, < o. 

339 

Par  cons6quent, pour  que la variation totale A I  ~ ne change pas son signe, 
il faut  que nous ayons 

le long du contour K.  

est remplie 
Mais nous avons vu que si la condition III  (23) 

o 

la fonction 8 ne s'annulle que pour le cas oh les deux surfaces G et A 
sont tangentes le long du contour K.  

Voile, justement, la g6n6ralisation du premier  th6orSme de STEI~Ea 

au cas des int6grales doubles. 

Passons maintenant au second th6or6mc. Supposons que nous ayons 
trouv6 comme solution de notre probl6me que la surface G, qui satisfait 

k l '6quation 
G ~ o ~  

soit compos6e de deux parties diff6rentes G 1 et  G 2 qui se coupent le 

long d'une certaine courbe K sur la surface A.  Prenons deax points 
quelconques B e t  C de la courbe K et tra- 

tons sur A entre B et C u n e  nouvelle courbe 

K'. Ensuite, sur  les surfaces G 1 et G 2 deux 

courbes L 1 et L 2. Faisons passer par Z 1 
et K'  une surface arbitraire /~a, tr6s voisine 

de G1 et telle que l ' int6grale I '  ne change 

pas sa valeur,  si l 'on int6gre sur la surface 

/'1 au lieu de sur la surface G 1. Enfin, 
par L~ et K' une autre surface arbitraire 

/ 2 ,  qui a des propri6t6s analogues ~ celles ~ '-, X,.)-" 
de la  surface /~1" 

Appelons I~ et I ~ les valeurs de l ' int6grale I ~ 6tendue sur les sur- 
faces G 1 et G 2 respectivement, et de m~me io et ~o lea valeurs correspon- 
dantes sur les surfaces F 1 et I~.  Indiquons aussi par les indices I e t  2, 
si les valeurs des coordonn6es x ,  y ,  z ou de leurs d6rivdes se rapportent 
k la surface G 1 ou ~ la surface G~. 
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D'apr&s la formule I (5) nous aurons 

io - i~ 0 = i l [ ~ _ _ ~  + ~F _ ~ v  

K 

- -  ~ - ~ ,  + , ~ - -  - -  - -  d s +  ( . . . .  ), 
~x~ ~y~' ~z,'J ~s 

car l'int6grale double disparait, parce que l'int6gration est 6tendue sur la 
surface G~. De mgme 

/l[ i ~  ~  = - -  ~ + 

K 

DE ~F I au ] 
_ ~r_v_~4, + v ~ y / +  <---z,~, j ~.- ds + ( . . . .  )~. 

I1 fuut prendre le signe - -  pour que l'int6grule simple soit prise dans le 
m~mc sens. Ainsi, en posant 

Az0 = )o + y _ ~ _ &o, 

on aura 

K 

ax~ / \aye' 
~ / j ~ )  +(~, ' ; ,  <,...),. 

Pour transformer cette int6grule simple nous introduisons un nouveau 
syst6me de coordonndes dans un point quelconque O de la courbe K. 

Comme 1'axe des (33) nous choisissons la tangente de la courbe K, en- 
suite, comme 1'axe des (al) la normale de la courbe K qui est situ6e 
duns le plan tangent de la surface G 1 et, enfin, comme l'axe des (3~)la 

no rma le  de la courbe K, qui e s t  situ6e duns le plan tangent de la 
surface G:. 

Les cosinus directeurs que font ces axes de coordonndes avec les 
axes des X ,  Y e t  Z sont, respectivement, 
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Pour  l 'axe des (E)  

cos ~',', cos ill ', cos rV. 

Pour  l 'axe des (35) 

fl;' cost;'. COS ~ ~ COS 

Pour  l 'axe des (3~) 

COS ~'~ COS i~'~ COS ~'. 

Au point 0 de la courbe K correspond un point O' de la courbe K',  
don~ les coordonndes sont 

x 4 - ~ ,  y A - ~ ,  z -4- ~. 

Soit dl ,  3: ,  3 3 les coordonndes de O' dans lc nouveau syst~me, nous aurons 

tt ~ it r $ = 4 cos a, + o5 cos a~ + o 3 cos a', 

r = E c o s f l / +  3~ cosfl;' + 3~ cos/~, 

= O, e o s r ; ' +  o~ c o s t ' 2 '  + 03 c o s t ' .  

En introduisant ces valeurs de ~,  7], ~" dans la formule (3o), la quantit6 
sous le signe somme devient 

o~ cos ~1 + cosfl',' + cost,  - -  - 
. ~ z ~ / 3  9s 

, ,  ,, ~ F  ~ F  , , , , / ~ F  ~ F  ,, ~ F  
+ o~ cos ~ + cosfl~ b--; + cos r~ -- 

\~y~ . ~s 

-Jr- o'3 e o s a '  ~ F  ~ F  -3 L c o s f l '  ~ F  3 F  n t- c o s y '  - -  
.~z~ 9s 
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Le coefficient de 3~ s'annulIe d'aprds lea formules III (8) et I (4). Ensuite 
on a pour le coefficient de 8~ d'apr4s la formule I I I ( I6 )  l'expression 

- -  ' z '  " y ;  . . . . . . . .  y ; '  ') ~2  ~ ~ x , y , z , x2  , y'~ , ~ , x2  , , z2 , x~ , y~ , z~ , x~ , , z'~ . 

Enfin, pour le coefficient de 3 3 on a 

. . . .  y ;  . . . . . . .  y; ,  ,) 
~1 = X , y , Z ,  Xl , ?J'l ,  Zl , Xl , , Zl , X2 , Y'2 , Z2 , X 2 , , Z; �9 

Par eonsfiquent, on a u r a  

A I ~  f ( 8 1 ~ 2 -  8 , 3 , ) d s  + ( . . . .  )~ .  
K 

Mais, l 'int6gration est 6tendue sur une partie arbitraire de la courbe K. 
Done, pour que la variation totale A I ~ conserve toujours un signe in-~ 
variable, il faut que la fonction sous le signe somme 

102 201 

conserve toujours un signe invariable. Mais, eette quantit6 repr~sente 
un faeteur pros, qui n'est pus nul, la distance du point O '  au plan 

I1 faut done que le point O' soit toujours situ6 du m ~ m e  e6t6 de 
ce plan. Le point O' appartient '~ la surface A e t ,  par cons6quent, le plan 

doit ~tre le plan tangent de la surface A uu point O. 
Ensuite soient a 1 e t a  2 les angles que font les axes (3~) et (32)avec 

le plan 
8132 - -  ~a, ----- o,  

ees angles ~tant comptfis duns des directions oppos6es, on aura 

et, par eons6quent, 

31 sina, 
35 sin a~ 

sin a 2 __ ~, 
sin a 1 ~2 
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Mais les axes $1 et 3 2 sont situ~s dans les plans tangents des surfaces GI 
et G~ et sont, d'ailleurs, des normales de la courbe K. On peut donc 
~noncer le thdor4me suivant: 

~Si les deux surfaces G 1 et G 2 se coupent le long d'une courbe K 
trac4e sur la surface A, il faut, pour qu'un maximum ou un minimum 
soit possible, que les sinus des angles, que font les plans tangents des 
surfaces G 1 et G~ avec le plan tangent de la surface A au mdme point, 
soient proportionels aux fonctions $~ et $~, ces angles 4tant compt~s dans 
des directions oppos4es.)) 

On reconnait facilement que ces deux th4or~mes correspondent aux 
deux th~or~mes donn6s par M. WEI~RST~ASS dans la th~orie des maxima 
et miniia~ des int~grales simples, dont ceux de S ~ I ~ R  sont des cas 
sp~ciaux. 


