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SUR LE CAS TRAITE PAR M=~ KOWALEVSKI DE ROTATION
D'UN CORPS SOLIDE PESANT AUTOUR D'UN POINT FIXE

PAR

FRITZ KOTTER

& BERLIN.

Dans le 12 volume de ce journal M™ de KowALEVSkI a publié un
mémoire qui constitue un progrés important et réel dans l'étude du
mouvement d'un corps solide pesant autour d'un point fixe. Aux deux cas
déja connus de ce probléme elle en ajoute un troisiéme dans ’hypothése ott
les cosinus directeurs de la direction de la pesanteur, et les trois composantes
de la vitesse de rotation s'expriment dans le voisinage d’une valeur finie
du temps quelconque méme complexe sous la forme

(6 — )Pt —1,)-

Ce cas est caractérisé par ce fait que deux des moments principaux d'inertie
sont égaux entre eux et doubles du troisiéme et que le centre de gravité
est dans le plan de ces deux moments principaux. Dans un mémoire
postérieur (tome 14 de ce journal)) M™ de KowaLEVSKI a démontré que
ce cas est le seul en dehors des deux précédemment connus qui jouit de
la propriété annoncée. Dans ce cas en dehors des trois intégrales géné-
rales des six équations différentielles pour les composantes de la vitesse
de rotation et les cosinus directeurs de la direction de la pesanteur, il
existe une autre intégrale algébrique de maniére que le probléme est ra-

mené aux quadratures. Au moyen de ces quatre intégrales il est possible
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d’exprimer les six grandeurs en question au moyen de fonctions hyper-
elliptiques de deux arguments. Il résulte encore des équations diffé-
rentielles du probléme que ces arguments sont des fonctions linéaires du
temps. Quant aux six cosinus qui manquent encore, M™® de KowALEVSKI
déclare qu'on peut les représenter aussi au moyen des fonctions théta,
mais elle renonce & faire le calcul & cause des difficultés qu'elle prévoit.

On peut éviter ces difficultés en exprimant d’'une maniére convenable
les trois cosinus de direction. Pour le cosinus directeur 7’ de I'axe prin-
cipal d'inertie distinguée, M™ de KowarLevskr a déja obtenu une ex-
pression relativement simple, & savoir une fraction dont les deux termes
sont. des fonctions linéaires homogénes de trois fonctions hyperelliptiques.
Au contraire pour les cosinus y et y* qui relient les deux autres axes
du corps avec la pesanteur, se présentent des fractions trés compliquées
dont le dénominateur est le carré du dénominateur de 7", et dont les
numérateurs sont des fonctions homogénes du 2? degré d'un grand nombre
de fonctions hyperelliptiques. Ces expressions peuvent se mettre sous
une forme beaucoup plus claire si on calcule y 4 &, y — iy *. Ces deux
expressions sont des fractions dont les numérateurs et dénominateurs sont
composés d'une maniére relativement claire linéairement au moyen de
six fonctions hyperelliptiques. Cette forme induit a étudier au lieu du
mouvement des trois axes le mouvement d'un troisiéme systéme de coor-
données dont la position est bien déterminée & chaque instant par rapport
au systéme de coordonnées précédent. Les cosinus directeurs des nou-
veaux axes et de la verticale sont des fractions dont les numérateurs
comme le dénominateur commun sont des fonctions linéaires et homogénes
de fonctions hyperelliptiques. Un examen attentif des coefficients de ces
expressions montre qu'on peut les représenter plus simplement au moyen
de fonctions hyperelliptiques de deux arguments dont les valeurs sont -
naturellement constantes. Indépendamment de la valeur des quatre argu-
ments ainsi introduits, les trois fonctions de ces arguments satisfont & la
condition caractéristique pour les trois cosinus directeurs d'une droite avec
trois axes rectangulaires, en outre elles satisfont a certaines équations
différentielles partielles, dont une autre solution est de grande importance
pour I'étude du mouvement d'un corps solide dans un fluide. Cest cette
circonstance qui dans ce cas comme dans Pautre fournit une détermina-
tion simple et naturelle des six cosinus directeurs restants.



Sur la rotation d’un corps solide pesant autour d’un point fixe, 211

Dans ce qui suit je développerai les résultats auxquels j’ai arrivé
de cette maniére, et méme déduirai les quantités obtenues par M™ de
KowaLEvskl, pour les avoir sous la forme la plus commode pour les dé-
veloppements suivants.

§ 1. Les équations différentielles et les quatre intégrales algébriques.

A un instant donné la position d'un corps qui tourne autour d'un
point fixe, est complétement déterminée par les cosinus directeurs de deux
systémes d'axes de coordonnées rectangulaires dont l'un est fixe dans
I'espace, et laitre fixe dans le corps qui tourne. Le systéme d’axes
fixes dans l'espace 5, H, Z est choisi de maniére que l'axe Z soit dans
la direction de la pesanteur. Le systéme de coordonnées fixes dans le
corps n'est pas encore déterminé par la condition de coincider avec les
axes principaux d'inertie, parce qulici deux axes principaux d’inertie
sont égaux entre eux, et que par suite toutes les directions d’'un certain
plan peuvent étre considérées comme axes principaux d'inertie. Nous
supposons donc le systéme d’'axes choisi de maniére que l’axe Z coincide
avec le plus petit axe dinertie, et que le centre de gravité du corps
soit sur la partie positive de I'axe des X. Nous désignons avec Kirca-
HOFF les moments principaux d'inertie et la masse du corps par P, @, R
et M et par x, la distance a lorigine du centre de gravité et par g
laccélération due & lattraction de la terre. Les cosinus directeurs des
trois axes du corps avec la verticale sont 7, y,, 7, et les cosinus direc-
teurs avec les deux axes horizontaux seront a,, dyy s Py Bys - Dans

notre cas on a donc
P = Q == ZR.

Par un choix convenable de l'unité de longueur on peut prendre
R=M
et par un choix convenable de l'unité du temps on peut faire que

9%, = 1
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alors nous obtenons pour les composantes de la vitesse de rotation et pour
les cosinus directeurs r,, y,, 7, les équations différentielles suivantes

d ar,

2£=qr, g T e
P O—ZL*:-p —r
at 4 s dt T3 T
dr I

ar = T at I

De ces équations différentielles on peut déduire quatre équations intégrales
algébriques, & savoir d’abord la relation entre les cosinus directeurs

nt+n+rn=1
secondement U'expression du théoréme des aires
2(pr + an) + 1 = 2
troisiémement le théoréme de la conservation de la force vive
2 + ")+ 1 =121, + 6

et quatriémement une intégrale spéciale & laquelle on arrive de la ma-
niére suivante.

On reconnait facilement que par suite des équations différentielles
on a les équations

d . . . . ‘ .

Glp+ia) +n +in)=—illp+ i)+ +inb
et

d . . . . .

o —ia) + 1 —in) = + il —in) + r, — i}
D’ou il résulte immédiatement

{4+ i) +r+ilp—i)+n—in)=F,

ou % désigne une constante réelle.
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§ 2. Représentation des six quantités v, ,r,, 15, p, 4, T AU Moyen
de fonctions hyperelliptiques.

Déja M= de KowALEVSKI a ramené les quatre équations intégrales
a une autre forme en introduisant au lieu de y,,7,,2,q, les quatre
quantités

‘xl:p—'—ZQ) xqu—iq,
G=@+@) +n+in H=@—@)+n—in;

alors les équations intégrales deviennent

(1a) £&, =1k,

(1b) r’ =6l + & + €, — (z, + =,)°

(1¢) ry, = 20—, — x.&, 4+ x,7,(2, + %,),
(rd) ri=1—Fk 4 26 4 2§ — xlxi.

En éliminant de ces équations les quantités  und y, nous obtenons
I'équation

() &R(m) + &R(5) + R(s,, 1) + K, —,)" —

ou on a posé pour abréger

(32) B(x)= —a* + 6l 2> + gl + 1 — K,

(3b) RB/(»,w,) =—6lLzie; — glzx,(®, + v,)— (1 —Ez, + 2,)°

+ 61 (1 — k%) — 42*

Nous pouvons évidemment convenir que % sera une valeur positive, et
poser alors (/& & =k, si nous convenons aussi que \Z et & repré-
sentent des valeurs imaginaires conjuguées. De (1a) et (2) nous tirons
alors les équations

\/5 \/R(w + JE VE(,) |’ R,(2,2,) k\/R R (z,)VE(,)

— k.

“ B — 7, (w —mg)g (w ——wa)z



214 Fritz Kotter.

Or, on a
B(z,)R(x,) — R, (z,, #,)(x, — ,)*
= xjw; — 12l 23] + 360 xix; — alelwy(z, + ») + 240z 2,(0, + x,)
+ al¥(z, + ,)* + 2(x — k) 2lz; + 120 (1 — k)22,
+ dl(x — B2, + z,) + (1 —k7)?
= (—aiaz; + 6l x,z, + 20(x, + z,) + (1 — kP)*
ou si on pose pour abréger
(3¢ Bz, , ) = —olw; + 6l w2, + 2l(x, + @,) + 1 — &7,
R(x)R(x,) — (x, — x,)* R, (2, , x,) = R(r,, x,)"

Nous obtenons donc

VE \/R(m) L VE VE(z) |’ _ B(z,, )" — R(m)R(m,)+ k\/R(ml)\/R(w o,

¥, — @, z, —a, (2, — o,)* (2, — z,)*

Si nous posons

(1) ¢ __B@, 2,) —VE(z)VE(z,) ) ¢ = B@,x) + VE(z,)VE(z,)

! (w - w’)z T (wl»'— ws)’

nous obtenons
R R —
Ve ;/ _‘”‘w’ + V& ;/ _(“') — bt F R, — ) — &

= (tl * k)(ta + k)
et par suite

(52) VE ;/ R_(”;) SWE F G =B + V& — R+ B),
(5b) Vé, ‘/R(“;) (\/(t + k)t, — k) — V(t, — k)¢, + k)

En vertu de l'équation (4), on peut exprimer les quantités z,, z,
de la maniére suivante au moyen de f ,?¢,. Comme on le voit facile-
ment, & chaque systéme de valeurs ¢ ,f, correspondent § systémes de
valeurs @, , ;. Les grandeurs x,x, et x, 4+ x, ont une relation ration-
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nelle aussi bien avec ¢, 4 £, quavec f¢f,, et chacune de ces équations
est du second degré en w,z, et z, + x,. Daprés I'équation (4) les
grandeurs ¢ sont les racines de l'équation

t2 — 2 R(xx |4 wa) t Rn(wx' s)

O —m)r  @m—a)
qui peut aussi s’écrire
N2 R(‘”l s xg ( g)
(t'—'u) (x, — wg)a (t - u)
— B,(w, , »,) — 2R(2,, 2,)u + u’(e, —,)*
+ 2 (wx - x’)z =

Le numérateur du dernier terme de cette équation peut s'écrire de la
maniére suivante

2(u + 3l)xiw; + 4lo,w,(z, + 2,) — 4u(u + 30,)v,2,
+ (1 =k u’)(z, +2,)? — 4lu(x + z,) +4l’— 60 (1 —k") — 2(1 —k u

=(¢m‘ﬁ,‘><xl — ) + =, + 1))

V2(u + 31) +3l)

+ [2(0® + (1 — B))(w + 31,) — 4l 2]652&:?5)) I)'

Si nous posons maintenant ¢ + 3l = s, u 4 3/, =2 et

2((2 — 30)* 4+ (1 — &%) — 21* = ¢(2)

nous avons
R L e ] l ’ '
(6) (s —2) — (2, , z,) — (m - m3) S, —2,) (s—2)
_._aalwe 7+ 31, 2l 2, + 2,\* ¢(2) (&, + z,)* _
<\/ Ty — —, Ewlaw,) +2(wl—m,)"( 22 ——I>——O.

[ b 4 . ’
Si nous appelons e,, e,,¢, les racines de l'équation ¢(z) résolue par
rapport a z, alors pour z = e, les produits (s, — ¢,)(s, — ¢,) deviennent
les carrés de fonctions rationnelles de x, et #, nous obtenons les équations

\/_;;w,w, e + 31, 2_1_ 2, + =,
T, — @ . \/Zea ®, — 2,

= \/(s1 — e)(8; — a) (@=1,2,8)
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V2e, 2] _ Vzea
¢'(ea)’ \/2_6;50’(6,;)’ ¢ (€a)

Et si nous les multiplions par — (es+ e,) et si

nous ajoutons

2 Vz2e,
(7 a) &y — @y - -—a=1,2.s ¥'(ez) \/(s‘ — el — eals
b 2, + =, _ 2]
(7 ) Ty — % a=z \/ZGa 4 (841) \/( ea)(s 8a)7
z,%, + 3, \/2e,,
(7 ) & = 5’7:— a=1,2,3 ¥ ¢ (eq) (eﬁ + er) Vs, — ea)s, — ea)r

Si les racines sont choisies convenablement, on peut poser

2l = zeq\/epes3
nous obtenons alors

(7 d) &t = z \/eﬂ o V(s, — )8, — €a)s

LA 4CH)

ol les signes des radicaux peuvent toujours et doivent étre choisis de
maniére que 2\/eze, = \/2¢51/2¢,-

Nous obtenons trés simplement les grandeurs VE(#) o ;/R (w;) de
T, — T, 1 T %y

la maniére suivante. On a

— Rz, , =,) — VE(=,) \/R(w,) + 3l

(w - wz)g

s

_ I R(z,)+ B(z,) + (2] — 5)* — 2\/R(w )\/R(w%)
T2 (2, —z,)*

d’ot1 il résulte

(\/Rw _ \/R(wg)’___ 28, — (2, + 3,)%;

e, — x, m,— @,

on a de méme

(\/Rw.) 4 VE@) >’= 28, — (1, + )"

Ty — &, X
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Mais lorsque s = s, l'’équation (6) a lieu pour toute valeur de z. Si on
pose z = s, on obtient

_— 2 h i \2
(\/Es_l‘mlxg 5 + 3l1 + 2! Z, + 0.32) + 2¢<81) ((wl + .L',) o I) — 0

£y By \/5:?: T (@, — @,)* 28
et par suite

25, — (x, + z,)* = 2;(61)(231(901%2 + 3l —s) + 2lz, + )%

Par un choix convenable des signes des radicaux on peut donc écrire

VE(z) _ VE(@) _

(28, (2,2, + 31, — 8,) + 2U(x, + ),

€ W, T — &, . \/5\/50(33
B{(» Rz
XI o “ = —m<2w1wa + 3l — ) + 20, + a,).

Des signes des deux radicaux \p(s,) et \/o(s,) I'un seulement est arbitraire,
parce que R(z,) et R(z,) sexpriment rationnellement au moyen des quan-
tités /(s, — e.)(s, — ¢, En multipliant les deux équations nous obtenons

R(z)—R(z,) - I_ZSX(wléc2+ 30, —s,)+20(2, +2,) 28,(w,2,+ 30, —s,)+ 2l (2, +x2).
(e, — =,)* 2 Ve(s,) Vo (s,)

Si nous multiplions le premier membre par 2, — =z, et si nous donnons
alors & x,,, la méme valeur trés-grande z, alors nous obtenons
— 42°. Si nous désignons par e l'une des valeurs 4 1 ou — 1, on
peut écrire

‘/(31 - ea)(sg - ;43'

a=1,2,3

Ve(s)We(s,) = ¢

Cest pourquoi en opérant de méme sur le second membre, nous obtenons
la valeur — 4ex®. Nous avons alors a poser pour ¢ la valeur 4 1, ou
’ \ . . . —— P .
en d’autres termes, a choisir les radicaux \gp(s,) et \/o(s,), de maniére que

\/m \/m = a=lI,I2,3 \/(Sl - ea)(s2 - ea)'

Acta mathematica. 17. Imprimé le 16 décembre 1892. 28
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On a de plus

1 . 2s(w,2; + 30, — sy + 2l(x, + =,)

D) 2s(@, @, + 31, —3) + 2l(x, + x,)) = Vo(s) o) — e —c)

—— 26a(’£l$l9:2 + 3l1 - ea) + 2l(w1 + me)
= Ve X ¢ (oo — e

o a) s~ Ya
= o (s)(z, -"%)z;/(z; v, si_(:a v

\/ZI \/(sx — €4)(8, — €4)
"(e) 8 — e,

= — 2t L

z Sp’(ea) \/<sl — €a)(8, — ¢€4)

D’aprés cela nous obtenons

¥ Ve (\/50(31) Ve(s,) Lo =, — e

(82) ;/Riw‘m)‘—"—ﬁ pTea) \s S |
o X SV e — e
e
l Z 90(8 \/(S — €a)(s, — €a)

De plus on a
PRV — )

et par conséquent

(M)‘;_ 2 VR(#)

x, — @, 8, — s & —

(@)“z__i_i@_

%, — %, s, — S, — w,

ainsi nous obtenons de (5a) et (5b) en posant

— k4 30, =e, + k43l =e
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\/E = + 9 : - 8, {\/(81 - 64)(82 - 65) + \/(sl *ves)(sz - 64)}

o T

¥ o (L) Vel = =

a) \8,—€a 8, —ea ,
VY ;/(26_) VG, — eal, — ¢
VE = — e o e — o) — Vo — e — )
> ;/ie—) (j@ + ;/‘7_82) Vo, = e, = o0 .
Y L e =

Nous déterminons les expressions (s, — e,)(s, —e,) €t \(5, — e,)(5, — ¢,) de
maniére que l'on ait

\/(81 - 64Xsa - 64) \/(sl - 95)(82 - 65) = \/(sl - 64)(32 - 65)\/(31 - 65)(32 - 64)'

De plus nous déterminons (s, —e,)(s, — e, et (s, —e,)(s5, — ¢,) au
moyen des équations

\/(sll_ 64)(32 - 64)\/(81 A— 84)(31 - 65) = (81 - 64) \/(81 - 65)(32 - 64)’

\/(81 - 64)(83 - 64)\/(:?2 - e4)(32 - 65) = (82 - 64) \/(sx - 64)(32 - es)’

De plus npus posons

Sy = los— e os — eV 9 (5) = \/al;ll(s,a — eg)s @=1,2

Py = \/(Sx — €4)(8, — €a) (a=1,2,3,4,5)

de maniére quon ait aussi
5
Y
8,8, =1 P,
a=1
Enfin nous désignons par P,, 'expression

P,Pg S, S,
8§, — 8, <81 - ea)(sl - eﬁ) (82 - ea)(sa - eﬂ)
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Cela posé, nous pouvons écrire

(9 b) VE =

Or, on a V& &, = k.
2k<z \/?eia

Les grandeurs & et & ellessmémes peuvent s’exprimer par

\/Zea
(9 d) \/E _ 2- ()

P.+ Y

\/Zea

59(8) as

2 \/,Zea

V2eo
Z ¢ (ea) P

Z

)

\/ze.z
¢'(ea)

e

D’ou

)= (2

\/Zea
Z ¢ (€a)

\/zea >

@ (ea)

P+

<z%

\/23a

(10a) £ = ¢ (0a)
! \/Zea \/23a bt
b5 P T X g
\/Zea _ \/Zea
(10b) g, — E Pa— 2y

)

\/23,, \/Ze,,
ZM”M+X

¢ ()
Des grandeurs & et « on tire alors les grandeurs y, =y, +ir,, ¥, =71, — 7,
au moyen des équations y, = & — x3.

Or les expressions de z, et 2} peuvent étre transformées de la ma-
niére suivante.

Des équations (7) il résulte

SV p

(r1a) . == — ¢ (ea) R

\/2
2 ot

(11Db)

_X%W

V2ea
Xt
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Nous ajoutons aux dénominateurs et aux numeérateurs de ces fractions
respectivement le facteur

L Dt ¢ TR T a5t
Or, on a:
(X Jos p) (X 22— <25i:’;i” ) (XS5 2)

\/zea
= 2 g @ Er

Z V2e, P;P,P, s, ) S, l
0 0a) 8 — 5 | (5, — ea)s, — o5, — &) (% — e, — efo,— )|

et cela devient en vertu de §,8, = II P,

V2e, P.P, S, S, V2e,
2 (2:«) 8§ — 8, < —ea)s, — ) (3, — eas, — 05> - z ¢ () Fu

On a donc les deux équations

Vese, V2t p V2eu p Veser p Ve
<z So(ia) Pa> (Z @ (ea) > z (”a) <2 (iz) a4>< (ea) F >

Vege, o p \/”30 \/230 Vese, o p V2¢,
<2 50(;) ><Z ¢ () ) 2 so(ea) <2 so(ia) >< ¢ (es) P”'>'
Par suite on peut séparer dans le numérateur de x, et de =, le facteur

Z v2es P,. Nous obtenons donc

gp(ea)

Vege, Vesey
2 e P X e P
(Iza,) ©, = ¢ (e) 60_ ,
Y Ve p, Y S,

¢(ea) ~ ()

Veser p Veser p

(12 D) 0. — ziﬂ(@ a4+z¢(ea)

2 E \/260. + V2e, P
TN a4 7 ab

¢ (ea) Y
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Pour obtenir 2] et 2} nous multiplions les deux expressions de z, et celles
de z,. An numérateur s'introduit alors la somme et la différence des deux

expressions
(E3E S FE R - TR
(Zsesn) (S n) - T g

Parce qu'on a

(65— &) Py = — (P, Py — PP,

7

et par suite

05\/3»1"‘/ \/;‘37(6/9:@
Z Tl ZP’P’“ o'lea) ¢ (e) ’

B+r
nous obtenons pour la premiére des deux expressions
€50y PP, PP \efe,s(” +67_"ﬁ)
D ARCLIP I e ™

‘Mais on a encore

ese, = ¢'(e.) + e.(e; + 6 — e,)
et ¢;+ ¢, —e,=2(3l, —e,). De plus I'expression Z 2Pat o réduit &

zéro, et Vexpression entiére peut s'écrire

(31, — ¢, ege, (31, —
Y 26 (32( 2, .Pa4P +. 2 2\/31?67’(3 ’ 63) P7Pﬂ4

ta e ACHACY)
@%)@mm L)
Alors on a

‘ \/234 \/5‘;
x? Zgﬂ(e \/ Pa4_2¢:/'(e)(3ll_ea)Pa5’

2¢, 2e,

Z @' (ea) Z ¢ (ea)

PR (3l — e P+ Y Y7 COUN RIS

xg _ 50(6 1 a4 @ (e a5;

Eﬁ?ﬂ+zw%
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au moyen des valeurs données plus haut pour & , &, nous obtenons

de plus
a 2 a
> ;/?ea) Pua—2 05 e y (€ €) P
\/2Ga \/2ea P,
Z ¢ (ea) Z ¢'(ea)
\/26a \/zea
ng()( Pa4+2¢(€ - Pas
\/Zea \/260
2 et L png b
Le cosinus directeur qui manque encore, et la composante de la vitesse

angulaire qui reste & déterminer se tirent des équations (1b), (1c¢), (1d).
Si nous les multiplions par 2}, 22,, 1 et 2}, 2%,, 1, nous obtenons

(rzy + 1)’ = B(z) + (2, —2,)*§,,
(re, + 1) = R(z,) + (7, — x2>2€27
tandis qu’on obtient en les multipliant par z.z,, 2, + =,
(ml + 7’3)(”6.2 + 1,) = B(z,, 2,).

Par suite de ces équations le signe de I'une des erandeurs est déterminé
(e}
par celui de l'autre. Les deux premiéres équations peuvent s'écrirve

(ff‘:f——’—ﬁ = R e
ml

(133) =& —a] =

(Isb) Yo = & —

\/R(w ) wz) (w - wz)g
4 W — ey — o) + Vo, — e)e, — )"
(S - qg)z
et
T, + 7s — (&71 _ wz)4 ESR(Z,)
(\/R%) L) = e o)
(\/(sl - 64)<S’ - 65) _ \/(sx e 65)(82 _ 34))2
+ ('91 - sg)z ’
tandis qu'on a
(7"”1"*'7/3)(7"%24'72)_ (1)-3) "'1 +32—_§l1__31+sz_84_65'

VR(z)VR(,) VE@IVE() 85— 8 — 8,
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Il va de soi qulici tous les radicaux ont la signification donnée plus
haut. Les seconds membres des deux premiéres équations peuvent encore
s'écrire

(\/(sl _ 64)(31 - 65) + \/(32—— 64)(32 —_ 85))2

(sl - 52)2

et

(s, — e )5, — €) — V5, — e )5, — )’

(sl - sgy

Nous n’avions rien fixé de plus pour le signe de P, et de P,, si ce n'est

que leur produit fut égal & (s, — e,Xs, — e,)\/(s, — ¢,)(s, — ¢,)- En disposant
convenablement du signe de ces grandeurs nous pouvons poser

1, + 7s — \/(Sl _ 64)(s1 — 65) + \/(sg __ 64)(52 - 85);

\/R(wl) 8§17 %
alors il vient
T8, + 7, —_ \/_(‘fx - 64)(31 — 65) - \/(52 _ 34)(32 - 65) .
\/R(wz) » §, =8

De ces équations on tire

J<s,—e‘><sl—e5>\/R<w,>+\/R<w,> Vs, — e)s, — eswff(m,)——m(m,

8, — s, ®, —z, s, — 8, @, — ¥,

_ Ve —e)s, — )z, VE(z) + 2, VE(z,)

=

5= 8 Ty — ¥y
_ \/(32 - 64)(82 - 65) Ty \/R(wx) —Z \/R(we) .
8 — 8 X —— %,

Avu moyen des équations (8a), (8b) on tire ensuite
Vi P, L M e e 1
E 2 ¢(ea) 8 —8, <\/(s 4)( 5) 4)( g ) .
> Ea
(ea

Or, on a

_ PPsPpp(s) P, Py Poo(s,)
Ve(s,) = (s, — ea)s, — ez)s, — ¢’ Ve(s) = (8, — €a)8, — eg)(8, — )
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et par suite

\i;ﬁi) i \/so( 1)>

P 64)(32 S — e,

(Ve =

— P/9 PT Sl — Ss .
((Sx - eﬂ)(s1 - er) (52 - eﬂ)('s'a — er)) - Pﬁr’

8, — s,
de maniére qu'il vient
z \/zea
—ple (9a)
z \/Zea
(ea)

(13) r=

On a de plus

2 Ly \/R(w1) _ wl\/R(m‘z)

zr, — @,

2, + o, JE@@) —VR@,) JR)+ \/F(‘)}

@, — &, @, — , x, — 1,

=2 \/zea P, (2 \/e(ij; )(z \/2(::)3 —P—ae.)m

Z ¢ (e -
+ (X Lt |-

Le second terme dans la parenthése peut s'écrire
p p

= (501 - x?)

z \/2 Ps /\/W Z \/Z_ea Py PT\/;;@T) (e — &)’

¢ (ea) (8, — ea)ls, — er) @ leg)pen) (s, — eg)s, — &)
_ _‘2, V2ea(es —e,) P,Pg ‘/ o

= e e) 5n— e

tandis que le premier terme devient égal a

Vs, Pi | o N Veatp25 PPy
Vels) Z (plen)’ s, — eq T V) o (e (e) s, —e; ’

de maniére qu'on a pour la somme dans la parenthése l'expression

eavese, Po ey\eqge, PgP,
NOD I e == +\/sa<s>§:‘/2 Vecty L

(@ (ea)’ 8, — e ~ ¢ (ea)¢ () 5, — €5

~ (X L p) (2 “?’;iss 2

Acta mathematica. 17. Imprimé le 14 décembre 1892, 29
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Si on remplace enfin #, — », par sa valeur, on obtient définitivement-

\/ \/ z\/eﬁer P,

2, VE(x,) — x,yE(=,) ©'(es) 8, —

©, — a, = V2vels) \/Ze“P
z,p_'(;a‘) @

D’une maniére toute semblable on obtient

(142)

2, VB@,) + 2, VR () _

r, — X,

(14b) —2Vels)

En se servant de ces valeurs, on obtient, de la méme maniére qu'en dé-
terminant 7,
z \/eﬂer P,
¢(ea)
z \/26,,
¢ (ea)

Pour la détermination des grandeurs s, et s, comme fonctions du temps
nous procéderons comme il suit. On a, comme il est facile de le voir,

(15) =

- or, om,

\/R(x;,)-—:c/R(m) + 243 ?f_d%‘/?(s—f),
- oz, %

M@ifw=_4¢“ —W@,

z, \/R—(w—x) %, \/M)

®, —x,

2, VR(@) + ¢, VR (z,)

®, — 2,

° fx, + 2\ %, — X, ~——r
—2\/2-3—8—<w—~w> 2 ¢(5)

oz, . on,
s s,

T o,
“—”_’T"W(S.)’

=+ 22

. — 9 (=, + 2\ 2, — @,
=+ 242 ?s, <w1 — m2> > Vel
ox, oz,
—wgg——ﬁ
= 242 ~—————; ——Vols)



Sur la rotation d’un corps solide pesant autour d'un point fixe. 227

et par suite

2EEE = YRR 2VaVe) a2 = VR,
2R g = —VEE),  2VEVEE) 2— = V@)

Par suite entre x, et z, d'un coté, s, et s, de l'autre existent les deux
équations différentielles

. z ds ds,
6 2 ST T o
(169) V2 URG Vel Ve

_ daz ds ds
6b 2\2 e =t 2
(16D) V2 VE®)  Vel)  Vels,)

Mais on a de plus d'aprés les équations différentielles du probléme

5 de, L) + 7, d = —i Vi, — e, )8, — &) + v(s, — ¢, )5, —¢,) dt,
\/R(wl) \/R(wl) §— 8
) dz, _ ;e rz, + 7, = — Vis, — e)(s, — e,) — (s, — €,)(5, —6°)dt.
VE(=,) \/R(mg) 55— 3%
En nous servant de ces deux équations, nous tirons
ds, — dt
E= AT
+ \/2 $ — 8,
et par suite
s, .8, ds -
(17a) + g =—’\/2dt:

ds, dsg_
(I']b) » —671+§;-—~0
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§ 3. Décomposition du mouwvement.

Si on désigne par u 4 iv une grandeur complexe de module 1, alors
les grandeurs 71 et y; qu'on tire de

i+ in =+ i) + @)

et la grandeur y, peuvent étre considérées comme les cosinus directeurs
de la verticale par rapport & un nouveau systéme de coordonnées dont
le 3° axe se confond avec l'axe des Z fixe dans le corps. Le premier
axe du nouveau systéme forme avec les axes des X et les ¥ les cosinus di-
recteurs # et — v, pendant que le second a les cosinus directeurs v et u.

‘Le mouvement relatif du nouveau systéme de coordonnées par
rapport & celui qui est fixe dans le corps est donc une rotation autour
de V'axe des Z de ce dernier avec la vitesse angulaire

___sdn(m—dv) .dIn(n + iv)
= dt = dt )

Les composantes de la vitesse de rotation du nouveau systéme par rapport
aux axes fixes dans le corps sont donc

p,q, 7+ p.

De la résulte que les composantes de la vitesse de rotation du nouveau
systéme par rapport a ses propres axes se déduisent des équations

Pt ig = (p + i) + ),
r =14 p.
Nous savons que z et (& sont deux grandeurs conjuguées dont le
module est k. Nous pouvons donc considérer
u-'}-ivr—ig—2 et u—iq;:ﬁl_

Vi Vi
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comme des grandeurs qui satisfont aux conditions requises. Comme on
a 2k = e, —e,, on tire en se servant des équations (9a), (9 b)

“p - \/ ea
YT
\/65 — & Z \/26,,_ P,

¢ (e

(18) u+ =

et encore

1 Z \/2(64) (Ea ‘)Pa4 + z \/Zea (ea 5) Pa5
(19)  Riin=g =

e, — e, \/26,1
Z 4 (ea)
_ Xy
\/65 — e, \/Zea
z 14 (%)

Nous avions déduit plus haut

’

(20) p tig = —

ding _
at
Par suite on a
_ .dln(u+iv) tdlné, r
=1 dt =z7dat T T 2
et encore
Z \/26,1
, 1 I &= ¢ (ea)
2 = _-
(21) r=rtp=gr= \/zz\/zea
@ (e0)
De 14 se déduit l'ensemble suivant de formules
Vea
, 2 sa'(ea)(e“ TP Z e B
n= 2=
=Xt CED)IF L
¢'(ea) AN
\/eﬂe,,
_ 2 e

Ves
Z ¢ (ea) Pe
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\/31937 \/eﬂ €y
, Z e ™ 2 ey Pe
- \/ea q 2 \/ 2 \/ea
el e g’ V2ye Py

== 9 V=1
o \/ea
\/65——8‘250\'/(24)Pa \/65_64sz¢

Ces grandeurs satisfont aux équations différentielles suivantes qu'on déduit
facilement des équations .différentielles du probléme

dr,

(222) =T 4T
(z2b) dr’ = ="
(22¢) d”-—qu—pnx,
(232) 2 W i,
(23 1) 23—%:—;';%
(23¢) 23—:= ru— v,
(24 a) ?——1" = — r'v,

(24b) d—: = r'u.
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§ 4. Représentation des coefficients de yi,7:,7:,0, 4,7 aw moyen
de fonctions hyperelliptiques.

Pour la détermination des cosinus directeurs du nouveau systéme
par rapport aux deux axes horizontaux du systéme fixe dans l'espace il
est d'une extréme importance que les coefficients constants dans les ex-

pressions précédentes puissent s'exprimer au moyen de fonctions hyper-
elliptiques.

Cette représentation dépend essentiellement de l'équation
(25) p(2)=2(s" —6lz + oli + 1 — k") — 20" = o,
dont les racines sont les grandeurs ¢, e,,e,. Nous pouvons I'écrire aussi
¢o(2) = 2(z—e,)e—e,) + 2 — 21> = o,
de maniére que pour une valeur quelconque de 2 on a
| 20—z =2(t—e)z—e)— (z—e)(z—e,)(z —¢)
Si pous posons # =e¢, (a =1, 2, 3), nous obtenons
20 —e¢, = ¢,(e, — e,)(e, — &) @=1,%9
Mais si on a 2 = ¢;, ¢ désignant I'un des indices 4 ou 5, nous obtenons
2l — ¢, = — (e; — e,)(e; — e;)(e; — e3> = (e, — e;)(e; — &5)(e; — €;).

Si nous attribuons aux grandeurs (e, , e, , o, la méme signification que
précédemment, et si de plus nous déterminons les radicaux e, —e, et
Vea—e, (a=1,2,3), nous pouvons définir de nouveaux radicaux par
les égalités

(26) \/2l2 - €q = \/é;Vea — €, \/ea—es, (@=1,2,3)
(27) \/2l’—83 = \/9, —83\/g2——63\/63——63- (3=4,5)

Et comme Veayesye, = 1\/2, nous en tirons I'égalité

(28) V2l — e \2li — e (21" — ¢, = [\J2 \J2I' — ¢ \/21* — ¢,
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Nous poserons encore
B(e) = p(2)(z — e,)(z — ¢,)

et définissons alors les radicaux (/E(e,) par les égalités suivantes

(29 a) VR (60) = Vo' (6a) Ve — €,\/€a— €5 (@=1,,3)
(29 b) \/Rr(e‘i) = \/85 e \/_' 50(64) == \/eﬁ —é \/252 — €
(29¢) VB (o)) = iye, —e,2I' —e,.

Les radicaux /y'(s,) doivent étre déterminés de maniére que, si a, 3,7
désigne une permutation circulaire des nombres 1, 2, 3, on ait

Ve Ve eave (&) = — i(e.— e5)(es — e,)(e, — €,) = ip’(e.)(es — e,)-

Enfin la signification de (e, —e, et \Je, — ¢, doit étre prise telle que l'on ait

\/84. - ea\/es — € \/ea_' ¢ \/ea &
Si dans P(s,,s,), (@=1,2,3,4,5) nous prenons pour s ,S, une
. I , . .
paire de valeurs s{ = - S, on peut développer P, suivant les puissances

de 7. Nous obtenons

(30) P(s, =) =~ P()™ 4+ T " P(s;)™.
T/ a T m=0
Il vient
(302) P(s) = Vo — e (30b) P(s) = o,
(30¢) P(s) = — e —eas - -

On peut développer de méme P(L s;>aﬂ et on obtient

T’ b
(312) P(s))5" = o, — ea\5, — ez
(31Dh) P(8;)% = — s — e;\/s1 — eay/ss — e

(31¢) P(s;)R = (s2 —_ %(e, 4+ e; 4 es))\/m\/s; gy eeen
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Nous posons encore

PGy 8)a, . (#)=M
(32 a) Q(81 ’ 82)0- = t/R'(ea) ’ (02 b) Q(82)a V_Rl(ea) ’
__Nea—¢s
(33 a) Q(81 ’ 31>aﬁ = t/mt/'R'—(q;P(Sl s S?)&ﬁ’
(33 ) Q(s,)® = L@ZIM‘LZ)_
) "\%g/a

T YR (ea) VR (e2)

Nous considérons les grandeurs @(s,, s,), comme des fonctions de

7 8, ds, sds,
" ﬁ(f ) Sz>’

o

_ ([
" ”"«5< o 5
ay a, /

ou a, et a, sont des constantes. Si nous prenons maintenant pour s, , s,

(34)

. , 1
la paire de valeurs s, — nous obtenons

8y

- % s,ds, s,ds, . monsa
_ - ——— —_— — 1T T
= f S +f 5 VZB(z)

@y

= o] ——iq/?(x + %z-"’ + .. .),

i
2 \/5

\ay

~ols | ds A
g [ )= iR

\ TR I
ou nous avons écrit e pour 5(61 4+ e, + e +e +e) En regardant

maintenant la fonction @(s,, s,), comme fonction de v, , v, nous pouvons
la poser égale a

R(v,, v)s

E(v, ,v,) ’

Aeta mathematica. - 17. Imprimé le 8 mars 1893, 30
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ou R(v,,v,) doit devenir infiniment petit de premier ordre, quand r = s, *

est infiniment petit.
Nous prendrons pour v, 9,

Fritz Kotter.

Si nous posons pour abréger

F’R(v, vy)

\/—z—aﬂ(v;, 1@ ! 2 aR(v, ,_'v_;) ’
o, v,
’R(v, v) R
¢ 1 av,” ey,  \
(35¢) 3 o e|=mn,
v}
nous obtenons
Q(s2)s™" = AR(v;, v3),,
p 3R (v, , v}) ro
Qs> = — i e A (U — mB, 00, ),
, 32R 'U’ ’v’ QR('U » v )l. ’ ’
QUsp ) = — 2P 2 e (on® — 0BG, )
Or, on 3

\/ \/ea(ea‘—g)ea“_'e)

\/ea\/ea — e, \ea — e, \ea — e, \e, — - e

(311) ( ’a)

(VE(e))*

_ V2l — eayo — e, \ex — e, .

(VE(ea)*

D’aprés cela nous obtenons pour le dénominateur commun

3P, Ve

De plus on a

(ea - 64)\/;’;_ —_ (e

205 = TR Q)T QT R, 5

s — e V21— e, (ea — e,)(ea — ¢,)\/e,

Ve, — e, ()

R'(e,) /R (e,)

_ (Vea—e,)"y2lP =

e, \2U* — e \Je, — eq\Je, — e,

(VE(e) (VETe,)’

1

les valeurs v, v, et nous allons dé-
velopper suivant les puissances de 7
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et par suite

Y ez ey Vo b T Q)P QN @, » 5y
Vo, — o, 9'(e) '

D’ou il résulte

% SN b B Q) Q)T QAN 00 5

Pour trouver le numérateur du 3™ cosinus, nous écrivons

Vese, . (eg — edVesve Ven — e Veu — e\os — e \es — e, e, — e e — e,
ples) VR (e.)\y R (e3) VR (e;)
_ i(e,g — e W2l — e5\/21" — ¢, \Je, — ea\fe, — ¢, ‘
VE () VE () VE(e,)

Par suite on a

Y b, = Q) Q) QR Qs )

W)

Les numérateurs de p, ¢, ' s'expriment aussi de cette maniére. On a

\/;:-@_é_/ — (ea - 64)\/;3—67\/2l2 — €, (ell - 65)
\/65 — Spr(ea) \/R'(B‘) R'(Ga)
__(ea—ce )\/ea \/ea — e, Vege, 20 — e \Je, — e,
o \/R (e‘)R(e,,_) Vea—e,

Nous multiplions les deux termes du dernier facteur par ye,/e, — ¢, €t
obtenons alors

(ex — €,)Veq — Ve. — e, l\/_z—\/zp —-e,(e,~—¢,)

VE(e,) R (e0) V2l — e

_(ea—e) e, — e \e, — e, l\/EJZL“eeA(Zl’—es)_l PO Dy o |
T VRGIRGD Vo — e, Vel — el — o
(eqa—e,) \/ea e, \/e,;L
\/me‘ R'(e,)

sz2—e V2IT a2l — e, — |22l — ¢, \21" — e,

f
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D'aprés cela les numérateurs de p’ et ¢’ deviennent

L _Vee  p
\/; Z 90,(6“) \/35 — ¢ “

2(0)
=X ) 00| X2 1| 06, s
5 Veser _p
\/EZ sp'(ea)\/es——e4 “
=3 Q) Qe ) 1>[Q<2”“"+m<zl 06, )

Les coefficients du numérateur de 7 ont la forme

_\/e:‘t_ (o5 — e)\eay2l" — e \/2l —,
¢'(eq) VR (ea) VR (e) B (e;)

(e,—e IWew— e, e, — e, e,\/21* — e \/zl — e,
VE () VR (e VR (e) V2li —e,

(e;—e/)\/e —ea\/e { - - 3 212\/2“—04\/577'_:‘;5_
VRCNE@WEE) |V B RN S N

— i \/"*———————3 = (?X/"R (;;j; = { Vol —ea\2l—o 2l —e,+! «z«m«m}-
- a f 7

D’aprés cela le numérateur de # devient égal a

5 X2 P = X Q) Qe A5 4 1065 |06 o

Enfin pour transformer encore les numérateurs de u et v, nous divisons
I'égalité obtenue plus haut

Voo _ o=l —

@' (e0) VR (e) VAl — e
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par e, —e¢, = JR(e,):y2l* —e¢,. Alors nous obtenons

V/;“ =(ea—e4)\/e4 —'ea\/ff_,,_eg_ \/Zl”—ea\/zl“—-e‘
\/6—5 — 6, ¢ (e) R'(e,)yR'(e,) eq — ©,
—= (ea - 8‘) \/64 _ 34\/65 —__{”_ (8,; _ 64)(87 - 64)\/2L2 — €y \/2l2 —_ 84
R (e )R () 208 — e,
(ea— e )\e, — earfe, — e,,] .
= — P I— e )2l —e, 2P —
R(e)) VR (e,) |(2 — (2! es+ 2 e))\2l' —e 21" —e,

-+

(20 — eg)(20* — e,)\/21" — e,\/21* — ¢,
20* —e,

. (e — 64)\/64 - 60,\/65 ey 2
= Reavkey

— (65 + ¢, —e))al' —enyali —v,

+7 Z\/E\/le — 3’3\/2&2 — 6-/\/2[2 - 6‘5}

— (6a— 04) \/34‘ '—_e_“_\/es b l_
R (e)yE(e,)

<2l2— ~(e;+e,+e, )) V2t — e‘(,_\/zl2 — e,

+ l\/;\/zl* — es\21 — e \20* — e,
-+ <2l2 — (e, + 85))\/212—— eq\2l* — e4l.

Nous déduisons de la méme maniére

ive, _ (ea—e,) e, — eavle, —
Ve, — e, 50’(6,,) R'(e )R (e,)

4 Ly2\20F —es2l' —e,\/20  —e,
4 (20 — e, — ¢,)2I" — e, /21" — ¢, }

—2 <212— ;(eﬁ—}-e,—}-eﬁ>\/259’—ea\/2t”—e4

Nous obtenons par suite

—2Qe,)VQe, ) {2Q(21 )Ej{])+l\/2 Q(2! )f,&’—(le e,—¢,) Q20510015 82) s
D3 Ve, j": Fu =

Ve, — 6,¢/(e0)
—2Q(,)7Q(e,)S 2 Q215 +1y2 Q210 — (21—, —¢,) (2175 V(515 83)us
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Il est remarquable qu’une grandeur qui se compose avec le numérateur
de y; de la méme maniére que les deux expressions précédentes avec
les numérateurs de p{, 75, a la valeur zéro. Clest

2Q(2005" + L2 Q21" — (2" — e, —¢,) Q(21%)5"

= (40" — (e, + ¢, + &) 2. —es\2l" — ¢, — 12 2l — ¢, 2P —¢,\/2l' —e¢,

- (:"’l2 — e, — 85)\/Zl2 - "ﬂ\/Zl2 — ¢

= (20> — 601)\/2l2 — e5\/2l' — e, — 220 — ¢ |21 — e \2l* — ¢,

= (21® — e,)y2l" — ez\/2l" — ¢, — 21— ezy/2l* — ¢, (21" — €,) = O.

Si nous désignons de plus par v, vy . et v}, v;” les couples de valeurs
que prennent v, , v, lorsque s =¢,, 5, =00 et § =¢ , s, = 00,
nous obtenons immédiatement

Z‘R:('U;,, ’U;))aR(’U;”, U;IV)ER(U; 3 'v;)a/; R(Ul ] ”2):14

(362) L T AW I ARG W TR T R
6b) , SRy, vy )R}, va B vy, v)as R(¥, , ¥y)as :

(3 I ZR(’U;,, 7*';')aR('”;”: 'U;”)a R(’U; s 'U;)aR(Ul 3 'Uz)a

( 6 C) ’ — ,': ZR(U;'J U;’)GR(v;”’ v;”)“R(v; ? v;)ﬂYR(vl s ve)ﬂ‘{.

3 73 2R (”;,; 'U;,)aR(V;”: 'U;”)GR('U; » v;)aR('"; ’ '”g)a

Si nous désignons par AF(v), v;) le résultat de 'opération

. v oon_ OF (W, v,
(I + im)F (v, v;) — i (;Jv; w,

nous obtenons

( a) I)r — ZR('U;,’ 'v;/)aR(U;", v;”)a(AR(v; , v;)a4)R('vl s v,>a4 :
37 SR, v) R, v} ) B, , ) B(v, , v,)s

b) q; — ZR(U;', 'U;l)aR(”;”: 'U;”)a(AR('”; E} 'U;)aeS)R('vl s ,vg)ll5
(37 2R, v.)a RO, v; )u R (vy , v2)a B(v, , ¥3)a

R ¥ o= ZR(”;l; ’U;I)aR(v;”; 'U;”)a(AR(’U: s ’U;)ﬁr)R(v‘ 3 vg),?-/.
(37¢) 3R(v,, v, 1B, ) vy e R (@, , v)aR(v, , ;)
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Pour la suite il est essentiel que les expressions précédentes puissent s’écrire
un peu autrement. Comme il est facile de le voir, on a pour un indice
simple Q(s')) = o et par suite

IR (v, , @;

B mR(v; , vy),.

D’olr
C z ’” " r e ’ '
a——v’( R(Ul 1 ’U? )aR(vl ) 102 )aR(vl > W?)a R(‘U] 1 v?)a)
1
= m{ZR(v), v),R(v}", vy") R}, v}), R(v,, v,),).

Nous pouvons done écrire

.o

(392) po=lp =g

’ ’ ‘a ;
(39b) ¢ =lIp _231);;,

, ;7
(39¢) ¥ =l)‘3———za—i:;.
Si on pose pour abréger
(40) VF(@;,v)= AAF(v;, v;) —IAF (o], v;)

+ (n—m*— 1+ S Gy, ),
les grandeurs « et v deviennent

(b1a)  w = p SO 0 VRO BB, v
ZR(’U, s Ve )aR('Ul > ¥s )aR('Ul » "’a)aR(vl s 'vg)a

(41b) p = — o 2B, 0 ) B0, v ) VR, vus B (v, , Vy)as
2R, v B, v )aRv, )R, , v,)u

I

§ 5. Introduction des fonctions théta.

Les fonctions employées dans le chapitre précédent R(v, , v,) peuvent
se représenter facilement au moyen des fonctions 8. Pour introduire
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ces fonctions, nous avons d’abord & rechercher la position relative des
zéros de § et des limites d’'intégration.

Les deux zéros e, et ¢, sont réels et ¢, >e,. Des trois zéros e,
e,, €, qui sont les racines de l'équation

s(s—e)s—e)+s—20"=o0

il y en a un on trois réels. Dans le 1” cas au moyen du terme indé-
pendant de s on reconnait le signe de la racine réelle; dans I'autre cas
la plus grande racine est certainement positive, tandis que les deux
autres sont en méme temps positives ou négatives. Nous pouvons donc
distinguer trois cas. ‘

I) Toutes les racines réelles

1) e >e >¢ >0,
2) e >0>¢ >e,.
II) Une racine réelle, les 2 autres imaginaires

3) e >o0; e et e conjugués.

De 1'équation
, — g + 30, 2l » + =,

By — &y Ve, v, — 2,

\/(sx - e‘a)(sz - 60-) = \/5;; At

qui a lieu pour a = 1, 2, 3, on peut trés facilement déduire la position
des grandeurs s,, s, par rapport aux zéros. D’aprés les équations qui
définissent s, et s,, ces deux grandeurs sont réelles, et parce que R(z,)
et \R(z,) doivent étre conjuguédes, on a s, >s,. Comme z et z, sent
aussi des grandeurs conjuguées, le second membre de 1'équation écrite
plus haut est imaginaire si ¢, est positif, et véel si e, est négatif. Ainsi
les racines positives sont toujours situées entre les deux valeurs s, et s,,
tandis que les racines négatives occupent la méme position par rapport
as, et s, On a donc

dans le premier cas s, >'¢, >, >e >3,
dans le second cas 5 > >, >e, > ¢,

dans le troisiéme cas s, > e, > s,.
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Des équations précédentes (5a et 5b)

= \/R(xe)

Voo — o,

\/F\/R(we) E \/R(w)

— 2 —_
wl wﬂ ml

R(x .
+ \/Ez \/ 1) — \/(t + k), — k) = \/(,g —-—e‘)(s — e

=Vt — k), + B) = Vs, — )5, —2,)

on déduit que (s, — ¢,)s, — ¢,) €8t purement imaginaire et (s, —¢_)(s, — ¢,)
réel. Comme (s, —e,) — (s, —e,) est certainement positif, parce que
8 >8,, ¢, > e, il résulte de la premiére condition que l'on a

S >¢€,5<¢
tandis que de la seconde condition il résulte que ou bien
§>€ , 8 >e

ou
5, <¢€,s <e,.

On a donc ou bien
5, >e >8 >e,

ou
e, >3, >e >,

Mais on avait
1 ds, s, ds
dt = dv, = = (3 ’>
1 \/2 +

©=dun= \/i( SR

Donc S, et S, sont de pures imaginaires de maniére que toujours un
nombre impair de zéros doit étre supérieur aux arguments. D’apres
cela nous obtenons dans les trois cas spécifiés plus haut

L e, >s >e >e >e >S,
8 > €, > Sy
IL €G>8 >e >s8,>e >e6,

s, >e >s
Adla mothematios. 17. Imprimé le 9 mars 1898, 81
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IIL e, >S5 >e > 8,
s, > e >s,."

Nous appelons maintenant les zéros a, a,, a,, a,, a, et quand ils sont
tous réels, nous choisissons les indices de maniére qu’on ait

a, <a, <a, <a, <a,.

Dans le cas ol deux zéros sont imaginaires conjugués, on désignera par
a, celui dont la partie imaginaire est positive et par a, celui dont la
partie imaginaire est négative, et on aura

a, < a, <a,.

Comme limites inférieures nous prenons les zéros a, et a,, alors les inté-

grales
v s,ds, s,ds,
”l‘f{f SEIE S

7 ds, ds,
Ve f? t ),

a3 ay

v

se distinguent de grandeurs réelles au plus par un systéme de demi-
périodes simultanées. Au contraire o], v; sont de pures imaginaires
sauf des demi-périodes simultanées. Les limites supérieures sont ici
2l* et co. Mais

(20" —e )(2l* —g,)(21* —¢,)(21* — ¢,)(21* — ¢,) = 2I*(21* —¢,)(21" —¢,)®

est positif d’olt résulte immédiatement Vexactitude de notre assertion.
Nous introduisons maintenant au lieu de la grandeur § la grandeur

8yz

= \/—- 2(s — a,)(s — a, )8 — a, )8 — a,)(s — a,)

@:

! De ‘ces trois cas le second doit 8tre rejeté, puisque on a e,+e,=¢, +e,+ ¢, et
¢, < 0. Car il s'ensuit e, + e, <e + e, tandis que les conditions du deuxidme cas
exigeraient ¢, + ¢, > ¢, + ¢,.°
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et nous posons F(s), = s, F(s), = 1. Ainsi que nous avons fixé la
désignation des zéros, les demi-périodes

Ay a.

K, = E@Eds et K, =fl?’(@s)a ds

€
ay
sont toujours réelles, si nous choisissons convenablement les chemins d’inté-
gration. Dans le cas ou tous les zéros sont réels nons prenons comme
chemin d’intégration pour les deux intégrales la droite qui joint les deux
limites et alors nous donnons & & de ¢, & @, des valeurs positives et de
a, & a, des valeurs négatives.

Mais si a, et a, sont des valeurs imaginaires conjuguées il en sera
pour lintégrale K,, comme précédemment, mais au contraire nous pren-
drons lintégrale K, le long d'un arc de cercle joignant a, et a, et
coupant la droite  a,a, en un point b situé entre a, et a,. Le signe de
la grandeur & qui doit varier d'une maniére continue sur le chemin
d’intégration, sera choisi de maniére que & soit en b une imaginaire né-
gative. Comme & est évidemment en b purement imaginaire, & ne
prend pas des valeurs conjuguées en deux points conjugués du chemin,
mais les parties imaginaires coincident tandis que les parties réelles
sont de signes contraires. De la il résulte immédiatement que les deux
parties de Tintégrale qui g'étendent de a, &4 b et de b & a, sont con-
juguées de maniére que l'intégrale entiére

az

Kal =f—————-F(s©)ads

est réelle.
Nous définissons de plus deux mnouvelles demi-périodes par les

équations

— F(s),ds = F(s),ds
1K,y = '—'—”“(s@) ) @Kazzf (2 :

Dans le cas ou toutes les racines sont réelles il faut encore prendre des
chemins d’intégration rectilignes et & doit étre imaginaire négatif entre
a, et a,, imaginaire positif entre a, et a,, ces intégrales deviennent alors
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purement imaginaires. Si 4, et g, sont imaginaires, le chemin pour
la premiére intégrale doit se composer du segment rectiligne de a, & b
et de l'arc de cercle ba,, et le chemin de la seconde intégrale doit se
composer de l'arc a,b et du segment de droite da,. Ici encore la gran-
deur & doit varier d’'une maniére continue, le signe devant étre choisi
de sorte que & soit en & imaginaire négatif dans la premiére intégrale
et imaginaire positif dans la seconde.

Alors les intégrales iK,, et iK,, ne sont plus imaginaires pures, mais

. ’ . r [ 1 I
prennent une partie réelle qui est égale pour la premiere a —- K, et

pour la seconde a -+ é K,.
Nous posons de plus
K,y = iR, et K, = iK, + iKa

de maniére que toujours iK,, soit purement imaginaire. Nous appelons
périodes primitives les valeurs ainsi définies 2K, , 2K,,, 2iK,,, 2iK,.
En place de v, et v, nous introduisons maintenant les grandeurs u, et
u, qui satisfont aux équations

v, = 2K,u, + 2K, ,u,,
v, = 2K, u, + 2K, u,.
Leur résolution nous donne
%y = 9119 + 910,
Uy = G139 T Gag¥s
alors u, et w, ont immédiatement les périodes simultanées
1,0 et 0O, 1;
aux autres systémes de périodes primitives correspondent alors les périodes
Tas = 25(.91(11{;,9 + %2 ;,9); Tap = Tga-

Si nous posons

G(8)s = 91 F ()1 + 92.F(8)s,
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les intégrales
@)

G(8)a N
f S ds——wav

o«

sont des demi-périodes de u, de la forme

LI o
Ema + 5 (nl Tl + n; Ta?)

et on a
pour A=o0 — I — 1 o o
A=1 —1 —1 I o
A= 2 o — 1 I o
A= 3 o —1 o 1
A= 4 o o o I.

Tout autre systéme de demi-périodes simultanées de u, et u, peuvent
se former au moyen d’une période entiére et d’'une ou deux des demi-
périodes introduites plus haut.

La fonction #(u, , u,) est alors définie par I'équation

0(%1 , U ) — Z e[”1(2“1+”1"u+"2712)+"2(2"z+nlfz\+”z"'22)]”5_
2
g

De plus on pose
8w,y u, | 0y, m,) = 8(u, + my7, + my1,, 4, + 0,7, + N, Ty, ) €70t )™
ou l'on a posé pour abréger
To == M T + Ny Ty

et cette définition ne s'applique pas seulement pour les nombres # entiers.
A Taide des nombres m?, n! nous définissons maintenant les fonctions
théta & indice simple

I o1 Loajl a1
ﬂ(ul,uﬁ,\:ﬂ(ul+5m1,u,+5’m2 —2'71/1,5"2 .
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Si A et p sont deux indices différents, on doit avoir
m*=mh 4+ mt et n¥=n,+ n (nod 2),

—1<m <o, 1>n¥>o0

et

I 4 Dol D e I3
3u, , u,),, = 19(u1 + Em,", u, + oyt | om, gt
De la méme maniére nous définissons les fonctions théta dont l'indice
est formé de plusieurs indices simples. Si un indice simple devient
double, il disparait. S'il y a plus de deux indices simples on peut
réduire l'indice parce que l'on a

p p—— J J—
A=o§2'3’4ma =0 et 2ni=o0 (mod2).

Dés lors que A soit un indice simple ou composé et que

(01:

(Wll + nl Tll + n2112)’

[N

(m'2 + nlrﬂ + 7&27”),

N |

w, =
soit une demi-période quelconque, qui aprés augmentation d'un certain
nombre de périodes entiéres puissent se ramener a la demi-période appar-
tenant a l'indice g. Alors il vient

0(“1 + @y, U, + we)l

= 1 ol w4 nM(m? M
By, e T (205 + 0y + 5m4) o3 [ —n,ml+ n2H(m)y + m,—m )]
Si dansle w, et w,, m, et n, sont des nombres pairs, on obtient une autre
égalité

ﬂ(ul +omy +ony T, u, oMy 0T, + n2T22)1

— 19(% L )Ae—-m'Ena(zua+ +n,7,, +n2‘ra,) ern'(fnimav—mina)
: 1 2 .

Si A et 4 sont deux indices simples alors 2nim est congruent & o ou 1
suivant que A est plus petit ou plus grand que p. Si A=y alors la
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dite expression est paire ou impaire suivant que l'indice lui-méme est
pair ou impair. De plus on a toujours pour deux indices simples différents

2 (nim: — ntml) =1 (mod 2).

Entre les fonctions théta et les limites supérieures des intégrales on a
les relations suivantes ot 22 représente un indice simple pair

’9(”’1 > "‘2)2/1 — \/(— I)l(s1 - a’ﬂ)(sg - aﬂl) ,

0(“1 H u,) o :/R’(aﬂ)
0(”1 > '“’2)21—1 —_ \/(_ l)l_‘(sl - aﬂ—x)(sg _“asl—l)
¥, 5 uy) V— R(as—)

S, , u)(u, , w)ay X \/i (a2 — ap) < S, . S, )
Huy, unSF (U, , Ul 8, — 8, 4, (s, —a)(s, —an) (a1 (8,—a))
(Ao = —2)

(Dans la derniére formule on a le signe + ou — suivant que A est

inférieur ou supérieur a p.)
Nous posons les grandeurs e ,e,,e, égales aux grandeurs a,, q,,

a, et les grandeurs e, e, égales aux grandeurs a@,, a,. Alors il vient

. \/(81 — e‘)(g’ — 61) . _ l’_.74“0(”’&1 I us)’ﬂ
Q (81 ’ 82)1 - V_R—Te—x_) - exl( I) z?(u‘ s Uy)

formule ol y, est un nombre entier dépendant de I'indice, qui est pair
ou impair en méme temps que lindice; ¢, signifie 4 1 ou — 1 suivant
le choix de (s, — e,)(s, — ;)0 Comme &(u,, %,) a la propriété que nous
imposions & E(v,, v,), nous pouvons poser R(v,,v,) == &#(u,,u,). Alors
nous obtenons pour le dénominateur commun

2 (= 1)%eee) e Buly uy) B, u), 8(ui , u) By, ).

De plus on a
Q(sl 2 Sz}y_ E —_ Q1Q4 8('“1 s u!)ﬂ(ul ’ ua)lll

Ve, — e, % \/E—(ax, — ap) Huy s unF(w, , uy)y :
A

(]
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) 2
7
Et comme ¢, —e, = a, —q; , <——:> = 4,, nous obtenons
\/2
v, TV

R(?Jl b 02)14R<vi ’ 7);)14 = i sx,E;:, s/\ 8; (_ I) ? 19(“1 b ug)x‘)&ﬂ(u{ , u;)xll‘

Il faut prendre ici le signe < si l'indice x, < 2, ou autrement le signe
—. Dans le premier cas Xu'm*=1 et dans le second =o mod 2.
Nous pouvons donc toujours au lien de + écrire aussi

- (__ I)Z'n)‘m"l.
Nous obtenons d'une maniére analogue

R(’Ul ’ ’vz)nR(v; ’ ’”;)23

sz yxs

= — (— 1)5Wem® €460, Sx(— 1) 7 B(Uy 5 %5),2,8(0] ) Us)ype

Comme évidemment dans les fractions n’entrent que les rapports des
grandeurs &(u;’, u;'),8(u;", u,”"), nous pouvons les multiplier par un méme
facteur quelconque sans altérer D'exactitude des formules. Mais les
grandeurs u,’, u,)" par un choix convenable du chemin d'intégration sont
évidemment les demi-périodes w,*, w}* et par suite en place de la
grandeur

(— 1)*eere) e By, u) B (W, w3"),
on peut poser l'expression

< SphttmX ‘
(— 1) 130 B 130 -

Les signes des termes des fractions & déterminer dépendent du
chemin suivant lequel on détermine les grandeurs w, , u,, ; , 4, €t peuvent
étre changés d’une maniére certaine parce que nous pouvons aussi changer
ces chemins le cas échéant. Nous voulons déterminer les grandeurs u,,
u, de maniére que si s, est situé entre deux zéros a, et a, , u, et u,
sont réels, mais si s, est situé entre g et — oo, u, doit se composer
d’une partie réelle et de la demi-période

— &y = -—-f—.——-——.G(s@)ads.
L)
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En augmentant #; et u; d'un nombre convenable de périodes, nous
pouvons faire que tous les nombres s, solent congrus les uns aux autres
suivant le module 2, et de plus, §'il le faut changer le signe de 7 et de ,.
Nous pouvons toujours supposer que deux des quantités g, soient égales
I'une & Vautre; si la 3° par exemple g, , est différente nous augmentons
u, de la période 202*. On change ainsi le signe des termes dont I'indice
est différent du troisiéme, pendant que les termes de I'indice , conservent
Ieur signe. Maintenant les nombres M, sont congrus les uns aux autres,
et égaux a zéro, parce qu'ici cela ne dépend que des fractions. Pour
changer le signe des deux grandeurs r{, 73, ou celui de 7; seul ou celui
de p, seul nous avons & ajouter aux grandeurs u, les périodes 2w,
20, ou 2w). Le signe de y; est déterminé par celui des deux gran-
deurs 7y, ;-

D’aprés ce qui a été dit, le terme du dénominateur relatif & I'indice
x devient

<M X
R 19)3;().2913):#19(“; ) u;)xﬂ(ul ’ u?)x'
Les termes correspondants des numérateurs deviennent

v
A + Intmx 'Zn)‘/"m"

— egei(—1)? i P By5, 8 (07 ”;)xﬂ?(u; A
1“_‘!"4+Zn"m" _Z'nll"m"
— &g, (— 1)° i B 1500 Frans 3 (U7 5 U5), I (Uy 5 Un)a s
AN Zx:’;_'_z‘,,",?m"y “;"nll‘m" vy ’
— exlsngxssXIEXQSXa (— I) - (2] (_ I) 19‘31)_19131#19 (ulllt;)xly 8 (u’lvu'z)x)\ﬂ-

On peut encore transformer un peu les coefficients de ces expressions.
On a en effet

(___ . )Z'nx’? m7 v —_ (____ . )Z’nx'g w7+ Inm"

Xg x Ap x X, X
— (_ I)Zn B + 30" m’ + 30 B m

=(— 1)2(",‘2’”,(3J”ﬁmx1 +nx‘m"")('— I)Enlﬂmx =+ (— I)Snl" m

De plus on a
v + v, + X.v, =0 (mod 2),
et par conséquent

(=)=t (=17

Acta mathematica. 17. Imprimé le 8 mai 1893. 32
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Si nous désignons maintenant par |n| une quantité qui a la valeur o
ou =+ 1 suivant que l'indice n est pair ou impair, alors d’aprés les dé-
veloppements précédents on peut poser
Ya
— ey (— 1) = M,
Ya
—suei(— 1)t = i
Mais comme on a

|41 + || + [Ae]= 1 (mod 2)

on peut poser pour le coefficient de la troisiéme expression

+ 2’”#] + Sntrmx (___ I) At

Et il faut prendre simultanément pour tous les termes le signe supérieur
ou inférieur. Si nous définissons donc |Au| d’une maniére convenable
on peut prendre le signe .

D’aprés cela nous obtenons les expressions suivantes pour les grandeurs

, ’ o 7 ro
TisTes T3 s 0,9, 7,u,0

E A,
T, . [)[ 2‘ (—_ I) = m",LZ'n ‘umx’ylsxlﬂlsx,uﬁ(u1 B ”n)x/ﬂ?("x s uz)x/l
| S b
2 gdntmr g o Frann (1, u)eH (g, Us)y

o ft X N AL %
|u| -Gx("’ ]>‘nl mqntim 1913)() '}13111.19(’"1 5 “2)xu19("’1 ) u?)xu

T b
2l g xnm* &13210181//-19(,“] ’ ”2>xﬂ(ul » Ush
r’ — 2l 2(— 1)2" i Zn ,'imllywx) ?9131;1 (”1 ’ "2)27"19<u1 ’ ui)’d”'
3 = A ’
2 ' Zn /"m"?’m“ﬁl”uﬂ(’ul , 1l2>x19(u1 » uz)x
"
p’ e Hl 2 (— I)En w g2 Itmxlyxaxll?xaxu.A‘g(ul s '“2))08(”1 s Mo
— ’
2t 20t ™ ’913)('1’9("1 s uﬂ)xly(ul s Us
2
Q' — ilu] 2 ("’ I)x',mmxz In umxlglax) l(}lnu ’9("1 ’ 'u?>x/"19(ul 2 ui)m
— Y ’
¢2n "m"ﬁ”’d#mxﬂﬂ(ul N 'll.:)xly("l , U )X
i 4, !
y = ’ﬂlll-l /dx<— l)z'ﬂ Ham¥ g Xu #mxlglsxl '913X/LA'() (7"; s ’u';)")/"ly(ul ’ uQ)xM

v S M ’
Zyitnthm 1913:0\1913::;:.?9("1; > “a)x"y(ux 5 Uy
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' A Ly A ’
— gl 2y(— 1) FimE Tt g 313)(;; V& u,, '";)xlg('uq s Uxd

U —
v ey dp X ’
2‘1712" P lylsxﬂylax‘u#(u; s 7"2):(19(“1 s ’LL,),

b
» W |
I 2’%("‘ I)En#m"zzn 'umxﬂlaxl 1913X,LV19("1; 5 u‘;)xnl?('th s us)x/l.

v = — 2" ,
S }L x 7 7
zx’bzn " 813::1 '9laxﬂ19(ux , uz)xﬁ(ul') ’u;),,

Ainsi d’aprés cela les cosinus directeurs avec la verticale de méme que
que les vitesses de rotations pour notre systéme de coordonnées sont dé-
terminés; on trouve les grandeurs correspondantes pour le systéme de coor-
données fixe dans le corps au moyen des formules

it . p +ig
2’1.-l-lr"‘_'u,+'iv’ p+iq~—u+iv’
gy LT P '}
A T T p W=
Ts = It y = 27,

§ 6. Les cosinus directeurs pour les axes horizontaux et les com-
posantes de la vitesse de rotation par rapport aux axes fixes
dans Uespace.

Si une ligne quelconque forme avec les axes fixes dans le corps
les cosinus directeurs «, , a,, a,, alors on trouve les angles de la méme
ligne avec les axes du nouveau systéme de coordonnées au moyen des
équations

wp + do; = (o, + do,)(u + W), ] — iy = (a, — io,)(u — i), ;= a,.

Inversement si les derniers sont données, on trouve aussi facilement
o,y 0y Ay

Si maintenant une direction dont les cosinus avec les axes du 3°
systéeme sont 3, B, f: est perpendiculaire & la direction i, 7, i, on
doit avoir

7P+ nf: 4 nf = o
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Une troisiéme direction perpendiculaire aux deux premiéres a alors pour
cosinus directeurs
’ ! r !
a = ﬂ;i’s — Psl 2
’ ’ T
Op = ﬁ;fl _'/3173,
14 4 1 ’
a3 = ﬁ;i’a —‘ﬁzrl-
Or, si I'on a un systéme quelconque de grandeurs a,, b, qui satisfait

a ces quatre conditions, on trouve les cosinus directeurs de deux lignes
perpendiculaires entre elles et sur la direction y au moyen des égalités

o, + if, = Ka, + ib,),
a, — i, = K'(a,— ib,),

(x=1,2,8)

ou K et K’ sont deux grandeurs a déterminer de sorte que l'on ait
KK'X(a, + b)) = 2(a, + f) =
On peut donc poser

\/2 (ay + sz) gt

o, + iff, =
‘/ \/2 ay 4 b,)

La grandeur wu, se détermine alors au moyen de la condition que la
vitesse de rotation du corps relative & 'axe vertical, c’est a dire 'expression

,d"; dz 3 % dax 3x
N N R s

ait la valeur déja connue
Prit+darn+

Il importe encore qu’on puisse supprimer les facteurs communs des
grandeurs (a, 4 ib,) en les rejetant sur K. La méme chose se fera pour
(0, — i)

Les quantités #, et w«, étaient seulement dépendantes de ¢, en tant
quelles sont des fonctiens linéaires de v, qui est lui-méme égal a ¢.
On a donc

5N

T;t 37’1 37'1
/28

ar = s, b
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Les composantes de la vitesse de rotation étaient

’ .97, YEis CIe
P =lIn _Zg'v_; =1, —’Z<3ul;gn + ’g12>

. .oy 97 )
¢ =lr,— z'e—v; by — "(ruzgn + 2'q12>

27, . (37, o,
r o= 77’3—23”; = Iy, —2<5;ng1 + 'gm>

Si on introduit ces expressions dans les équations différentielles pour
7isris 75 (248, 24b, 24¢), on arrive aux relations suivantes

Ciel 3;’, . /974 o7 37s
<9u 911 + 12) = Z<3u;gu + 5;;912> s ?’< '911 + 3"'912)7'2’
o7, Bn o7 g
(;,u I T 3 gw) = < I + '912> ( '911 + '(/12575’
o7 or o7 : o7 o
(@;gl gm) < '911 + 7;912>T2 — (3u2'-911 + '912>7

Nous remarquons ici que ces équations ne sont établies que pour les
systémes spéciaux de valeurs de u,, u,, u|, u, considérées ici, mais elles
sont vraies pour des valeurs quelconques. Les quantités g,,, g,, peuvent.
aussi étre remplacées par deux valeurs absolument arbitraires. Enfin les
coefficients |

_ A .
Ox = 1~ 1913::“9131;1.

peuvent étre remplacés par d’autres grandeurs C, qui satisfont & la con-
dition caractéristique
2Z(— ) =o

dont il est facile de vérifier I'exactitude pour les grandeurs ici considérées.
Mais comme ce qui a été démontré jusqu'ici suffit pour la conti-
nuation du calcul, nous réservons pour une autre occasion l'extension
des formules en question.
Si maintenant dans lintégrale qui représente le théoréme des aires
pour un plan horizontal

2(pr, + qra) + o, =20
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nous exprimons toutes les quantités au moyen des quantités corres-
pondantes dans le nouveau systéme de coordonnées, nous obtenons

2(pri+ s + ') = 21

et, en remplagant p’, ¢’, 7' par leurs valeurs,

or a7 , (372 372 /375 378
(aul (]11 + 5;;;912))‘1 + 3(57;.9” + ’glg)r2 + Z<Eﬁg” + ’gl">r = 0.
Par conséquent les quantités

ar n 27 EIe
- 11+ g,, €t z( x'gn+auxfg12

remplissent les conditions supposées pour a,, b,.

Pour calculer ces expressions, nous déduisons quelques formules dans
lesquelles » représente 'un quelconque des indices x,, x,, x,; de plus soit
x, =M, N=24, ) =p, A =iy; enfin dans les formules qui suivent
A désigne l'un quelconque des indices A, , 4,, 4,. L’expression
?

(— 12 3008 )e |30, (32 011 + 3 002 ) ()

0 G
- 19(“):(1(571 911 + 'a_u;.g]2>19(“>x}

+ (___ 1)|’f|+ll4ll+2ﬂ)'nl"4+ ‘3m‘3)19(u )H

ol 8 (u),, < uzgw)ﬂ(u),t

1

OR NS P UON

peut s'écrire comme fonction de #

(u -+ “) 3xﬂ9( )m +7Su’19 (u + u’>13x19(u —_ “')1311
+ 2519(“ + u')wx,;\ﬂ(“_w)m; + $’19(“ + “’)13::419(“ - “')13141-

! Pour plus de simplicité #(u), est écrit en place de #(u, , u,),, % en place de
#(0, 0),. Enfin A¥(u), et A, représentent les valeurs

3¢ (), 39 (u), ot a3 (u), 28 (u), g

11 12 12
du, ou, Su du, sy =g=0

9., +

b
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Nous obtenons deux relations entre %, W, B et B', si nous observons
que le premier membre est une fonction paire ou impaire suivant que
|%| + |¥A|=1 ou o (mod 2), et une troisiéme relation en posant u, = w.*,
et une quatriéme en posant u, = w,;**. Nous obtenons enfin

I

5(_" I)Snwm}.("— I)anmmﬂ(“ - u,)13xK7913x<_ I)Zn*m”“+|xz]0(u + u’)lsxlﬂxsu

+j;(— I)Z”HMA(‘_ I)E"xmmulxlﬂ(u + w)lsxzﬂlsx("— I)znxmmxﬂ (“ - ul)l'a‘xlﬂmxl

I —_— X4 ’ ’
+ 2 ('—‘ I)M s, A'Blsx,).{(——' I)Enlm 19(“ —U )13x,19<u +u )13;{41
+ (-_— I)Z’n"“mlﬂ(u + u')lb‘x,ﬂ(u» - u’)l.‘a'x,l}'

Nous obtenons de méme en remplacant d’abord w par — %, puis en
P » P

posant u, = wl* et ensuite u, = @}

(= B )y B (W) () BB (o — ()i BB ()}

(— 1) 8 (0 ) B (), 3 (), AB (), — $(u)p AB(0),,} =

I - 0
- I);nlﬁml{(_— I)Z"xlmlsxaﬂ(u—u')mxl Aﬁl.%x, (_ I)Sn12m1311_+|x2).|19(u+ul)13121191312)\

P

+ (_ I ).).Trlxlmlﬂxl+11x] 3 (u + u,)lsx, ’A—&ml (__ 1 )Z‘nxmxs).xzﬁ (u _ u")1312).19132211
+ (___ I)Zn"?ml:‘”(zﬂ (u—“')13x2K7913x2("‘ 1)2,.xnmxsm+{xlll 19(u+u,)1311119x3x‘1

+ (__ I )Z‘ulzmwzz—!-lxz[ ﬂ(u + “')m,Kﬂmz (____ I)Ennmlalx,ﬂ (u_ “’)131,1 19131‘1}

Nous multiplions la premiére équation par C: et ensuite nous sommons
en donnant a lindice x les trois valeurs x,, x,, x,, Nous multiplions
la seconde par C,C, et formons la somme des termes qui peuvent
se dériver par permutation circulaire des nombres 1, 2, 3. Comme
2(— 1)*C; = o, les termes d'indice x, disparaissent dans la premiére somme

et nous obtenons par addition des deux sommes
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2 C9(u). 8 _3_ __?__ Z(Y . Z‘nam"g ' 19/
{ Lot (w'), (“)x} Py AN + Bfuag” " C(— 1) B )ad )
—{ZO — I)‘" ™8 (0 ) S (u )x,]< 9,, + ——-g12> ?Cxﬂ(u')ﬂ‘}(u)x
*<_ >vnlsm {z(__ I)Z"Zmlstxt(}(u - u:)lsngmx}

{Z nxmxslexA] C 19(“ + u )13,1191311[

(_ I)stml : z (__ I)Z‘nxmxsX+lxl ng(u + u')lsxK1913x }

x

N o

-}

{XZ(__ I).S'n%mlsx) Ox&(u _ ul)lsxlﬁlz’,zl } )

Si nous ajoutons au premier membre le facteur il et le dénominateur
N* = [2C,8(u),8(w),},

. crd \ - . .
nous obtenons l'expression Lg“ + —7—912, ou p’ désigne celui des cosinus
du'ecteurs 71,;—2,75 qui correspond a 1’mdlce A. De la nous déduisons

o7
,gn +a“,g“, en permutant « en w'. Mais si dans I'équation établi
‘2

precedemment nous changeons w en «', la valeur du premier terme du
second membre change de signe, tandis que la seconde partie reste in-
variable. Car lindice 13x est impair, tandis que 13xA est pair. Par
suite nous obtenons

oy g + )
au,g“ + Suzg“" + Z(Z(Guign + Su',g”’

or r o
(3u In + 912) ( u;gu + mgl’)

= (__ l)znlsml,illlN—‘z{Z(i I)M(—— I)“’"””‘”"Cxﬂ(u ¥ %;)13"3-19131}

{?(1 I)lxu (_ 1)2”1”"3"10,‘19(@& + ul)13xlﬂlsxl}.
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Par suite nous pouvons poser

Z(F nRi(— )2 S

+ ’u')xs ).l(} 7!
o i = N ) g =

?0,19(@&)10(@),‘ ’

ou o et # sont celles des quantités a;, a;, a; et 5, B, f; qui corres-
pondent & . Pour déterminer K, nous avons & former

2 (— I)”"{ 2 (— )Hi(— 1)3”"‘”"3“0,,19(u + u')m;_z‘}m,d}

A=Ay lp,hs =Xy X
SnXm13%4
X -{Z(— )% 0, 8w — 'lt’)lgxzﬂlsx).}.

Cette expression se sépare en quatre parties & savoir

> C; ZA(— I)mﬂmﬂ(u -+ u',)l?,x).ﬂ(u — 2")}31}."9?311’

XKy XXy

Z/\ Oz, Cx,_, (__ I >annnlsx;l-f.Z‘nX:mlml{(____ 1 )IZI +lnll g (’M + 2"')13:411 8 (u _u;)lsle 1913)‘12 1913:(2&
+ (_“ I )MH bl g (u + u,>13x2). 4 (“ - u,)l3xll B1302 1913::.21}

et deux autres parties qui se déduisent de la deuxiéme par permutation
circulaire des indices x, , x, ; x,.

Si nous considérons d’abord la partie de la premiére expression qui
est multipliée par C;, nous reconnaissons qu'elle est aussi bien par rapport
a u qua « une fonction théta paire de caractéristique nulle. On peut
donc la poser égale. 4

24559 (u); 8% (),

ot x et # prennent les valeurs x,, %, x,, x,. Si nous déterminons les
coefficients de la maniére connue, nous obtenons
Z —1 |13|+[13§1+|x;1ﬂ2 w)-82 (u')-.
i:x;,xz,xg,)q( ) ( )x ( )x
Nous multiplions par C; et faisons la somme suivant x, qui parcourt les
valeurs x,, x,, x,; alors il vient
z 82(u);02(u’); E 03(__ 1)113;4—;13:}-}]::1.

X=Xy, s A=XyXg, X3
Acta mathematica. 17, Imprimé le 13 mai 1893. 33
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Si x==x,, alors |xx|=|x| + |x|, |13] + |13%| =1 et par suite le coefficient
de ce terme devient

— (= )X (— 1) = o.
x
Si au contraire x est un indice simple, on a

|13] + |13%| =0, |xx|=0 ou =|x|+ x|+ 1

suivant que x est identique & x ou non. Si nous désignons maintenant
les deux indices x différents de x par x' et x” nous obtenons

O — O (— 1 + C2(— 1)F1} (— 1) = 202
Par guite la premiére partie se réduit a

2 2 C28%u), 8% («),.
La partie multipliée par C,C, est une fonction théta relativement & u
de caractéristique x,x, qui est paire ou impaire suivant que |z |+ |z, ]|
est pair ou impair. Si donc A désigne l'un quelconque des indices 4,
A, , A, on peut la poser égale a

Ad(u), 8(u), + B8 (u),78(u),7-
Si nous posons maintenant w = w,;;, la partie multipliée par B disparait,

et nous obtenons.
A8 (wlsﬁ)xﬁ(ww‘)x .

2

Au contraire I'expression a transformer devient égale a
419(wlﬂ)xlt?(w’ﬁ)xzz?(u'),lﬂ(u’)xf

Il vient donc A = 48(w'),8(w),; maintenant il est facile de voir
qu'aussi pour une autre période ' I'expression & transformer devient égale
4 la valeur de 48(u), #(u),, et que par suite pour cette valeur B8 (u), 78 u),z
gannule. Mais ce n'est possible que si B est nul. Par suite la seconde
partie devient simplement

40,107‘2'(9(“),119 (u)7‘20<u’)7‘10(u,)xz°
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Si nous permutons entre elles circulairement les grandeurs x , x,, x,,
nous obtenons la troisiéme et la quatriéme partie. En réunissant les
quatre parties nous obtenons enfin

2{ > Oxﬂ(u)xz‘}(u’)x}’ = 2N’

X3 XgXg

Par suite la grandeur K a ici exactement la valeur 1, de sorte qu'il vient

efius;

A 5 % 13XA ’
' 2 g p\Seltwt 4(F DA (— Dm0 LY (u + u )isadhsa
@+ if =if(—1) SR IO ICHY
Nous déduisons la fonction iu, de la composante de la vitesse de rota-
tion suivant l'axe verticale

— 1ot ' 't ) d(a, — f,
10=10r1+q;’2+r73=322( +ﬁ)—'“—( )

v=1,2,8

% 23, a, — 183, Lln ,
= X+ i), + B i T — i)

2

Or N(a,—iB)et™ est seulement fonction de u, — u|, u,— uj; par suite il
vient

ON(a, —if) 1 (3(d,—ifON o(d,—ig)N
Bty o 5( oug duy )’
tandis que N(a, + i3))e~™ ne dépend que de u;, + u], u, 4+ u;, de sorte
qu'on a
de~(a, + )N v ™(u, + F)N
Qg T d1t,

= 0

et en conséquence

Pt (G ) (o )i+ i —

v d C N .
— VT (L + B — iB).

Mais comme la somme qui se rencontre plusicurs fois a la valeur 2, il
g'en déduit

-, du, .[oln N 3In NV

P =i g )
d .

=2 im.

dt
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L’expression de gauche avait la valeur constante [, par suite il vient
u, = (I 4+ im)t —¢,)

ou ¢, désigne une constante.

Les six cosinus directeurs des deux axes horizontaux par rapport au
systeme de coordonnées tournant dans le corps autour de I'axe du mo-
ment d'inertie distingué étant ainsi déterminés, on peut de la maniére dé-
veloppée plus haut trouver les cosinus directeurs relatifs au systéeme de
coordonnées fixe dans le corps.

Maintenant il ne nous manque plus que les composantes de la
vitesse de rotation suivant l'axe horizontal. Elles sont déterminées par
les équations

P +ig = Zp

=
+
&
I
H
™
QL
H
®
2]

Mais on avait

i,’, r,, .y n¥m18% . f —_— ~—fuy NT—
T= Sl + B (= )™ CB — )y Ay e N

+ é (a; L Zﬁ;) { g(_— l)zvnxm13X+|xl Cxﬂ(u + u')|3x—A_'913x}e+mslv~_l'
Par suite on a
@' + @, - F 1{2(1‘ I)leZ"xml“Oxﬂ(u + u’)131—&1913x}3i%N_1
= + {;(;‘F I)lxi+2n"m13"cxﬂ(u + “')mxAﬂmx}N—-letm'

Le mouvement du corps se compose du mouvement du systéme des axes
de coordonnées introduit et d'une rotation autour de l'axe des z de ce
systéme dont la vitesse est #'.

Par suite les composantes de la vitesse du corps par rapport aux
axes fixes dans l'espace sont

=0 +ra, =T+ rf,  F=7 -+
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§ 7. Résumé des résultats obtenus.

Nous avons vu que le mouvement du corps peut sexprimer d'une
maniere relativement simple, si on introduit outre le systéme d’axes fixe
dans l'espace, et le systeme fixe dans le corps, un troisiéme systéme dont
le troisiéme axe coincide avec l'axe du moment principal d’inertie di-
stingué. Le mouvement relatif du corps par rapport & ce systéme est
donc une rotation autour de l'axe des 2, et le systéme est choisi de
maniére que la vitesse de rotation soit la moitié de la composante de la
vitesse de rotation du corps prise par rapport 4 l'axe du plus petit mo-
ment principal d’inertie.

Si maintenant « , a,, 2, B, By Pas TirTarTs > PrdsT s Prds7
sont les cosinus directeurs et les composantes de la vitesse de rotation
pour le systéme fixe dans le corps, et si aj, a;, a5, f1, B, Bss 715 Tos 7o
.4 v, p,q,r ont la méme signification pour le nouveau systéme
d’axes introduit, enfin sl u et » sont les cosinus directeurs de 'axe passant
par le centre de gravité du corps, par rapport au premier et au deuxiéme
axe du nouveau systéme, on a les égalités suivantes

’ v ’ o
a3 = 0O, ﬂs=ﬁ37 73 = Vs v = 2r,

a * ia, : B x i . 7k i
—ax +ig, =T iy, = L=
o t1a, wt o’ B x i, w+ v’ o w !’
. p* g
pt g = ;
* u+ v’

p=yp +re, g=q+rf, r=7 4+

u, , iy, désignent des fonctions linéaires de ¢ g,,¢t 4+ %, , g,,f + h, qui
sont réelles, abstraction faite de demi-périodes additives, au contraire
uy, uy désignent un couple de constantes qui sont imaginaires si on fait
abstraction de demi-périodes additives.
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De plus I, m,n,t, sont des constantes, dont nous avons déterminé
les valeurs plus haut. m est une grandeur imaginaire, tandis que les
autres sont réelles. Par suite, la fonction w, que nous avons définie
par D'équation wu, = (I 4 im)(¢t —t,) a, elle aussi, des valeurs réelles.
Les indices x,, x,, x,, 4, n désignent les nombres o, 1, 2,3, 4 dans
un ordre convenablement choisi.

Si nous désignons par A et V les symboles opératoires,

oF(x, , »,)
dx,

g11‘+—”—_’_g

oF (e, , @,)
9&:2 L2 /o

AF(z, )= (I + im)F(x, , ©,) — z(

/

7
¥’ — / 2 2 €, + e
VI(x,,x)=AAF(r,2,)—IAF(x,, 2,)+ Knv-—m — U 2= F (2, 2,),
et st nous désignons par |A] un nombre qui en méme temps que lindice
A soit pair ou impair, on obtient pour les cosinus directeurs les for-
mules suivantes, dans lesquelles la sommation se rapporte a lindice x
qui parcourt les valeurs x ,x,, z,

st At stk % ’ 7
’ <12 ZjFntim (’— I)“" m 'yxsz7.’9131/11‘}(“1 s u?)xlﬂ('ul » ’“g}x_)

=1 S
i #ml?ylsxl 1913),‘,“9(’%&; » “;):c ?(}(’”11 s %)

’

3. s lo K 3
7, . lip‘ 212" frm ('—— I)Zn mxl?lsx).&lsxﬂﬂOA s ’u;)xﬂl?("’x ’ uﬂ)xﬂ
2 T ae oyt AL X ! ?
i EEm G s (r , u)ed(u, Uyl
L su At X St 4 ’
gl It (e IR Froxn® (U3, We)arp® (U, , W)y

stk % 1 ’
PARLALLE N NI (TN I TR B

U A [ —— €, 13%A ’ ’
2pntim (F 1)!"“(_ I)Zn " Dy 1913x,u79(’"1 Foaty, vy F %)z iz

v AL, X ’ »
2z ﬂlsxlﬁmxy{}(u1 P '“’2)::19('“', » '“g)x

a; + 7ﬁ; == Z‘lu(__ I)znxsmz g,

NS AR — ) ShuXn 184 ’ ’ '
"3 B Z'I‘ul(-—- I)Enmm,u 2= (3 I)l)#l(“— )= 1913211913Xu?9(u’1i1l’1)uzi-u‘))lﬁxﬂﬂlﬁlﬂ

+ {uy
e 3
13 Aft 7 ; b
202 G e Prsen S (7, ) (uy , )

U S s — X 1 3XAML ’ /
—_ ‘iw)‘!(——- I)Enwm)‘# 2= I)]’d#l(‘“ I)z" n 1913:(1‘(}13::;:?9(7"1 Fu,us u‘l)lsxlﬂlyliixlu e,

sy ALY ’ )
252w e Sra F(uy , ug)e S (U, , Uy
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pour les composantes de la vitesse de rotation suivant les axes propres
du systéme:

L3y R
r g ‘ELZ" ‘L"‘x( )Z'n " Srsxn 19131# A (uy, 'M’Z)X)?y(ul b 2)’0

b P 3 zn’ﬂm"ﬂlgﬁ 19,3,‘#19(%1 ) e)xﬂ(u Uy )x

veshA,
' 1:|,u[ 2in ;me( I)E‘n#mx 19137:/ lymxu A ¥ (ul » ’Uz)x,u.ly(’"l s U )xu

A
Jypan /"m"ﬁlsx) 191311:79 (1{1 N 'Ug)xzy(ul > U )

Alhon X
r’ I)L/-Ll 2712"' P ( I)En o 79:3::119131/4 Aly@/; ’ u;)ﬂ#l(} (ul 2 r”?)"l"‘ .
- Cve S A ’
2:’742”' Hm¥* (91511 1913;(}).19('“1 i ’ué)ﬂ?(%l 2 fuﬁ)x

et pour les composantes de la vitesse de rotation suivant les axes fixes
dans 1’espace:
¥’ = const. = 1,

pYPX

A %18
AR + etit ipZnhm’ <+ I)lyH-Z" n 191‘1;:1(9132,419(“1 + ul % uz)lax Aﬂmx

-
Pt S
jZntm o Fraand (u, ) (15 )

P
S
I

Enfin les cosinus directeurs du premier axe fixe dans le corps par rapport
aux -trois nouveaux axes introduits

s 2
w — 27:|7L| Zyon /me(_ I)Zn )xﬁwxﬂ?lsmvﬁ(ul » u2)181719(u‘ » u@)laxl
- W
PIr #mx?}xsxllylsmﬁ(’lﬁ s 2)7:?9('301 s }

A,
v = 27:[}([ in ,me( I)Swimxﬂxsxllylamv ?y(ul s 2)13x;t'9<"1. 3 ug)lsx/l
cT A
DI Y aa P e Iy 5 wn)e S (U, uy)x

w = O.

Il est remarquable que les deux mouvements dans lesquels nous
avons décomposé la rotation du corps appartiennent tous les deux & un
type général, dont des autres cas spéciaux représentent les mouvements
a la Poixsor et le mouvement d'un corps solide dans un liquide que

jai traité dans un travail publié dans le Journal fur die reine und
angewandte Mathematik, t. 109.

Berlin, janvier 1891.




