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SUR LE CAS TRAITI~ 

D'UN CORPS SOLIDE 

PAR M m~ KOWALEVSKI DE ROTATIOlq 

PESANT AtITOUR D'UN POINT FIXE 

P A R  

F R I T Z  KOTTER 
a B E R L I N .  

Dans le 12 volume de ce journal M me de KOWXT,EVSKI a publi6 un 
m6moire qui constitue un progr~s important et r6el dans l'6tude du 
mouvement d'un corps solide pesant autour d'un point fixe. Aux deux cas 
d~jk connus de ce probl~me elle en ajoute un troisi~me dans l'hypoth4se oh 
les cosinus directeurs de la direction de la pesanteur, et les trois composantes 
de la vitesse de rotation s'expriment dans le voisinage d'une valeur finie 
du temps quelconque mdme eomplexe sous la forms 

Ce eas est caract6ris6 par ce falt que deux des moments principaux d'inertle 
sont 6gaux entre eux et doubles du troisidme et que le centre de gravit6 
est dans le plan de ces deux moments principaux. Dana un m6moire 
post6rieur (tome 14 de ce journal), M me de KOWALEVSKI a d6montr6 que 
ce cas est le seul en dehors des deux pr6c6demment connus qui jouit de 
la propri6t6 annoncde. Dans ce cas en dehors des trois int6grales g6n6- 
rales des six 6quations diff6rentielles pour les composantes de la vitesse 
de rotation et les cosinus directeurs de la direction de la pesanteur, il 
existe une autre int6grale alg6brlque de mani4re que le probI4me est ra- 
men6 aux quadratures. Au moyen de ces quatre int6grales il est possible 
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d'exprimer les six grandeurs en question au moyen de fonctions hyper- 
elliptiques de deux arguments. I1 r~sulte encore des ~quations diff6- 
rentielles du probl~me que ces arguments sont des fonctions lin~a~res du 
temps. Quant aux six cosinus qui manquent encore, M me de KOWAL~.VSKI 
d~clare qu'on peut les representer aussi au moyen des fonctions th~ta, 
mais elle renonce k faire le calcul ~ cause des difficult~s qu'elle pr~voit. 

On peut ~viter ces difflcultds en exprimant d'une mani~re convenable 
les trois cosinus de direction. Pour le cosinus directeur f '  de raxe prin- 
cipal d'inertie distingude, M m' de KOW.~L~VSKI a d~jk obtenu une ex- 
pression relativement simple, k savoir une fraction dont les deux termes 
sont des fonctions lin~aires homog~nes de trois fonctions hyperelliptiques. 
Au contraire pour les cosinus ~- e t r '  qui relient les deux autres axes 
du corps avec la pesanteur, se pr~sentent des fractions tr~s compliqu~es 
dont le ddnominateur est le carr6 du d~nominateur de f ' ,  et dont les 
num6rateurs sont des fonctions homog~nes du 2 d degr~ d'un grand nombre 
de fonctions hyperelliptiques. Ces expressions peuvent se mettre sous 
une forme beaucoup plus claire si on calcule ~--{-if ,  ~ ' -  i r '. Ces deux 
expressions sont des fractions dont les num~rateurs et d~nominateurs sont 
compos~s d'une mani~re relativement claire lindairement au moyen de 
six fonctions hyperelliptiques. Cette forme induit k ~tudier au lieu du 
mouvement des trois axes le mouvement d'un troisi~me syst~me de coor- 
donn~es dont la position est bien d~termin~e k chaque instant par rapport 
au systeme' de coordonnees; precedent.'' Les cosinus directeurs des nou- 
veaux axes et de la verticale sont des fractions dont les num~rateurs 
comme le d~nominateur commun sont des fonctions lin~aires et homog~nes 
de fonctions hyperelliptiques. Un examen attentif des coefficients de ces 
expressions montre qu'on peut les representer plus simplement au moyen 
de fonctions hyperelliptiques de deux arguments dont le8 valeurs s o n t  
naturellement constantes. Ind~pendamment de la valeur des quatre argu- 
ments ainsi introduits, les trois fonctions de ces arguments satisfont ~ la 
condition caractdristique pour les trois cosinus directeurs d'une droite avec 
trois axes rectangulaires, en outre elles satisfont b, certaines dquations 
diffdrentielles partielles, dont une autre solution est de grande importance 
pour l'dtude du mouvement d'un corps solide dans un fluide. C'est cette 
circonstance qui dans ce cas comme dans l 'autre fournit une d6termina- 
tion simple et naturelle des six cosinus directeurs restants. 
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Dans ce qui suit je d6velopperai les r6sultats auxquels j 'ai arriv6 
de cette mani6re, et m6me d6duirai les quantit6s obtenues par M me de 
KOWALEVSKI, pour les avoir sous la forme la plus commode pour les dd- 
veloppements suivants. 

w 1. Zes ~quations diffdrentielles et  l e s  quatre int$grales algdbriqaes. 

A un instant donn6 la position d'un corps qui tourne autour d'un 
point fixe, est compl6tement d6termin6e par les cosinus directeurs de deux 
syst6mes d'axes de coordonn6es rectangulaires dont run  est fixe dans 
l'espace, et l'atitre fixe dans l e  corps q u i  tourne. Le syst6me d'axes 
fixes dans l'espace S ,  H, Z e s t  choisi de mani6re que l'axe Z soit dans 
la direction de la pesanteur. Le syst6me de coordonndes fixes clans le 
corps n'est pas encore d6termin6 par la condition de coincider avee les 
axes principaux d'inertie, parce qu'ici deux axes principaux d' inert ie 
sont 6gaux entre eux, et que par suite toutes les directions d'un certain 
plan peuvent 6tre consid6r6es comme axes principaux d'inertie. Nous 
supposons donc le syst6me d'axes choisi de mani6re que l'axe Z coincide 
avee le plus pe t i t  axe d'inertie, et que le centre de gravit6 du corps 
soit sur la partie positive de l'axe des X. Nous d6signons avec KIRCH- 
HOFF les moments principaux d'inertie et la masse du corps par P ,  Q,R 
et M et par x 0 la distance ~ l'origine d u  centre de gravit6 et par g 
l'acc616ration due it l 'attraction de la terre. Les cosinus directeurs des 
trois axes du corps avec la verticale sont r l ,  72, r3 et les cosinus direc- 
teurs avec les deux axes horizontaux seront a l ,  %, %, ill,  t52,/53" Dans 
notre cas on a donc 

P = Q = 2 R .  

Par un choix eonvenable de runit6 de longueur on peut prendre 

et par un choix convenable de l'unit6 du temps on peut faire que 

gxo= I 
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alors nous obtenons pour les composantes de la vitesse de rotation et pour 
les cosinus directeurs ~-~, ~'2, T~ les 6quations diff6rentielles suivantes 

dp d~.~ 
2 ~-[-~ qr ,  dt - -  rT~ - -  qT3, 

d r ~  
2 dqd_T = - - p r  - -  ~%, --dt - -  PT3 ~ rT1, 

dr di" a 

De ces 6quations diff6rentielles on peut d6duire quatre 6quations int6grales 
algebrlque~, ~ savoir d'abord la relation entre les cosinus directeurs 

seeondement l'expresslon du th6or&me des aires 

2 (PT1 + qr2) + rr~ = 21 

troisi6mement le th6or6me de la conservation de la force vive 

2 (p2+q2)  + r  ~ =  25 + 6l 1 

et quatri6mement une int6grale sp6ciale ~ laquelle on arrive de la ma- 
. ~  

mere suivante. 
On reconnalt facilement que par suite des 6quations diff6rentielles 

on a les 6quations 

g 
d~{(P + iq) ~ + F~ + ir~} = - - i r { ( p  + iq) ~ - t  r, + ir~}, 

et 
d 

D'oh il r6sulte imm6diatement 

{(P + iq) 2 + TI + i r 2 } { ( p - - i q )  ~ + T~ - - i T s }  = k~, 

oh k d6signe une constante r6elle. 
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w 2. tgeprdsenta t ion  des si~r quant i t~s  ~,, ~ ,  ~ ,  p ,  g, r a u  m o y e n  

de f o n c t i o n s  hypere l l i p t i ques .  

D6j~ M m~ de KOWALEVSKI a ramen6 los quatre 6quations int6grales 
une autre forme en introduisant au lieu de r l ,  ~'~,-P,q, les quatre 

quantit6s 

xl = p  + iq, 

~,=(P+~)'+r,+~L, *~ = ( p - -  ~)~ + r , - -~r~;  

alors les dquations intdgrales deviennent 

( ' a )  $,$~ = k  ~, 

(I b) r ~ =  61, + ~1 + $ 2 -  (Z, + X2) 2, 

En dliminant de cos dquations los quantitds r und /'3 nous obtenons 
l'6quation 

oh on a pos6 pour abr6ger 

(3b) 

O~ 

I~(x) = - - x  4 ~- 61~x ~ ~- 41x Jr" I - - k  2, 

+ 6 l , (~  - -  k ~) - -  4z ~. 

Nous pouvons dvidemment convenir que k sera une valour positive, et 
poser alors ~/$~/4:, ~ -k ,  si nous convenons aussi que ~/~ et ~/~ repr6- 
sentent des valeurs imaginaires conjugudes. De (I a) et (2) nous tirons 
alors les 6quations 
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Or, on a 

R ( ~ , ) R ( x , )  - -  . & ( x l ,  ~ , ) (~ ,  - -  ~ ) '  

---- x,x; ' - -  I21,x~x~ 4-4" 361xxxx; ' ~ - -  41x]x~(x, Jr- x,) Jr 241,lx, x , (x ,  4- x,)  

4- 41'(x, + z , ) '  + 2 (~ ' ' ' - -  k ) x , z ,  + ~ l , ( ~  - -  k ' ) x , z ,  

4- 4/( '  - - k ' ) ( x ,  Jr x,) 4- ( x -  k') ~ 

= ( - -x~x~ q- 61,xlx, 4- 21(x, 4- x,) 4- (~ - - k ' ) ) '  

ou si on pose pour abr~ger 

, = x,x~ 4- 61~xxx ~ + + 4- I - -  

.~ (~ , )n (x , )  - (z, - ~ , ) ' ~ , ( z , ,  x,) = ~ ( ~ , ,  ~,) ' .  

1%us obtenons done 

l - -  I 
Si nous posons 

(4) t, = R@,, , , ) - -  ~/R---~,)V'R-~, ) 
(~, - -  ~ , ) '  

nous obtenons 

, ~ , ) ' -  R( , , )R( , , )  + 2k._.,_,,._,,,),/~,/m~ 
(~1 - -  ~)4 (~1 - -  X'~) ~ 

(,.--~.)' 

[W.~ _. ,  +_. . . - _ . . j  tlt~ ~#(t , -- t~)--k '  

= (t, + k)(t, ~ k) 
et par suite 

qT, ~, _ ~, = ~ (q(t, + 10(t, - k) + g(t,  - k)(t, + k)), 

•]'• 
~ 1 )  I (,5 b) ~ / ~ ,  _ ~,, = ~ (~/(t, + k)(t, k) - -  V(t, - -  k)(t, + k)). 

k ~. 

En vertu de t'6quation (4), on peut exprimer les quantitgs x l ,  x~ 
de la mani6re suivante au moyen de t l ,  t,. Comme on le voit facile- 
ment, k chaque syst6me de valeurs t l , t  2 correspondent 8 syst6mes de 
valeurs x I , x 2. Les grandeurs x~x 2 et xx 4- x~ ont une relation ration- 
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nelle ausai bien avec t~ ~ t~ qu'avec tlt~, et chacune de cea ~quations 
est du second degr~ en wlx ~ et x~ Wx~. D'apr6a l'~quation (4) les 
grandeurs t sont lea racines de l'~quation 

/Z(~, ,  z,)  
t ~ - -  2 (~, __ ~,,)' t (z, -- x,)' - -  o, 

qui peut aussi " " S ecr l re  

( t - - u ) ' - -  2 U) 

+ - -  R i ( z , ,  z,) - -  2 R ( z , ,  ~, )u + u ' (z ,  - -  z , ) '  __ o.  
(x, - -  ~,,)' 

Le num6rateur du dernier terme de cette ~quation peut s'6crire de la 
mani&re suivante 

2(u -4- 3ll)x[x~ .a t- 4 lx ,%(z,  .+ x ~ ) -  4 u ( u  "-[- 3 / , ) x l z  2 

+ (~ - -  k' + u~)@l + x,)  ~ - -  4tu(x,  + x,) + ~ - -  6z1 (~ - -  kP) _ 2 (~ - -  k ' )u  

( 
i~(~ ~l+ 3~,) (xl + x,))' = ~7(~ + ~ ( x , x , -  u) + 

.,2-,/(z, + ,~,)' I'~. 
+ [ 2 ( u '  + ( ,  - - k ' ) ) ( u  + 3 / , ) -  4 ,  J~,~-(u + 31,) ) 

Si nous posons maintenant t + 31~ ~ s ,  u - t "  3ll -~  z et 

n o u s  ayona  

(6)  (s - -  4 ~ - -  2 n ( , , ,  ~ , ) - ( ~ -  3~,X,, - ~ ' ) ' ( s - -  ~) 
(z, - -  ~,,)' 

Si noun appelona el, ep,  e 3 lea raclnea de l'dquation ~(z)rdsolue par 
rapport ~ z, alors pour z = e~ lea produita-(sl ~ ea)(s2 ~ e~) deviennent 
lea carr6s de fonctions rationnelles de x~ et x 2 nous obtenons lea ~quations 

~/~e~ z , z ,  - -  e~ + 31, 21 z,  + z ,  
�9 , - , ,  + j ~  , ,  - ,---; _- j ( , ,  , o ) ( , , -  ~,). (o=,,,,,) 
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Et si nous les mult ipl ions par 

nous ajoutons 

r ' - -  ' ' ~/2e= r (eo) 
•/2 ea 
9,(e~) (e~ + er) et si 

(7 a) 
, . .  _ 

(7 b) ~' + ~ ' - -  
a~t ~ ~5t 

2 1  , , 
r  - , o ) ( , .  ,o ) .  

a~1~2~3 

(7 e) z~% + 3l, = _  E ~ (er + er)~/(s ' - - e , ) ( s , -  e=). 

Si les raeines sont ehoisies convenablement, on peut  poser 

nous obtenons alors 
2l = 42,--:~/,~,,; 

- -  ~ ~/(s  t - -  e : ) ( s ,  - -  e . ) ,  
~ t  ~g  

oh les signes des radieaux peuvent toujours et doivent 6tre choisis de 

mani6re que 2 ~/e~r = ~/2e B ~/2e r. 

Nous obtenons tr6s simplement les grandeurs ~//~(z,) et 3/R--~d d e  

la mani~re suivante. On a 

8 
( Z  t ~s) s 

= _I R ( ~ , ) + / ~ ( ~ , )  + (~' - ~;), - 2 ~/n-T~,) ~m-2-~) 

d'ofi il r6sulte 

~ t  - -  ~g2 $gl ~ ~2 / 

on a de mgme 
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Mais ]orsque s ~-s~ l 'dquation (6) a lieu pour toute valeur  de z. Si on 

pose z = s 1 on obtient 

et par  suite 

-,) ~ O  

I 

Par  un choix convenable des signes des radicaux Oh peut done 6crire 

I 

r ! 

Des signes des deux radicaux ~/~(s,) et ~ / ~  l 'un seulement est arbitraire, 

parce que R(x~) et /~(x2) s 'expriment rat ionnellement au moyen des quan- 

titds ~/(s, - -  e~)(s~ --  e,). En mult ipl iant  les deux 6quations nous obtenons 

Si nous mult ipl ions le premier  membre  par x 1 - - x  2 et si nous donnons 

alors ~ Xl, x 2 la mdme valeur  tr~s-grande x, alors nous obtenons 
- - 4 x  s. Si nous ddsignons par e l 'une des  valeurs + I ou ~ I ,  on 

peut  dcrire 

a=1,2)8  

C'est pourquoi  en op6rant de mdme sur le second membre,  nous obtenons 

la valeur m 4zx 3. Nous avons alors ~ poser pour x la valeur -{- i,  ou 

en d 'au t res  termes, ~ choisir les radicaux ~/~(sl)et ~/~(s~), de mani~re que 

Acta mathematiea. 17. Imprim~ le 16 d~cembre 1892. 28 
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On a de plus 

. - -  2s(~,~, + 31~- 8 )+  2/(z, + ~ )  

= r  - ~ , )  ~ ~'(~o) ~ _ ~o 

= - -  2 ~ & ( s )  

D'apr6s cela noun obtenons 

_ _  E ~'(ea) s = e-~ 

(8 a) 

(8 b)  g~(~) I 

De plus on a 

et par cons6quent 

E ~'(ea) ~/(s,- ea)(s~ -- ea) 

~/~-~) \_  

~/R-VS)r 

ainsi nous obtenons de (5 a) et (5 b) en posant 

k -}- 31~ ~ e,, q- k q- 3l~ ~ e~ 
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C = + ~ l i ( s ,  - ,,)(s~ - ,o) + i ( s ,  - , 0 ( , .  - o,)} 
81 - - -  8~ 

• / 2 e  a , ,/~ ~.  ~ v(s,-  ,o)(,,- ,6) 

~/~= 
81 - -  8 2 

~ ./~,6(~-~s~ + ~-~)~(s~- ~o)(s~- ,6) 

r S" ~ CE-,o)(s~- ,o) 

Nous d~terminons les expressions ~/(s, - -  e,)(s~ - -  c-~ et ~/(s~ - -  e~)(s~ - -  e~-) de 
mani~re  que l 'on ait  

~/(s,  - -  e , ) ( s ,  - -  e4) ~/(s I - -  %)(s  2 - -  %)  = ~/(s  t - - e , ) ( s ~  - -  % )  ~/(s~ - -  %)(s~  - -  e , i .  

De plus nous d4terminons ~/is, - -  e , ) ( s , -  e~) et ~/(s, - -  e,)(s~-- e-~ au 
moyen  des 4quations 

~/(s,--e,)(s,-- e , )~/(s , -  e,)(s~-- e~ = (s~ - -  e , )~ / ( s , -  e,)(~,-- e~). 

De plus n,ous posons 

P ~  = 9 ( 8 , -  ~.)(~, - ~.) 

de mani~re qu 'on air aussi 
5 

sls~ = I I  P6. 
( Z = I  

(~=1,2) 

Enfin nous d~signons pa r  P.z l 'expression 
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Cel~ pos6, nous pouvons 6erire 

(9 b) v'F = 

Or, on ~ r  v'~ = k. 

+~ p ~/~ _ 

~/2--~, p 

D'ofi 

q ~  ~o 

~ ( Z  +coo) ~ (+  . +(0o) 

Les grandeurs 81 et 82 elles-m~mes peuvent s 'exprimer par 

( Ioa )  $1 = k 

(IO b) r = k 

'/~'< P o , - Z  '/~~ Lo 

Des grandeurs $ e t  x on, tire alors les grandeurs Yl --  T1 + iT2, Y~ --  F1 - -  iT2 
au moyen des 6quations y z - - - - $ ~ -  x~. 

Or les expressions de x~ et xJ peuvent 4tre transform6es de la ma- 
ni tre suivante. 

Des 6quations (7) il r6sulte 

I I ~)  Xl = - -  

( I  I b) x~ : -- 

~'(~) 

(o'(e,~) 
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Nous ajoutons aux d6nominateurs et aux num6rateurs  de ces fractions 

respectivement le facteur 

Or, on a: 

=12 ,~*r ~'(e'~)9/(er) (ez - -  er).PrP~, 

r  s t s, (s t - -  eB)(s , -= er)(s , - -  e,) 
5 

et cela devient e n  ver tu  de S~S~ = 1-I P~ 
o.=1 

S~ e,)'] (.,, . -  e p ) ( , , -  er)( ,%--  ; 

f ' ( e ~ )  s I s, - -  

On u done les deux 6quutions 

~,'(e~) 9,'(e~.) ~,'(e~,) 

Par  suite on peut  s6parer dans le num6rateur  de x I et de x2 

~/~e~ p~. Nous obtenons done 

I 2 a )  X 1 = -  

•/e3 er 

le factcur 

~~ ~o,-3-" IFo , , '  

(I 2 b) x~ = -- 

z ~/e~e---~'/ pa4..~ z ~/eBer pa5 

P o , -  S" ~/o~e~ Poo 
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Pour obtenir x, et x,~ nous  multiplions les deux expressions de x~ e t  eelles 
de x:. Au num@ateur s'introduit alors la somme et la difference des deux 
expressions 

p'(e~) * '~] f/(ea) f'(e~) ~"' 

Parce qu'on 

et par suite 

/ ' o a / , - 7 ~  _ 
~,'(e~) S*r * r*  a, g'(e 5) g'(er) ' 

nous obtenons pour la premi6re des deux expressions 

Z e~er -P~4 P,~ "]- E p p @.;er + e r - -  er 
~4~r 

Mais on a encore 
ne t  = f '(e~) + e~(e~ n t- e r - - eo )  

P~ P~, 
et e~ + ~ - -  eo = ~ (3~, - -  ~a). De p ~  re~p~ession 

g'(e~) 
z@o, et l'expression enti&e peut s'&rire 

se rdduit 

3-" ~e~(3z,- co) po, po + . ~  ~ Ce~er(3Z, - ~) ~op~, 
~o"(e,~) B*r ~~ 

A l o r s  o n  a 

x .1=  

--(X  o)(X r  ~ (31~ - -  �9 

r ,.5 '~ r ~.5 '~ 
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au moyen des valeurs donn6es plus haut  pour $~, $~ noun obtenona 
de plus 

( I3a)  Yl = $ 1 - - x x  ~ ----- 

E ~p"(ea) ' t 'a ' - -E ~'(ea) 

(x3b) Y~-----$2 x2 
~/~e~ . ~/-~e~ (e~--e~) X ~ ( e , , - - e , ) P , , ,  + X P~ 

Le cosinus directeur qui manque encore, et la compoaante de la viteaae 
angulaire qui reste ~, d6terminer se t irent  des 6quationa (1 b), (I c), (I d). 
Si nous les multipliona par x~, 2x~, 1 et x.~, 2x2, i, noun obtenons 

(rX I + T~) 9 --- -~(Zl)  + (X l - - Z 2 ) 2 5 1  , 

tandia qu'on obtient" en lea mult ipl iant  par x~x~, x 1 -3 I- x2, I 

(~  + r~)(~x~ + r~)= R(~I, ~.~). 
Par  suite de ces 6quations le aigne de l 'une des grandeurs eat d6termin6 
par celui de l 'autre. Lea deux premi6rea 6quations peuvent s'6crire 

et 

tandis qu'on a 

(81 - -  8 i )  i 

- -  ) 
�9 % + s~ - -  61, 8t ~t_ 82 _ _  e4 _ _  e5 

~t  ~ 8 2  8 t  - -  82 
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n w de sol qu ' ic i  tous les radieaux ont la signification donn6e plus 
haut. Led seconds membres des deux premi6res 6quations peuvent encore 
s'6crire 

( ~ / ( s , -  e4)(s , - -  e~ + ~ / ( s , - - e , ) ( s ,  - -  %))~ 

et 

( 8 ~  - -  8 ~ )  ~ 

Nous n'avions rien fix6 de plus pour le signe de P~ et de Be, si ee n'est 
que leur produit ffit 6gal ~ ~/(s,- e,)(s~ -- e~)~/(s~-- e , ) ( s ,  - -  % ) .  En disposant 
eonvenablement du signe de ees grandeurs nous pouvons poser 

_ _  V / ( S , -  e , ) ( s ,  - -  e~)  + ~ / ( s  9 - -  e 4 ) ( s  , - -  e - ~ .  

81 ~ 8 2 

alors il vient 

~ / / ~ ( % )  8~ - -  s ,  

De ces 6quations on tire 

,/( )( ) , /~T;.)  ,/ ( ) 
81 - -  82 ~1  - -  ~ '2  "$~ - -  8 2  "r - -  ~ *  

~3 
r ~,)(~, - ~ ) . ,  CR(.,) + . ,  4n( .~)  

81 ---- 8 2 X 1 - -  X 2 

81 - -  8 2 g31 ~ ~ ,  

Au moyen des dquations (8a), (8b) on tire ensuite 

Or, on 

P~ P~ Pr ~/~ (s,) 
V~(~,-) = ( 8 , -  e~)(~,-  ~ ) ( ~ -  e.;) ~ / ~ - ~ )  ---- (8, ea)(s ,  - -  e~)(s ,  - -  e~) '  
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et par suite 

s, - -  s~ ~/(s, - -  e~)(s, - -  %)  s, - -  ea i ( , . -  ,.)(~.-45 ,,/b (..__A') 
81 - -  ea/  

P~ Pr  

de mani~re qu'il vient 

E ,, 
(I3) r = ,,/7 

On a de plus 

- e<<) q f  (.,) ~'(e~) - U ~'(e.) s, 
z-- r 

+ 

Le second terme dans la parenth~se peut s'&rire 

~ ~/2~e~ Vz Pr~/~)~) _ _ ~  %l-~e~ PzPr~/b(s,)(e,~--er) ~ 

~/~(~- ~) v~P~ 
= --fl~r ~ '(ep)~'(er) s ' - -  e~ ~/~P(s')' 

tandis que le premier terme devient 4gal 

(~'(e.))' ~1 --  e. 
"t- ~/~(S,) E v/eae#~2e' PflPr 

Z*r ~'(e~)~'(er) si - -  ez 

de mani~re qu'on a pour la somme dans la parenth~se l'expression 

(~o'(e~)) * s~ - -  e. ~*r ~'(e~)r "(er) s, - -  e~ 

P~ 

Ac~a mathemaf, iva. 17. Imprim~ lo 14 d~eembre 1892. 29 
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Si on remplace enfin x ~ -  x~ par sa valeur, on obtient d6finitivement 

(~4a) z, ~/R(z,)--  z, ~/R(z,) = ~/-~/q,(s,) ~'(e.) ~, -- e~ 

D'une mani6re toute semblable on obtient 

( ,45)  z~/R(z , )  + z, ~/R(z,) = _~ / -~@~, )  

En se servant de ces valeurs, on obtient, de 
terminant r, 

( , 5 )  r~ = ~ 
~/~ p, 

E ~'(ea) 

_ _  , f ' ( , ~ )  ,~  - -  e .  

la m6me mani6re qu'en d& 

Pour la d6termination des grandeurs s 1 et s~ comme fonctions du temps 
nous proc6derons comme il suit. On a, comme i l  est facile de le voir, 

~/~(~, ) - -  ~/~ (~,) 
- - +  

aX 1 a'X,]l 

2 ~/~ as~ as, ~ _ _ ~  ~(~,), 

a~....._L1, a:e~ 

= - - ~  ~/~ ~ ~ _  ~,/ ~ @ 6 5  

a x  t ~Z~ 
0~  ~ IB t 

aa~ t a ~  

Z t  ~ ~ l  
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et par suite 

~ml Ox~ 

227 

Par suite entre  x 1 et x, d'un c6t6, sl et s, de l'autre existent les deux 
6quations diff6rentielles 

(I 6 a) 2 ~/-2 dz~ ds, ds, 

(I 6 b) 2 ~/-f d , ,  ds, ds, 

Mais on a de plus d'apr6s les ~quations diff~rentielles du probl6me 

dx 1 . rxl + r.~ ~/(s ,  - -  e , ) ( s ,  - -  e-~ + V'(s, - -  e , ) ( s ,  - -  e~) d r ,  
81 ~ 8~ 

4R--~,)  = + i d t  = - 

En nous servant de ces deux 6quations, nous tirons 

et par suite 

07 a) 

(x 7 b) 

ds~ dt 
8 t ~ 8~ 

s l d s  ~ 8~d8 2 

d's~ ds, 
s-~+ N =  o. 
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w 3. D d e o m p o s i t i o n  d u  m o u v e m e n t .  

Si on d6signe par u + iv une grandeur complexe de module i, alors 
les grandeurs ~-; et T~ qu'on tire de 

r'l + it; = (r,  + ir~)(u + iv) 

et la grandeur T3 peuvent 6tre consid6r6es comme les cosinus directeurs 
de la verticale par rapport ~ un nouveau syst6me de coordonn6es dont 
le 3 e axe se confond avec l'axe des Z fixe dans le corps. Le premier 
axe du nouveau syst~me forme avec les axes des X et les Y les cosinus di- 
recteurs u et m v, pendant que le second a les cosinus directeurs v e t  u. 

Le mouvement relatif du nouveau syst6me de coordonn6es par 
rapport ~ celui qui est fixe dans le corps est done une rotation autour 
de l'axe des Z de ce dernier avec la vitesse angulaire 

�9 d In (u ~ iv)  . d In (n + iv) 
P -~ ~ ~ dt -~ ~ dt 

Les composantes de la vitesse de rotation du nouveau syst6me par rapport 
aux axes fixes dans le corps sont donc 

p ,  q ,  r + p .  

De lh r6sulte que les composantes de ]a vitesse de rotation du nouveau 
syst6me par rapport g ses propres axes se d6duisent des 6quations 

p' + i q ' =  (p + iq)(u + iv), 

r ' ~ - r + p .  

Nous savons que r  et ~/~ sont deux grandeurs conjugu6es dont le 
module est k. Nous pouvons donc consid6rer 

u + iv - -  ~/~ et u - -  iv - -  V ~  
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comme des grandeurs qui satisfont aux conditions requises. Comme on 
a 2k = e ~ -  e4, on tire en se servant des 6quations (9 a), (9 b) 

(~8) u + iv - -  

et encore 

J ~  v J25-: , ~ ~,(~o~. o' ~ E ~=~ poo 
J ~ - ~ ,  ~ J ~  p 

(I 9) y; + iy; ----- 
- r  

(2o) p' • i~' = 

Nous avions d6duit plus haut  

@5 - e, E ~/-~e~ p,~ 

~'(e~) 

a 

1~.~., = i t .  
dt 

Par suite on a 
�9 d l n ( u + i v )  i d l n ~  r 

p ~--z dt 2 dt = 2 

et encore 

(2i) 
J ~  

r ' = r + p = - r =  j ~ _  

De 1~ se d6duit l 'ensemble suivant de formules 

(e. --- 
r i =  g~ 

t 

Y8 

r; -----i JT~ 

JT~ 
E ~ P ~  
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.p, = Z ~/e~er~ Z ~o'(ea---~ -"5 
~o'(e~) - . 4  , q '  = - -  i - 

r, = •  

Z Po 

Ces grandeurs satisfont aux 6quations diff6rentielles suivanted qu'on d6duit 
facilement des 6quations .diff6rentielles du probl6me 

2 2 fl) 
dr~ , , 

(z2 b) dr ;  = Y r ;  - -  ~ ' r ; ,  
dt 

( 2 2 c )  dr; 
at  - Cr', - -  p ' r ; ,  

d ~  w t 
(23 a) 2 dY - -  r ,v,  

(23 b) 2 d--t = - -  ~ ' su ,  

dr' 
(23 c) : Xi-  = r ; u  - -  f l Y '  

(24 a) d u  d-t ~ ~ r ' v~  

dv 
(:  4 b) du = r 'u .  
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w ~. l t epr~sen ta t ion  des coef f ic ients  de ~',, T~, ~'~, P', q', r' a u  m o y e n  
de f o n c t i o n s  hypere l l i p t i ques .  

Pour  la d6termination des cosinus directeurs du nouveau syst6me 
par rapport  aux deux axes horizontaux du syst6me fixe dans l'espace il 
est d'une extr4me importance q ue les coefficients constants dans les ex- 
pressions pr6c6dentes puissent s 'exprimer au moyen de fonctions hyper- 
elliptiques. 

Cette repr6sentation d6pend essentiellement de l '6quation 

(25) ~ ( z ) ~ z ( z 2 - - 6 1 , z  + 91~ + i - - k * ) - -  2 1 ' =  o, 

dont les racines sont les grandeurs e l , e ~ , e  ,. Nous pouvons l '6crire aussi 

~(~) = ~ ( ~ -  e , ) (z- -e~)  + ~ -  2 z ' =  o, 

de mani6re que pour une valeur queIconque de z on a 

Si nous posons z = e~ (a ---- I , 2 , 3 ) ,  nous obtenons 

21 * - -  e~ = e . ( e .  - -  e , ) ( e .  - -  e~) .  (~=~,~,~, 

Mais si on a z = e,~, (~ d6signant l 'un des indices 4 ou 5, nous obtenons 

2 / *  - -  e~ = - -  (e~  - -  e , ) ( e ~  - -  e , ) ( e ~  - -  es) ----- ( e l  - -  e ~ ) ( e ,  - -  e , ) ( e s  - - e , ) .  

Si nous attribuons aux grandeurs ~/~,, ~//,, ~/7, la m4me signification que 
pr6cddemment, et si de plus nous d4terminons les radieaux ~/e~" e, et 
~ /e . - -~  (a = ~,  2 , 3 ) ,  nous pouvons d6finir  de nouveaux radicaux par 
les 6galit6s 

at  ~omme G , / ~ G  = z ~ ,  nous  er~ tirons r~galit~ 
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Nous poserons encore 

. R ( z )  ----- ~ ( z ) ( z - -  e , ) ( z  - -  e~) 

et d~finissons alors lea radicaux ~ / ~  par les ~galit~s suivantes 

(2 9 b) ~/R'(e,) ----- ~/e-7~-- e , ~/---- 9~(e,) --= ~ ~/2-[/-- e,, 

(29 e) CR-~) = i r ~ V ~ -  ,.. 

Les radicaux ~ doivent ~tre d~termin~s de mani~re que, si a , f l ,  T 

d6slgne une permutat ion circulaire des nombres i , 2 ~ 3, on air 

~/~--~)~/~) ~/~'(er) = - -  i ( e , , -  ea)(e a - -  er)(e r - -  e,,) = i? '(e ,~)(ep - -  er). 

Enf in  la  zignification de ~/e, - - e =  et  ~ / e ~ -  e-------~ dolt 4tre prise telle que l 'on ait 

Si dans  .P(s~, s~)~ (~e = I ,  2 , 3 , 4 , 5 )  nous prenons pour sx ,  s~ une 

paire de valeurs s~ ---- r--r s~, on peut d4velopper P .  suivant les puissances 

de r. Noun obtenons 
~o 

(30) 
I1 vient 

(3o~) 

( 30  c) 

m mo 

(3I a) 

(3~ b) 

i~ = r  (3oh) i~  o, 

] D / e r  ~ ( + 1 )  ~ I 
-w~+. 2 e .~ /s~--  e. , . . . .  

et on obtient 

t 0 - -  - -  

io.,,+ ( , ) ) r  xo, j,,a ----- s ,  - -  ~ (e r .at ea .at- e~ i s , -  e a , (3 I  r . . . .  
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Nous posons encore 

P(s,  , .%)= P(s=)~ ) 
(3= a) Q ( s , ,  s=).--- , , ~  ; (32 b) Q(s=)~  ) - 

~//~ (e~) ~/R (e~'~ ' 
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(33 a) 

( 3 3 b )  

~/e= - -  ez P ( s  1 , s~)~z, Q(=l  , Qo,~ = . - , . - ~ - - . . , ~ , .  

(.:l %/'e: - -  e-~ P (si)(ft) ?(s.)o~ = ~ _ , _ = = , ~  
~//7, (~=) v R (O) 

Nous considdrons les grandeurs Q ( s l ,  s2) ~ comme des fonctions de 

( r + r 
", =;tg  7 )' 

(34) / r r 
~' = ~-~ t d s ,  +ds2  7' 

x a l  a.~ 1 

off a 1 et a~ sont des constantes. Si nous prenons maintenant pour s ~ , s  2 

la pa.ire de valeurs s'~, p nous obtenons 

8r 2 ~ \ 

e T2 ) = v ; - - i r ~ / ~  ! "-t- ~ - t-  . .  . , 

8' 2 ao 

k a  1 

= v~ - -  i ~lY m r S .  q -  . . . , 

! 
oh nous avons ~crit e pour ~(e 1 -~-e~-~ e 3 + e 4 + e~). En regardant 

maintenant la fonetion Q(s l ,  , s2) , eomme fonction de Vl, v 2 nous pouvons 
la poser 4gale h 

R ( v , ,  v,)~ 
t t  ( v , ,  v 2) ' 

Acta'mathematica, 17. ImprimO le 8 mars 1893. 30 
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1 

oh R ( v ~ ,  % )  doit devenir infiniment petit  de premier ordre, quand r = s~ -~ 
est infiniment petit. 

N0us prendrons pour v~)v~ les valeurs - '  - '  v t , v ~  et nous allons dd- 
velopper suivant les puissances de r. Si nous posons pour abr6ger 

(35 a) i 

(3s c) _, ~ ~,,;~__ 
3 \ ~R 

nous obtenons 

~'R(v;, v;) 

( 3 5  b) ~ ~v;' t 2 ~R( v ' , ,  v,)  ~ m ,  

DR 

.-./~R(v',, v;h ,) m R ( v ; ,  ~,~)# , 

2 p p 
O(~;)(;, = _ , ,  ___ 

Ik ~Vl* 

O r ~  o n  a 

~R(vl �9 v;)t, , ) 
~m - ~  + ( : m ' - -  ~)R(v;  , v,),~ . 

~Yt 

,f'(e,3 
~/~(~o - ,,)(~,, - ~ )  = ~ / , - ~ 4 , o -  ,----~, 4,o - ,----~ 4 , o -  ,---Z, ~/,o - ,~ 

D'apr~s cela nous obtenons pour le d6nominateur eommun 

~P,~ ~.Q(e,),, Q(es),, Q( 1),~ Q(s,, s~),. ___ (--I)  (--1) 2 2 (--1) 

De plus on a 

~_ (e,~ - -  e , ) ~ / 2 1 * - -  e,(e,~ - -  e,)(e~- es)v/~ 

(~a  (eo))(~m (~,)) 



et par 

(eo - ~,) ~ 
Z ~/% - -  e, ~'(ea) 

D'oh il rdsulte 

Sur la rotation d'un corps solide pesant autour d'un point fixe. 

suite 

(--D (--1) ~ (--1) 

Pour trouver le num6rateur  du 3 ~ eosinus, nous 6crivons 
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~'(e~) ~/R'(e~) ~/R'(e,~) ~/R'(er) 

Par  suite on a 

Z ~/ezerp 
~-~.)~- ~r = i~'Q(e4)(~ -!) Q(e6)(~ -~  Q(2l~)~7 ~) Q(& , s:),~r" 

Les num6rateurs de p', q', r' s'exp~iment aussi de eette mani~re. On 

= (,o - , , ) r 1 6 2  - ,o q ~ r  , ,  r  - ,~ 
~/R'(e.)/~ (e,~) ~/e~ - -  e. 

Nous multiplions les deux termes du dernier facteur par ~ / ~ / e ~ -  e~ et 
obtenons alors 

q ~ - ~ , )  ~ ' ( ~ )  ~/21' - -  e ~  

(o~ - o , ) r  - e-------~ r - ~ - - q . !  t r  o, ( w  - ~,) _ t r 42~" - e, r  - -  oo I 
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D'apr6s cela les num6rateurs de p '  et q' deviennent 

= ~ ~ ~ ~ ~176 I 4--7- + ~Q(:~)~') Q(Sl, ~ ) ~ ,  

~e~e r p~  

= Z  ~')(e ~(-1) ~)(e )(-1)1Q(2~ )0aS + ~ Q ( 2 1 ~ ) ( 5 1 ) I Q ( 8 1 , 8 2 ) g  5 . 

Les coefficients du numdrateur de r'  ont la forme 

r  - e a 

(~-~;) 4~-ye-e~ ( I 

= i(e,~--er)4e4--e=~es--e-~a ! ,/~42-~_e4421'~e~_142~2-~e~4~/]. 

D'ap'r6s cela le num6rateur de r' devient 6gal "k 

[ ,0 } 
Q(2l )~r t~)(212~-1 4 2~ ~ ~'~/~(e~) P ~; = i ~  Q(e4)(~-')Q(e~)(~ -') 42 ~ l ~  /~;. Q(s, , s~),~.;. 

Enfin pour transformer encore les num6rateurs de u et v, nous divisons 
l'6galit6 obtenue plus haut 



par 

S u r  l a  r o t a t i o n  d ' u n  c o r p s  s o l i d o  p e s a n t  a u t o u r  d ' u n  p o i n t  f ixc .  

~/e~ --- e, = ~ / ~ :  g e t / - -  e,. Alors nous obtenons 
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y / ~  _ _  (e,~ - -  e 4) ~/e,  - -  e,~ ~/% - -  e,,. ~,/2 l* - -  e(,. ~/21 * - -  e ,  

~/es - -  e 4 ~o'(ea) R'(e~) ~/R'(e4) ea - -  e, 

= (<," ~,)~/~, - ~-~/~-7 - ~, (e~ ~,)(e~-- ~,)~/W --  ~/2Z ~ - -  e, 

- -  ~ (e , )  ~/~(~,) I - -  e,, 

(2Z' - -  e,,)(2l '  - -  eT) ~/7~ - -  e ~ / ~  [ + 
2 l  ~ - -  e ,  I 

_ _ ( e a . - - e , ) i ~ i ~ - - e a  

.-}- 142~/f~-- e,,i2l'-- e.,~/2--f--~-~e~} 

- _ ~ ' ( e ~ . ) ~ / ~ ( ~  - -  ~ 2Z'  - -  ~- ( e ,  + e.~ + e o )  ~/~C ~ - -  ~.~/70. - -  ~, 

+ (2z = - -  (e, + e ~ ) ) d ~ -  ~o.v'~z'- e:] .  

de la m6me mani&e Nous ddduisons 

i~/J,,. 

~/e~ - -  e, ?'(e..) 

(e~.- <,)~,--~-- ~-: 4 ~  -------~ (_.Z~__ 
---- R'(e~)~/IC'(e,) [ - -2  2' (e,~+er+e~) ~/21,-e~~/2l'-e, 

+ (21' - -  e, - -  e ~ ) ~ / ~ - - e . ~ / 2 l ' - -  i ,] .  

Nous obtenons par suite 

~ ( - 1 )  r = (+1) - -  = (0) 2 , g o  = (-~)1(,  , e e 2 Q  2l  +1 2 21 2l e e ( 1 .s 

_ _ ~  ,qc .  ~(-1)r~ ( .  ~(-~)'2 Or 2~r §  + 1~/2 Q(2l~)(~~ 212-e~-e~)Q(21~)(~7';}Q(s, s2)~5. 
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II est remarquable  qu'une grandeur qui se compose avec le num6rateur  
de ~-~ de la m6me mani6re que les deux expressions pr6c6dentes avec 
les num6rateurs de T~,D', a la valeur zero. C'est 

(+I)  ~-Q(21 ),~r + l~ /2Q(21~)~!  ~ (~l~ - -  e~ - -  e~)Q(21~)~-~ ~) 

= ( 4 / ~ -  (e,, + e, + e~))~e~2l'-P-~--er--l~2~~2-fi--~-s162 ~ 

= (2~ ~ - -  e o ) ~ m ' -  ~ ~ m ' -  ~.~-  1 4 - i 4 - ~ -  ~, ~ / ~ -  ~o 4 ~ - -  ~ 

= ( 2 l  2 -  eo . )~ /2 l ' - -  e ,~ /~ . l ' - -  e - r - -  4 - ~ - - e ~ / 2 t ' - - e Z (  2 l ~ -  e~) -=- o .  

Si nous d6signons de plus par v', ' ,  v 7  .et v;", v;" les couples de valeurs 
que prennent v~,v~ lorsque s, = - e , ,  s= =cx3  et s~-----e~, s 2 = c x 9 ,  
nous obtenons imm6diatement 

(36 a) 
�9 ~ 1 ,  p , ,  p ,, v, )~R(v, , v~ ),~R(v, , v,),~4R(~,, v~),. , 2 R , ( v , ,  ' . . . .  

l I t  I r  / , t  t , ,  t / 
r~ = 2R(v,,  ,,,)=R(v, , v, )=R(v,, v,)=R(t,,, v,)= ' 

(36b) 
/ • /  t l  p ,  ;H  , , p ,  p t ~tv,, v,)~l~(v, . v, )=R(v,, v,)=sR(v,, v,)=~ t 

r~ = z~l~(v; ', v ' ; ) , t t (v ' ," ,  v ' , "h tc (v ' , ,  v ' , ) f l~(v , ,  v,)~ ' 

(36 c) 
�9 ~ I ,  t ,  p i t  i , ,  i ! . . R ( v , ,  v, )~R(v ,  , v, ) ~ R ( v , ,  v , )~. f l t (v , ,  v~)~r t 

/ ' 3 = $  7t / p  1 ,  / , r  i t ,  s t 2R(v,.  v , ) j ~ ( v ,  . v, )fit(v,. v , ) ~ t t ( v , ,  v.),~ 

Si nous ddsignons par A F ( v ; ,  v;) le rdsultat de l 'op6ration 

nous obtenons 

(37 a) 1 / =  

. a~'(vl ' �9 'Ur  (~ + ~,,)F(v;, ~;)--~ ai 

2:n(vi', v;').R(o',", v;")o(A R(v;. v;)~,)R(,o,, v,)o, 
/ ,  

2 'R  ( i f ,  v;'),, n iv',", v;")= n (v' , .  v,),, 1~ (~,, . v,),~ 

/ 

(37 b) q, 2"R(v; ' ,  v;'),,tt(v',", v';'),,( A R ( v ; ,  v .A~)R(v ,  , v,)~,5 
" l  /w n ,  / r t  / , ,  ~ i 2R(v,.  v2 )~/t(v, . v~ )~/t(v,, v,)~/t(v,, v,)~ 

(37 c) 
I t  I ,  t l r  I , ,  / / 

r '  -= i 2 R ( v , ,  v,  )~R(v ,  , v,  )=(AR(v,, v~)~)R(v,, v,)~y 
Z R ( v ; ' ,  " - '" "' ' ' ' v, )=/t(v, , v, )~/r v , ) = R ( v , ,  v,)~ 
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Pour la suite il est essentiel que les expressions pr6c~dentes puissent s'6crire 
un peu autrement. Comme il est facile de le voir, on a pour un indice 
simple Q(s'), ~ = o e t  par suite 

t 

~v~ 
D'oh 

= ,zR(v;, v;),~. 

- ~ ( Z  . . . . .  " . . . . .  ~ ) ~ )  R(v~ , v~ LR(v~ , v,~ L R ( v ,  , v~)~/~(v, , 
Ovt 

= ~{~:R(v;,, ~;,)oR(,,,,,,, ~;,,)oR(v:, v;)~R(v, ,-~,~)o}. 

Nous pouvons done 6crire 

(39a)  

(39b) 

(39c) 

Si on pose pour abr6ger 

(40) 

, :~r~ 
q' = 1T~ ~ ~=--~, 

~vt 

VFO,;, v;) = a a F ( , ; ,  ~ ; ) -  laF(~', ,  v;) 

les grandeurs u et v deviennent 

(4 1 a) 

(4~ b) 

�9 t r  p~ t , t  J _.. v,)~VR(v~ v,),,R(v, v,)o4 u ----- ~ e 2:R(v,. v, ). R (v, . '" ' ,  , 
' 9  

2R(v,.  v, ).R(v, . v, hR(v, ,  v,) , ,R(v, ,  v,)~ 

~ I ~  ( V l .  P P . . . . . . . . .  �9 " v, hR(v ,  , v, )~VR(v,. v~),,sR(v, v~),~ 
! 2 R ( v L  r ~(r r ~,~)~ R(v , ,  v,)~. 

se 

w 5. I n t r o d u v t i o n  d e s  j f o n c t i o n s  t h ~ t a .  

Les fonetions employ6es dans le ehapitre pr6e~dent R(vl ,  v~) peuvent  
repr6senter facilement au moyen des fonctions O. Pour introduire 
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ces fonctions, nous avons d'abord k rechercher la position relative des 
zSros de S e t  des limites d'intSgration. 

Les deux z~ros e~ et e~ sont rSels et e~ > e~. Des trois zdros el, 
e~, e 3 qui sont les racines de l'~quation 

s(s--e4)(s--e~) q- s - -  2 / ~ =  o 

il y e n  a un o11 trois r6els. Dans le I er cas au moyen du terme ind& 
pendant de s on reconnalt le signe de la racine r~elle; dans l 'autre cas 
la plus grande racine est certainement positive, tandis que les deux 
autres sont en mdme temps positives ou n~gatives. Nous pouvons done 
distinguer trois cas. 

I) Toutes les racines r~elles 

I) e, > e ~  > e  3 > o ,  

2) e I :>  o ~ e 2 ~ e 3. 

II) Une racine r~elle, les ~ autres imaginaires 

3) e I > o ;  et e a eonjugu s. 

De l'4quation 

x t  ~ ~2 ~/2ea ~a - -  x~ 

qui a lieu pour ~ = i ,  2 , 3 ,  on peut tr~s facilement d~duire la position 
des grandeurs s~, s~ par rapport aux z~ros. D'apr~s les 6quations qui 
d6finissent s, et s2, ces deux grandeurs sont r~elles, et parce que ~/R(z,) 
et ~/R--~) doivent 6tre eonjugudes, on a s, > s 2. Comme x 1 et x 2 sant 
aussi des grandeurs conjugu~es, ]e second membre  de l'~quation 6crite 
plus haut  est imaginaire si e. est positif, et rdel si e~ est nSgatif. Ainsi 
les racines positives sont toujours situ6es entre les deux valeurs s~ et s2, 
tandis que les racines n~gatives occupent la mdme position par rapport 

s I et s~. On a done 

dans le premier cas s, >=e, > e  2 >e~ > s  2, 

dans le second cas s~ > e~ > s~ > e~ > e~, 

dans le troisi~me cas s~ > ea > s~. 
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Des 6qt{ations pr6c6dentes  (5 a et  5 b) 

+ ~/~/R(~,) = ~/(t, + k) ( t , -  k) = ~/(~,- ~ , ) (~ -  ~), 

on dddu i t  que  ~/(s~ - -  e+)(s: - -  e,) est p u r e m e n t  i m a g i n a i r e  et v'(s~ - -  e~)(s: - -  e,) 

r4el. C o m m e  (s~ ~ e ~ ) -  (s 2 - - 5 )  est c e r t a i n e m e n t  positif ,  pa rce  que  

s~ > s 2 , e~ > e~, il  r 6 su l t e  de la p r e m i e r e  cond i t ion  que  l 'on a 

s ~ > e ~ ,  s u < e ~  

t andis  que  de la seeonde cond i t ion  il  r6sul te  que  ou  b ien  

S 1 > e~ , 8 2 > e~ 

011 

On a done  ou  b ien  

OU 

Mais on ava i t  

s t < e~ , s 2 < e c 

s a > e~ > s 2 > e 4 

e s > 8 a > e 4 > 8 2. 

i (s~ds z 82d8~ 
d r =  d~,, = ~ \ - W j +  s , /  

Done S 1 et S~ 

h o m b r e  i m p a i r  

cela nous  ob tenons  dans  les t rois  cas sp6cifids p lus  h a u t  

I. e, > sl > et > e2 > es > sg , 

81 :> e 4 > 8~ 

II. e .  > s 1 > e 1 > s 2 > e~ > ea, 

81 > e~ > 82~ 
Aeta ~ .  17. Imprim6 le 9 man 1895. 

• (~  + ~ 0 dv~ 
= ~ \ S ,  8 , / "  

sont  de pures  imag ina i r e s  de mani~re  que  tou jours  un  

de z6ros doi t  ~tre sup6r ieur  aux  a rgumen t s .  D'apr~s  

$1 
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I lL e~ > s  1 >e~  > s ~ ,  

1 
S 1 ~ e 4 ~ su. 

Nous appelons maintenant  les z4ros a 0 , a~, a~, aa, a~ et quand ils sont 

tous r~els, nous choisissons les indices de mani~re qu'on ait 

a 0 < a ~  < a  2 < a  a < a  4. 

Dans l e  eas oh deux z4ros sont imaginaires eonjugu&, on d~signera par  

a~ celui dont la partie imaginaire est positive et par a 2 celui dont la 

partie imaginaire  est n4gative, et on aura 

a o < a 3 < a 4. 

Comme limites inf~rieures nous prenons les z~ros a~ 

grales 

i I ;81d$1 + f s ,  d8, 

a I * 

se disfinguent de grandeurs  r4elles au plus 

p4riodes simultan4es. Au eontraire 

saul  des demi-p4riodes simultan4es. 
=l 5 et c~. Mais 

et an, alors les int& 

par un syst~me de demi- 
P V r v~, 2 sont de pures imaginaires 
Les limites sup&ieures sont ici 

(21~--ea)(21~--e:)(21~--ea)(212--e~)(212--e~) = 212(212--e4)~(21~--ee): 

est positif d'oh r&ul te  imm~diatement l 'exacti tude de notre assertion. 

Nous introduisons maintenant  au lieu de la grandeur  S la grandeur  

x D e e e s  trois cas lc second dolt ~tre r e je t~  puisque on a e 5 + e  4 = e  1 + e ~ - [ - e  s et 

e, ~ o. Car il s 'ensuit  e 5 + e 4 ~ ex + e2~ tandis que les conditions du deuxi~me cas 

exigeraient e 6 -{- e 4 ~,  el + ea. '  
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et nous posons F ( s ) ~  = s ,  F ( s ) 2 - ~  ~. Ainsi que nous avons fix6 la 
ddsignation des zdros, les demi-pdriodes 

a2  

Ka 1 = f F ( s ) a  ds et 

a l  

~4 

Ko~ = fF(s)~ ,~ ~ d s  
as 

sont toujours r6elles, si nous choisissons convenablement les chemins d'int6- 
gration. Dans le cas oi~ tous les z6ros sont r6els nous prenons comme 
chemin d'int6gration pour les deux int6grales la droite qui joint les deux 
limites et alors nous donnons ~ ~ de a, s a~ des valeurs positives et de 
% ~ a 4 des valeurs n6gatives. 

Mais si a 1 et a~ sont des valeurs imaginaires conjugu6es il en sera 
pour l 'int6grale K~2 comme pr6c6demment, mais au contraire nous pren- 
drons l 'int6grale K~I le long d'un arc de cercle joignant  a~ e t a  2 et 
coupant la droite ~aoa ~ en un point b situ6 entre a o e t a  3. Le signe de 
la grandeur ~ qui doit varlet  d'une mani6re continue sur le chemin 
d'int6gration, sera choisi de mani6re que ~ soit en b une imaginaire nd- 
gative. Comme ~ est 6vldemment en b purement  imaginaire, ~ ne 
prend pas des valeurs conjugu6es en deux points conjuguds du ehemin, 
mai.s les parties imaginaires coincident tandis que les parties r6elles 
sont de signes contraires. De l~ il r6sulte immddiatement que les deux 
parties de l ' intdgrale qui s'6tendent de al ~ b e t  de b ~ a~ sont con- 
jugu6es de manlere que '" ' "' 1 lntegrale enti6re 

a 2 

K.1 = fF( ods 

est r6elle. 
Nous d6finissons de plus deux nouvelles demi-p6riodes par les 

6quations 
a l  a 3 

-----fl | , = ~ d s .  

a o a 2 

Dans le eas oh toutes les racines sont r6elles il faut encore prendre des 
chemins d'int6gration rectilignes et ~ dolt 6tre imaginaire n6gatif entre 
a 0 et al, imaginaire positif entre a~ et a~, ces int6grales deviennent alors 
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purement imaginaires. Si a~ et % sont imaginaires, ]e chemin pour 
la premiere int4grale doit se composer du segment rectiligne de a o ~ b 
et de l'arc de cercle ba~, et l e chemin de la seconde int~grale doit se 
composer de l'arc a2b et du segment de droite ba 3. Iei encore la gran- 
deur ~ doit varier d'une mani~re continue, le signe devant ~tre choisi 
de sorte que ~ soit en b imaginaire n~gatif dans la premiere int~grale 
et imaginaire positff dans la seeonde. 

Alors les int~grales iK~l et i/~a2 ne sont plus imaginaires pures, mais 

I K~1 et prennent une partie r~elle qui est ~gale pour la premiere s - - ~  

I gal .  pour la seconde ~ + 

Nous posons de plus 

de mani~re que toujours iK'~2 soit purement imaginaire. Nous appelons 
p~riodes primitives les valeurs ainsi d~finies 2K~, 2K~, 2iK'.1, 2iK'.~. 
En place de v~ et v~ nous introduisons maintenant les grandeurs u~ et 
u 2 qui satisfont aux ~quations 

Leur r~solution nous donne 

•1 ~ gllVl + g91~)g ' 

alors u 1 et u~ ont imm~diatement les p~riodes simultan~es 

i , 0  et o ,  I; 

aux autres syst~mes de p~riodes primitives correspondent alors les p~riodes 

Si nous posons 
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les int6grales 
a~ 

Us --~-- (o a 

e o  

245 

sont des demi-p6riodes de u~ de la forme 

I ~ I 
m~ + ~ (~ro, + ~ro~) 

et on a 

pour ~ = 0  - - I  - - I  0 0 

~ - - - -  I - - I  - - I  I 0 

~: 2 0 ~I I 0 

2 = 3  o ~ I  o I 

~ = 4  o o o I. 

Tout autre syst~me de demi-p6riodes simultan6es de u~ et % peuvent 
se former au moyen d'une p6riode enti~re et d'une ou deux des demi- 
p6riodes introduites plus haut. 

La fonction #(u~, %) est alors d6finie par l'6quation 

De plus on pose 

o(u,, ~, {~1, n,) = o(~, + n,r,~ + ~,r~,, u~ + ,,~r,, + ~,r.)e~"o("~+~o) ~, 

oh l'on a pos~ pour abr6ger 

r~ = nl r~l + n~ r.~ 

et eette d6finition ne s'applique pas seulement pour les nombres n enfiers. 
A r a ide  des nombres m~, n~ nous d6finissons maintenant les fonctions 
th6ta k indiee simple 
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Si 2 et # sont deux indices diff6rcnts, on doit avoir 

m~ ~ m ~ +  m~ et n~ ~ - n ~ + n ~  (mod2), 

- -  i ~ , m ~ < o ,  , >=n~>_o_ 
e~ 

t g (Ul ,  'l'2))./~ = 0 U 1 + 'J~$}# , U 2 *~-- ~ ~ , ~ " 

De la m6me mani6re nous d6finissons les fonctions thdta dont l'indice 
est form6 de plusieurs indices simples. Si un indice simple devient 
double, il disparait. S'il y a plus de deux indices simples on peut 
r6duire l'indice parcc que l'on a 

Z m~=-o et X n ~ o  (rood2). 
),=0,1,2,3,4 

D6s lors que ,~ soit u n  indice simple ou compos6 et que 

% = ~(m, + n, r,, + "2r,,), 

I 
% = 2( % + n,r~, + r~2r2~ ), 

soit une demi-p6riode quelconque, qui apr~s augmentation d'un certain 
hombre de p6riodes enti6res puissent se ramener ~ la demi-p6riode appar- 
tenant ~ l'indice /~. Alors il vient 

= Y 

Si dans le eo I et eo 2 , m. et n~ sont des nombres pairs, on obtient une autre 
6galit6 

"~9(ar~ 1 -Jr- m 1 "~ nit11 + n2r12, u2 + m2 + nlr~l + n~r2~)~ 

_ ~(--o~o-~o-~) --0(u~, u2)~e 

Si ~ et /~ sont deux indices simples alors ~n~m~ est congruent ~ o ou I 
suivant que Jt est plus petit ou plus grand que /~. Si ,t----# alors la 
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dite expression est paire ou impaire suivant que l ' indice lui-m~me est 
pair ou impair. De plus on a toujours pour deux indices simples diff~rents 

Z(n~m~ - -  n~m~) ---- ~ (mod 2). 

Entre les fonctions th6ta et les limites sup~rieures des int~grales on a 
les relations suivantes oh 22 repr6sente un indice simple pair 

~ (~ ,  ~,),~_, --__ ~/(-- l )~- ' (~,  - -  a ~ _ , ) ( ~ ,  - - - a , ~ _ , )  

t~(u,, U,)O(U~, U,),Zt~ I V' f +_ (aa--at`) (5 ~'  ~ '  
0(U, ,  u~)Zt~(u, , u~)t~ -~- S, - -  s~ Ao \(,.,--a;~)(s~ --at, ) ~ (s~--a;t)(s~--at`)}" 

(A 0 = - -  2) 

(Dans la derni~re formule on a le signe "4- o u -  suivant que 2 est 
inf6rieur ou sup6rieur k /~.) 

Nous posons les grandeurs e 1 , e2, e~ 6gales aux grandeurs ax,, ax2, 
ax~ et les grandeurs e , ,  e~ 6gales aux grandeurs aa, a~. Alors il vient 

Q(sl  , 8~)1 

formule oh vx, est un nombre entier d6pendant de l'indice, qui est pair 
ou impair en m~me temps que l'indice; ~,, signifie -{- x ou - - x  suivant 
le choix de ~/(.~,--e~)(s~- e~). Comme 0(u~, u~) a la propri6t6 que nous 
imposions k R(va,  v2), nous pouvons poser R ( v , ,  v2) = #(u~, u~). Alors 
nous obtenons pour le d6nominateur commun 

Z ( - -  ~ ) % , ~ ; ~ ; / ~ ' ; ' ~ ( u ' / ,  u;'). ,9 (u',", u;").#(u',, u;).#(u,,  u,).. 
X~XI~Xg~X s 

De plus on a 

Q(~, . s,),, r Q, Q, 
~/e, - -  e, i r + (a~, --  as) O(u,, u,)~O(u,. %),, 
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Et e o m m e  e 1 - -  e 4 = a,, - -  a~, ~-~ A 0, nous obtenons 

vx I + ult 

I1 faut prendre ici le signe q- si r indice x 1 < 2, ou autrement  le sight 
- - .  Duns le premier cas ~.n~m ~= I et duns le second _~o rood 2. 
Nous pouvons donc toujours au lieu de _4- 6crire aussi 

bTous obtenons d'une mani&re analogue 

R(v,, ~ , ) .~(v; ,  ~,;). 

Comme 4videmment duns les fractions n 'entrent  que les rapports des 
grandeurs  t~(u;', u~'),O(ui", u;"), nous pouvons les mult ipl ier  par un mdme 
facteur quelconque sans alt4rer l 'exacti tude des formules. Mais les 
grandeurs u',', u'j '  par un choix convenable du chemin d'int4gration sont 
4videmment les demi-p4riodes w~-~sa, eo~18" et par suite en place de la 
grandeur 

�9 fIX l I t  I l l  I t  t l  I l l  I l l  ( - -  ~) ~,~,~, ~, ~(u,, u2),0(=, , u, ), 

on peut  poser 1'expression 

Les signes des termes des fractions k ddterminer d4pendent du 
therein suivant lequel on d4termine les grandeurs u~, u=, u~, u; et peuven{ 
~tre ehang4s d'une mani&e certaine puree que nous pouvons aussi changer 
ces chemins le cas 4ch&ant. Nous voulons d4terminer les grandeurs %, 

% de mani4re que si s= est  situ4 entre deux z4ros a~ et a= , u 1 et u= 
sont r4els, mais si s~ est situd entre a o e t  - - 0 ~ , %  dolt se composer 
d'une pattie r~elle et de la demi-p~riode 

_ = 

a0 
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En augmentant u[ et u~ d'un hombre convenable de p6riodes, nous 
pouvons faire que tous lcs nombres Px soient congrus les uns aux autrcs 
suivant le module 2, et de plus, s'il le faut changer le signe dd~; i e t  de F~. 
Nous pouvons toujours supposer que deux des quantit6s Px soient 6gales 
l'une k l'autre; si la 3 e, par exemple Px,, est diff6rente nous augmentons 
u'. de la p~riode 2to~ ~x~. On change ainsi le signe des termes dont l'indicc 
est diff6rent du troisibme, pendant que les termes de l'indice x~ conservent 
leur signe. Maintenant les hombres /ix sont congrus les uns aux autres, 
et 6gaux k z6ro, parce qu'ici cela ne d6pend que des fractions. Pour 
changer le signe des deux grandeurs T;, T~, ou celui de F; seul ou celui 
de F~ seul nous avons k ajouter aux grandeurs u'. les p6riodes 2r 
2to~ ou :to~ z. Le signe de F'~ est d6termin6 par celui des deux gran- 
deurs F'~, F~. 

D'apr6s ce qui a 6t6 dit, le terme du dSnominateur relatif k l'indice 
x devient 

i~""%~.9,~,~,9(ui, u;)~(u, ,  u~)~. 

Les termes correspondants des num6rateurs deviennent 

+ 2~),m z Zn?,#m x 

~ .  vxf_+L'nXflmXy Sn2P.m x v x 
~ ? i r t - - ^  ,i � 9  r 

On peut encore transformer un peu les coefficients de ees expressions. 
On a en effet 

( - - 1 )  + _--_ ( _ _ , )  sJz,(  + s , ( , , ,  

xB xT "c ; '#  x ~, xflx~, x 
= ( _ _ i ) - Y n  m + . n  m +/.Tn ra 

De plus on a 
u~ -a t- ~'~ -'[- Z.v.----o (mod 2), 

et par cons6quent 
Vx v;,+~,p. 

( _   )z.v = +_ ( _  ,) 
A e t a  mathemat'ie, a .  17. Imprimr le 8 mai 1893. 32 
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Si nous ddsignons maintenant  par I nl une quantit6 qui a la valeur O 
ou 5_ t suivant que  l ' indice ~z est pair  ou impair, alors d'aprds lee dd- 
veloppements prdcddents on peut poser 

Maie comme on a 

~ 2  

v a 

_ i )  Y = i l . I  

12{+  Ipl + 12I-~1 ~ (mod2) 

on peut poser pour le coefficient de la troisi6me expression 

Et il faut prendre simultan6ment pour tous les termes le signe supdrieur 
ou infdrieur. Si nous d6finissone donc I),/zl d 'une mani6re convenable 
on peut  prendre le signe %-. 

D'apr~s cela nous obtenons lee expressions suivantes pour les grandeurs 
t t ! 

?'~ , F'z ~ F:~ , P ' ,  q ' ,  r ' ,  u , v 

T~ il~.l 2'x(--"~"~'"x:~"~'~-~ ~ "~: ' ' 

] I~X~ ,  l a X l t  k " 1  ) , 

,~' " r"n]V~,m x _0 o o [ / t 

P' ~ il.~ t ~,,(__ ,~z,,~'~'s,,~'~'~.,~ o A.,~, '  

q, ~ il,,.i 2~(-- I ~ z ~ ' ~ i r ' : " ' ~ 9  . ~  A ~ Y ~ .  ' ' 
Y 

X 1 3 Z A  13Xt~. \ 1 �9 ~ 2 

r '  - ~  i I ~z I ~ ( - -  i j , ~  . x , ,  ~ , . . . .  
~ �9 ~"n;tlLmX cJ c~ cJ z P z ] 
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Ainsi d'apr6s cela les cosinus directeurs avec la verticale de mdme que 
que les vitesses de rotations pour notre syst4Ine de coordonn6es sont d6- 
terminals; on trouve les grandeurs correspondantes pour le syst4me de coor- 
donn6es fixe dans le corps au moyen des formules 

r~ + @2 - -  r'~ + i t ;  p' + i q  
u + iv ' P + iq = , u + i v  

! �9 ! 

T1 ~ iT~ - -  u w" , p - -  iq = - - ~ .  - -  " l b  - -  ~ v 

t 

T3 ---- T~ r -~- 2r'.  

6.  L e s  c o s i n u S  d i r e c t e u r s  p o u r  l e s  a x e s  h o r i z o n t a u ~ c  e t  l e s  c o m -  

p o s a n t e s  d e  l a  v i t e s s e  d e  r o t a t i o n  p a r  r a p p o r t  a u x  a x e s  f i x e s  

d a n s  l ' e s p a e e .  

Si une ligne quelconque forme avec les axes fixes dans le corps 
les cosinus directeurs %,  %,  (2~, alors on trouve les angles de la m6me 
ligne avec les axes d u  nouveau sysi6rne de coordonn6es au moyen des 
6quations 

~.'~ + ~(2; = ((2~ + ~(2~)(u + ~v), ~ - ~(2'~ = ((2, - ~(2~)(u - -  ~v), (2; = (2.. 

Inversement si les derniers sont donn6es, 

(21 ~ (22 ~ (X3" 

Si maintenant une direction dont les 
syst6me sont fl'~, fl~, fl.~ est perpendiculaire 
doit avoir 

r;fl;  + r;fl'~ + r;fl;  = o.  

on trouve aussi facilement 

cosinus avec les axes du 3 e 
t t la direction T'1, T~, T~, on 
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Une troisi&ne direction perpendiculaire aux deux premieres a alors pour 
cosinus directeurs 

~; = fl;r; - -  fl;r; ,  

~; = fl; r', - -  fl; r; ,  

~; = f l;r;  - -  f l ;r ; .  

Or, si l'on a un syst6me quelconque de grandeurs G ,  b, qui satisfait 
cea quatre conditions, on trouve les cosinus directeurs de deux lignes 

perpendiculaires entre elles et our la direction i" au moyen des 6galit6s 

~: - -  ifl" = K % - -  ibm), 
(x=1,2,3) 

oh K et K' sont deux grandeurs k d6terminer de sorte que l'on ait 

On peut donc poser 

~/2'(~ + hi) 

La grandeur u 3 se d6termine alors au moyen de la condition que la 
vitesse de rotation du corps relative b, l 'axe vertical, c'est ~ dire l'expression 

~ c  + ~; + -- ~ ( ~ :  + ~:) - - '  

ait la valeur d6j~ connue 

p'r; + q'r', + r'r'~. 

It importe encore qu'on puisse supprimer lea facteurs communs des 
grandeurs (G -t- ibm) en les rejetafit sur K.  La mdme chose se fera pour 

( a ~ -  ibm). 
Les quantitds u 1 et ,u 2 6taient seulement d6pendantes de t, en rant 

qu'elles sont des fonctions lin6aircs de v~ qui eat lui-m4me 6gal ~ t. 
On a done 

dr; Dr:_ +~r;_ (,=~,~,~) 
,T/- = ~ u~, ~,,-2 u , , .  
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Les composantes de la vitesse de rotation 6talent 

253 

.~Dr, Dr, 'l 
p' = i t , - - i  ~r'~_-:, = lr, - -  ~ , ~ g , ,  + ~ g , ~ ) ,  

q' = i t , -  = -i(7:.. ,  +  'q'd 

Si on introduit ces expressions dans les 6quations diff6rentielles pour 
T'I, T~, T; (24a, 24b, 24c), on arrive aux relations suivantes 

Dr', ~r', \ .t~r~ D r ' , \ ,  . ( ~  Dr; \ ,  

/Dr', ~r; ) ( ~  ' ) ,  ' ~' ) ~Y_A - ./~yl Y__A ' k~---~lffll "7!--~0'12 = i ,-qll + ~u;g,2 Yl--~,5~u,g,, + ~,,;.c/,2 ~'~, 

5~ug,, "-t- ~g,~)  =zt-U~u,g,, +7~,g l : )y : - -z (  + 

~ous remarquons ici q u e  ces 6quations ne sont ~tablies que pour les 
syst6mes sp6ciaux de valeurs de ul,  up, l(1, u.~ consid6r6es ici, mais elles 
sont vraies pou r  des valeurs quelconques. Les quantit~s gl l ,  g~ peuvent  
aussi ~tre remplac6es par deux valeurs absolument arbitraires. Enfin les 
coefficients 

peuvent ~tre remplac6s par d'autres grandeurs C. qui satlsfont ~ la con- 
dition earact6ristique 

dont il est facile de v~rifier l'exaetitude pour les grandeurs iei consid6r~es. 
Mais comme ce qui a 6t6 d6montr6 jusqu'ici suffit pour la conti- 

nuation du calcul, nous r6servons pour une autre occasion l'extension 
des formules en question. 

Si maintenant dans l'int6grale qui repr6sente le th6or6me des aires 
pour un plan horizontal 

2 (pr, + qr~) + rr3 - -  21 
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nous exprimons toutes les quantit6s au moyen des quantit6s corres- 
pondantes dans le nouveau syst~me de coordonndes, nous obtenons 

s i ~s r \  

et, en rempla?ant  p', q', r' par leurs valeurs, 

.(~r: ~.f'~ \ ,  ilar'~ ~/, \ ,  .(~,~'! ~ ' ~  -~-O. 

Par  cons6quent les quantit6s 

' Vr'~ �9 l~r'~ Vr~' ) et ~ t~e , ,  + ~e~,  

remplissent les conditions suppos6es pour a~, b~. 
Pour calculer ces expressions, nous d6duisons quelques formules dans 

lesquelles x repr6sente l 'un quelconque des indices z~, r.~, z~; de plus soit 
x~ = )# ,  ),~ ~ 2 , 2~ = / z  , )~ ~ )./~; enfin dans les formules qui suivent 

d6signe Fun quelconque des indices 2~, ,t~, 2~. L'expression 

~l~l.~l~,~l+2~.,,,~,+,.,~,,,m,~[u, ~ ~gQd ~ I~[u ~ o 

s ecrlre comme fonctlon de u peut " " 

1 Pour plus de simplicit6 ~(u)~ est dcrit en place de ,9(u~, ~t~)i, ~ ~9~, en place de 
3(0,  o)j,. Enfiu ~o~(~)~,. et ~ I ,  repr6sentent les valeurs 

~(~)~ ~(~)~ I~O(u)~ ~O(u)~ I 
g, ,+ ~ ,  g,, ot ~ g , , + - ~ T - u  g,, .,..,:0. 
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Nous obtenons deux relations entre 9/ ,  9.1', ~ et !3', si nous observons 

que le premier  m e m b r e  est une fonction paire ou impai re  suivant  que 
' _ 1 3 ) ,  [z[ + l z 2 i -  i ou o (mod 2), et une troisi6me relation en posant  u ~ =  w~ , 

~'~*' Nous obtenons enfin et une quatr i6me en posant  ua = eo~ . 

2 ( - -  ( - -  I)2:"zmtsztg(~A U )l~x A,913x(-- I)2nxm~s;~x+[x)'[~(~ -~- ~ ),sx~tgtsx), 

I 

+ ( - -  I)2hx*~m~'tg( u "31- U'),~x, t g ( ~ -  U'),sx,;t}- 

Nous obtenons de m6me en rempla(;ant  d 'abord  u p a r - - u ,  puis en 
. 1 3 ) ,  et ensuite ua ~*'*~x posant  u~ = w~ = co= 

I 
-- ( - - I )  tg(g~-- U )13x, A tg13x, ( -  l)Zax2mt3~x"+[x')'[tg('U "JI'-U )l,~x,) tg13z27, 

+ ( - -I ) ' - , '~ '~'+J~'~o(u+~%~,-A~,(  - ,),~'~~ ~ ( ~ - - ~  ' ) .~ ~1~.~ 

( - -  I) tg(U-- U )13xo ~kt913x2(-- ~9 (~-[- U )13x]).bQl3xl). 

Nous mul t ip l ions  la premi6re 6quation par ~ et ensuite nous sotnmons 

en dormant  k l ' indiee x les trois valeurs  x~, z 2, x 3. Nous mul t ip l ions  

la seeonde par  C.~C~2 et formons 1~ somme des termes qui peuvent  

se d6river par  permuta t ion  eireulaire des nombres  I , 2 , 3 .  Comme 

2,'(-- I)~C~ ----- o, les termes d'indice z4 disparMssent dans la premi6re somme 

et nous obtenons p~r addit ion des deux  sommes 
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O O (~ 

!z. . (  . . . . . , .  ,(o 

I 

{x(-.)~-'o'-'+,.., r + u,),,:,,.} 

{ x ( -  :,,'o"" c ,o( , , -  , 

Si nous ajoutons au premier membre le facteur i j~'t et le d6nominateur 

T " t 2v, - -  { ~ C : ( u ) : ( u  ),}, 

nous obtenons l'expression -~  g,, + ~-~.,g,2, off d6signe eelui des eosinus 

direeteurs ~-~, y~, ~'~ qui eorrespond [~ l'indiee ),. De 1~ nous d6duisons 
or' ~r' 0,-~gll + ~ g 1 2  en permut,ant, u en u'. Mais si dans l'6quation 6tabli 

pr6e6demment, nous ehangeons u en u', la valeur du premier t,erme du 
second membre change de signe, t,andis que la seeonde partie reste in- 
variable. Car l'indiee I3z est. impair, tandis que I3Z~ est pair. Par 
suite nous obt,enons 

I ( " ) ~y' . by' 

~,~ + ~ , ) ~ ( ~ 1  § 
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Par suite nous pouvons poser 

oh a' et fl' sont celled des quantit6s a;,  a~, a; et ~;,fl~, fl; qui corres- 
pondent k y. Pour d6terminer K, nous avons k former 

,)- %0 u- u I . 

Cette expression se s6pare en quatre parties k savoir 

Z~;gl~X2~ 3 

et deux autres parties qui he d6duisent de la deuxi~me par permutation 
circulaire des indices x~ , x 2 ~ x 3. 

Si n0us consid6rons d'abord la partie de la premiere expression qui 
eat multipli6e par C~, nous reeonnaissons qu'el|e est aussi bien par rapport 

u qu'k u' une fonetion th6ta paire de caract6ristique nulle. On peut 
done lu poser 6gale 

oh r. et s prennent les valeurs x~,  z,~, x~, z 4. Si nous d6terminons les 
coefficients de lu mani~re connue, nous obtenons 

x = x l ~x2~x3px4  

Nous multiplions par C~ et raisons la somme suivant x, qui parcourt les 
valeurs x l , z 2 , z 3 ;  alors il vient 

A~ta math6mat@,a. 17. Imprim6 le 13 mai 1893. 8~ 
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Si }.=z,, alors [z~[--]~[-1-[z[,  [i3]nt-[I3X]----I et par suite le coefficient 
de ce terme devient 

2 --(-- l)[~[ZCx~( - I) Ix] = o. 
x 

Si au contralre ~ est un indice simple, on a 

ii31 + ti3 1-o, Ix 1-o ou Ix + + 

suivant que x est identique k }. ou non. Si nous d~signons maintenant 
les deux indices x diff~rents de 9. par ~' et 3" nous obtenons 

C~2--{Cx,~(-- I)L }'] -~ Cs - i)'}"[}( - i)[ [[ = 20~ ft. 

Par suite la premi6re partie se r6duit k 

2 Z 

La partie multipli~e par (]~.C~ est une fonction th~ta rela~ivement k u 
de caract6ristique z~x 2 qui est paire on impaire suivant que I x~ I-t-Ix21 
est pair ou impair. Si donc A d~signe l 'un quelconque des indices 2,, 
2~, )t.~, on peut la poser 4gale 

Si nous posons maintenant u = (o~7, la partie multipli4e par B disparalt, 
et nous obtenons 

Au contraire l'expression ~ transformer devient 4gale 

r I , :I1 vient donc A - - 4 # ( u ) , , , 9 ( u  )~:, maintenant  il est facile de voir 

qu'aussi pour une autre p6riode eo ~37 l'expression k transformer devient 4gale 
k la valeur de A,9(u)~ ,9(u)~, et que par suite pour cette valeur BS(u)~jfl(u)~g 
s'annule. Mais ce n'est possible que si B est nul. Par  suite la seeonde 
partie devient simplement 

40, C,,~ (u),, ~ (u),, ~(u'),, ~0"),," 



Sur la rotation d'un corps solide pesant autour d'un point fixe. 259 

Si nous permutons entre elles circulairement les grandeurs Xl, x~, ~ ,  
nous obtenons la troisi6me et la quatri6me partie. En r6unissant les 
quatre parties nous obtenons enfin 

Par suite la grandeur K a ici exactement la valeur I, de sorte qu'il vient 

~' -}" i~ '  = il)'l( - I )  Z 'n l sm) ' '~ (~  I)]Z)'](-- I)ZnZm'SZ~Cx~(~t ~- ~')13~),~lSxlt e• 
- 2'~ c~0(~)~,~(~')~ 

Nous d6duisons la  fonction iu.~ de la eomposante de la vitesse de rota- 
tion suivant l 'axe verticale 

~o' = P'r; + q'r; + r 'r; = ~ ~ (~: + ifl:) d (a: -- O:) 
2 dt  v=1~2~8 

- ~  Z ( ~ :  + ~fl:) / + - , _  

Or N(a: - - i f l : )e  +~ est seulement fonction de U l -  u ; ,  u,,--u~; par suite il 
vient 

_ ( , , _  

~Ua 2 ~Ua ~ 

tandis que N(a: + ifl:)e-! ~, ne d6pend que de gt 1 --~ u; ,  u 2 7 I- at2, de sorte 
qu'on a 

~-~u,(~, + iy~)y ~-,u~(~,, + i~'~)N 
~ua Ou'a -~- 0 

et en cons6quence 

=- dr + ~ ,  

i d N ~ , ( a  , 

Mais eomme la 

s'en d6duit 
somme qui se rencontre plusieurs fois a la valeur 2, il 

~, du~ i/~ In N V.ln N \ 
- dt ~ ~-~,; g ~ l +  ~ - ~ ;  g , , )  

dus i ~  . 
dt 
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L'expression de gauche avait la valeur constante l,  par suite il vient 

,~. = (~ + i, ,~)(t- to) 

o u t  o d6signe une constante. 
Les six cosinus directeurs des deux axes horizontaux par rapport au 

syst~me de eoordonn6es tournant duns le corps autour de l'axe du mo- 
ment d'inertie distingu6 6tant ainsi d6termin~s, on peut de la maniSre d6- 
veloppSe plus haut trouver les cosinus directeurs relatifs au syst@le de 
coordonn@s fixe duns le corps. 

Maintenant il ne nous manque plus que les composantes de la 
vitesse de rotation suivant l'axe horizontal. Elles sont d6termin@s par 
les ~quations 

- ~ dr; 

Mais on avait 

dt 

I r ~* P ~'((~V + ~V){~(-- ' )~"ZralSZCZO(U ' ' ' ) l ,zX~lflz} e-~'u'''~--I 

I +~(~ : -  ~:){ x(--,)~:+"+,,,c,o(, + +),,,x,~,,},+',,,N -'. 

Par suite on a 

- -  t - -  • i u  3 - - 1  

= + { x ( ~  ,) ,: ,+:+:"c,~(u + :'), , ,~o,3,}N='e ~''~: 

Le mouvement du corps se compose du mouvement du syst+me des axes 
de coordonn6es introduit et d'une rotation autour de l'axe des z de ee  
syst+me dont la vitesse eat r'. 

Par suite les composantes de la vitesse du corps par rapport aux 
axes fixes dans l'espace sont 



Sur la rotation d'un corps solide pesant autour d'un point fixe. 261 

w 7. R d s u m ~  d e s  r d s u l t a t s  o b t e n u s .  

Nous avons vu que le mouvement du corps peut s'exprimer d'une 
mani~re rela~ivement simple, si on introduit  outre le syst/~'me d'axes fixe 
dans l'espace, st  le syst5me fixe dans le corps, un troisi5me syst5me dont 
le troisiOme axe eo'ineide avec l 'axe du moment principal d'inertie di- 
stingu6. Le mouvement relat if  du corps par rapport  g ee syst~me est 
done une rotation autour de l 'axe des z, et le systgme est ehoisi de 
mani6re que la vitesse de rotation soit la moiti~, de la eomposante de la 
vitesse de rotation du corps prise par rapport  ~ l 'axe du plus petit mo- 
ment principal d'inertie. 

Si maintenan~ c q , % , %  , t~ , f l~ , f l~  , r~ , i '~ , r~  , P , q , r  , p , q , r  
sont tes eosinus direeteurs et les eomposantes de la vitesse de rotation 
pour le syst~me fixe dans le corps, et si a~, a ; ,  a ; ,  fl'~, fl;, fl;, r ; ,  r ; ,  ~;, 
p', q', r ' ,  ~)', ~', ?' ont la m~me signification pour le nouveau syst&ne 
d'axes in t rodui t ,  enfin si u et v sont les eosinus direeteurs de l 'axe passant 
par le centre de gravit6 du corps, par  rapport  au premier et au deuxi6me 
axe du nouveau syst~me, on a l e s  6galit6s suivantes 

, f l  , , 

~Z I + ig~ ~ -  u + i v  ' - -  ~ + i v  ~ 

! . ! 

u +_ iv ' 

2) + iq - -  p' + iq' 
- -  u + iv ' 

= ;o' + = + = + r ' r ; .  

u 1 , u~, d6signent des fonetions lin6aires de t g i l t  + hl , .q~2t + h~ qui 
sont r6elles, abstraction faite de demi-p6riodes additives, au contraire 
u~, u': d6signent un couple de constantes qui sont imaginaires si on fait 
abstraction de demi-p6riodes additives. 
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De plus l ,  m ,  n ,  t o sont des constantes, dont nous avons d6termin6 

les valeurs plus haut. m est une grandeur  imaginaire,  tandis que les 

autres sont~ rdelles. Par  suite, la fonction u~ que nous avons ddfinie 

par t '6quation u~ ~ (l + i m ) ( t ~  to) a, elle aussi, des valeurs rdelles. 

Les indices z~, x2, x 3 , ),,/~ d6signent  les nombres o ,  I , 2 , 3 , 4 dans 

un ordre convenablement  choisi. 
Si nous d6signons par A et V l e s  symboles op6ratoires, 

, , i ?  F ( ' , "  �9 ,~.(,,.. ,..)g.,). AS(z,  z.) = (Z + i,n)F(,fl x,) - -  \- ~ M ~,, + ~W~; , 

vz~'(x,, ~) = .~• ~,)-z~e(~,, ~)+ [~-m~-~.~+ e(~,,x~), 

et si nous d6signons par 121 un hombre qui en mdme temps que l'indice 
.~ soit pair ou impair, on obtient pour les cosinus directeurs les for- 

mules suivantes, dans lesquelles la sommation se rapporte ~ l 'indiee z 

qui parcour t  les vateurs x~, x~, x s 

V l 3 X ,  z \ 1 �9 

2'~z'z""~,,.z#,,..# (~',. '/,).#Oq �9 %), 

T~ = ilk~l " ' ! 
~ u  ' P l 3 X ~ b ' 1 3 ) , / Z v \ u ' l  ~ 2 I~2)X 

~I J~ ':~i = il)'l( - I) 2n'sm~" 2~'X")'g'mx(~l- I)[XAl(-- "2nznxsx* "' ~ o/ ' ' 

- - - -  ~,~" ) ) l ~ t l L m x  o o o f z , ,  

, " . ~ t  . . . . .  [ ) l x ~ t * l ( - -  ' "  ' " ~ #  < 
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pour les composantes de la vitesse de rotation suivant les axes propres 
du syst6me: 

et pour les eomposantes de la vitesse de rotation suivant les axes fixes 
dans l'espaee: 

r' ----- eonst, -~ l a 

Enfin les eosinus direeteurs du premier axe fixe dans le corps par rapport 
aux trois nouveaux axes introduits 

. .  yng .mX  , , 

W =  O. 

II est remarquable que les deux mouvements dans lesquels nous 
avons d6compos6 la rotation du corps appartiennent tous les  deux K un 
type g6n6ral, dont des autres cas sp6ciaux repr6sentent les mouvements 

la PoI~soT et le mouvement d'un corps solide dans un liquide que 
j'ai trait6 dans un travail publid dans le J o u r n a l  fo r  d ie  r e i n e  und  
a n g e w a n d t e  M a t h e m a t i k ,  t. Io9. 

Berlin, janvier z89~. 


