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0BER TERNARE DEFINITE FORMEN 

VON 

DAVID H I L B E R T  
in K ~ N I G S B E R G  i. Pr. 

Eine ganze rationale homogene Funktion f der drei Veritnder- 
lichen x ,  y ,  z, deren Ordnung n eine gerade Zahl ist und deren 

N = ~ I ( n - { - i ) ( n  + 2) Coefficienten reelle Zahlen sind, mSge eine ternare 

definite Form genannt werden, wenn dieselbe fiir reelle Werte der 
Veranderlichen z ,  y ,  z stets positiV ausfallt oder den Werth o annimmt. 
Giebt es reelle Wertsystcme der Veranderlichen, ffir welche die definite 
Form f den Weft o annimmt, so ist, wie man leicht zeigt, die Diskrimi- 
nante der Form f nothwendig gleich o. 

Die eben aufgestellte Definition lasst unmittelbar erkennen, dass 
durch beliebig oft wiederholte Addition u n d  Multiplication yon definiten 
Formen stets Formen entstehen, welche wiederum definit sind, d. h. die 
Gesammtheit aller definiten Formen bildet einen Formenbereich yon der 
.Besehaffenheit, dass jede durch Addition und Multiplication aus Formen 
des Bereiches zusammengesetzte Form wiederum dem Bereiche angehsrt. 
Ferner ist jedes Quadrat einer beliebigen Form mit reellen Coefficienten eine 
definite Form und wir erhalten daher durch Addition und Multiplication 
solcher Formenquadrate stets wiederum definite Formen. Ich babe jedoch 
in einer Abhandlung: )){Jber die 1)arstellung definiter _Formen als Summe 
von Formenquadraten)) 1 gezeigt, dass nicht jede definite Form auf diese 

i M a t h e m a t i s c h e  Annalen .  Bd. 32, S. 342 
Avta math~m~b~a. 17. Imprim6 le 23 septembre 1892. 22 



170 David Itilbert. 

Weise als Summe von Formenquadraten dargestellt werden kann, und 
zwar lautet der beztigliche dort von mir bewiesene Satz, wie folgt 

Eine jede tern(ire quadratische und biquadratische definite Form lcisst 
sich als Summe yon drei Quadraten reeller Formen darstellen. Unter den 
definiten Formen yon der 6 te~ oder yon hSherer Ordnung giebt es jedoch stets 
solche, welche Mcht einer endlichen Summe yon Quadraten reeller Formen 
gleich sind. 

Um dennoch zu einer allgemein gi~ltigen Darstellungsform fiir die 
definiten Formen zu gelangen, beachten wir zunachst die Thatsache, dass 
allemal, wenn ein Faktor einer definiten Form definit ist, nothwendig 
auch der tlbrig bleibende Faktor eine definite Form sein muss; es wiirde 
daher der definite Charakter einer Form auch bereits dunn erkennbar 
sein, wenn dieselbe sieh als Brueh darstellen liesse, dessen Zi~hler und 
Nenner gleieh Summen von Formenquadraten sind. Eine solche Darstellung 
ist nun in der That stets m6glich, wie im folgendem gezeigt werden wird. 
Der Beweis dafiir bietet erhebliche Schwierigkeiten dar; ich theile der 
[Sbersicht halber die Darlegung desselben in 9 Abschnitte und kennzeichne 
kurz am Anfange eines jeden Abschnittes das zu erstrebende Ziel, am 
Schlusse des Abschnittes die in demselben gefundenen Resultate. 

Q 

Um die Existenz von gewissen definiten Formen, deren Besonderheit 
spi~ter ausfi~hrlich dargelegt werden wird, nachzuweisen, bedienen wir uns 
des folgenden Hilfssatzes: 

Es sei eine ternare Form t7 von der n ten Ordnung und mit reellen 
Coefficienten vorgelegt von der Beschaffenheit, dass die Curve F-----o 3 
gewshnliche Doppelpunkte P 1 , ' " ,  P~ mit getrennt liegenden Tangenten 
und uusserdem beliebige andere Doppelpunkte besitzt; es sei ferner F'  
eine Form yon derselben Ordnung n und mit reellen Coefficienten, welche 
in den Punkten /~1, " ' ,  P~ verschwindet, dagegen in shmmtlichen tibrigen 
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Doppelpunkten tier Curve F = o einen yon o verschiedenen Werth an- 
nimmt; endlich soll es msglich sein, N - - 3  Punkte in der Ebene zu be- 
stimmen derart, dass durch diese und durch die 3 Punkte P 1 , ' " ,  Pa 
sich keine Curve n ter Ordnung hindurch legen l~sst: unter diesen Voraus- 
setzungen giebt es stets eine Curve G = o von der namlichen Ordnung 
n, deren Coefficienten sich yon den Coefficienten der Form F nur um 
beliebig kleine Grsssen unterscheiden und welche in beliebiger N~he der 
Punkte P ~ , . . . ,  P~ je einen gew~hnlichen Doppelpunkt mit getrennten 
Tangenten besitzt, sonst aber keinen weiteren singuli~ren Punkt aufweist. 

Der Einfachheit halber setzen wir im Folgenden stets die dritte 
Coordinate z der Einheit gleich; die Coordinaten der 3 Punkte P~ , . . . ,  P~ 
seien dann bez(lglich 

X = a 1 ~ . . . ,  x --= an, 

y : b 1 , . . . ,  y = ~ b , ~ .  

Die gesuchte Form G nehmen wir an in der Gestalt 

G = ~ + t ( F '  + ~), 

wo t eine Veri~nderliche und ~2 wiederum eine Form n ter Ordnung bedeutet: 
wir wollen dann die N Coefficienten ul,  . . .  , ulv dieser Form 9 als Funk- 
tionen von t derart bestimmen, dass die Form G fi~r geniigend kleine 
Werthe yon t die Bedingungen des obigen Hilfssatzes erftillt. Zu dem 
Zwecke fiihren wir die folgenden Ausdrtlcke ein: 

a. ---- as + t(A~ + $.), 

ft. = b. + t(B. + r 

wo So, 7]. noch zu bestimmende Funktionen von t sind und wo 

(a=1...,9) 

= I ~  ~ -  ~x ~y~ I 
I L ~ ~ \ ~yy /  _J ~=~; 

= / ~ - ~  -~-~/ 

L~-~ ~ \~-~/ _J~=~: 
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einzusetzen sind. 

D a v i d  H i l b e r t .  

Nunmehr betraehten wir die 3~ Gleiehungen 

G(a, ,  fl,) -~ o ,  

~o (~,, fl,) o,  
~X 

~ ( ~ ,  fl,) = o. ~y 

Dieselben nehmen wegen 

F ( a , ,  b,) = o, 

(s=l,. . . ,$) 

OF'a b,) o,  ----- ~ . ,  = ~ , ,  
(s=l,...,~) 

F '  (as , ha) = o ,  

nach Weglassung des Faktors t auf der l inken Seite, die Gestalt an 

~2(a,, bJ Jr- tF~ Jr t~ f~ q- . . .  = o ,  

~-t ~ ' a , ,  b,) + r ( a , , "  ~ 'F.  b,) + ~,~,~'/~ (a,, b,) + t/~, + . . . .  o, (,=,,~, .,~, 

~I2 (a, b,) + ~, o ' F  (a, b,) + 72, a 'F"  b,) + t ~ ' +  o,  ~-~ , ~ , ~ t",, . . . .  

wo F1, F~, . . . ,  F~, . . . ,  1~' ,  . . .  ganze rationale Ausdrtieke in u l , . . . ,  u~v; 

~,, ~, bedeuten. 
Es gilt nun bekanntlieh der folgende Satz: 1 

Wenn m Gleiehungen yon der Gestalt 

,,,,~1 + . . .  + a,,.~.. + t~ , , (x , ,  . . . ,  ~,.) + t ' ~ , ( , ~ , . . . ,  x.,) + . . . .  o, 
�9 * �9 �9 �9 * �9 �9 * �9 * �9 �9 �9 * �9 �9 , �9 * 

amlXl  JI- ' ' '  JI- ammXm 7 I- t ~ m l ( X l ,  " �9 " ,  Win) Jl'- t $ ~ m 2 ( X l ,  ~ ~ " ,  Xm) + . . . .  0 

gegeben sind, wo die linkefi Seiten Potenzreihen der m + i Verander- 
lichen X l , . . . ,  x,,, t bedeuten und die Determinante der Coeffieienten 

Vergl. L. KO~ms]3~.r~e]~ Theorie der Differentialgleiehungen mit einer unabMinglgen 
Variabdn. Leipzig I889. S. 43. 



U b e r  t e r n i i r e  d e f i n i t e  F o r m e n .  173 

a l l ,  a l ~ , . . . ,  a,,,,~ einen von o verschiedenen Wert besitzt, so lassen sich 
far die Gr0ssen x ~ , . . . ,  x,, eindeutig bestimmte, nach ganzen Potenzen 
von t fortschreitende Reihen finden, welche obige m Gleichungen identisch 
fiir alle Werte von t befriedigen. 

Nach der Voraussetzung des zu beweisenden Hilfssatzes gibt es in 
der Ebene N ~ 3 Punkte P~+~, . . . .  P~r yon der Beschaffenheit, dass durch 
die N Punkte P ~ , . . . , / ~ v  keine Curve n ter Ordnung sich legen li~sst. 
Die Coordinaten solcher N - - 3  Punkte bezeichnen wir bezfiglich mit: 

X ~--- a $ §  1 ~ �9 �9 �9 ~ X = a N ~  

y = b~§ , . . . ,  y = b~ .  

Wir ftigen dann den obigen 3~ Gleichungen noch die folgenden N - - 3  
Gleichungen 

B(a,, b,) = o (,=~+I,...,N) 

hinzu und betrachten in dem so entstehenden Systeme von N-{- 23 Glei- 
chungen die Grssse t als unabhi~ngige Ver'Anderliche und die N - 4 - 2 3  

Grsssen u 1 , . . . , u l v ;  $1,~]1; $ 2 , 7 1 2 ; " - ; $ ~ , ~  als die zu bestimmenden 
Funktionen von t. Auf dieses Gleichungssystem lltsst sich der obige Satz 
anwenden; denn diese N +  23 Gleichungen haben die verlangte Gestalt 
und die betreffende Determinante der Coefficienten yon u 1 , . . . ,  u~v; $1, ~h; 
~2, ~]2; " ' - ; $ ~ ,  ~a nimmt den Wert an 

n n - - 1  
a l  a~ -~ b 1 a 1 . . . I 

~ 2  ~ 2  v 2  ~ 2  . , , I 

- 1  - - -  . . . . . . . . . .  

a~v a ~ - l b ~  a ~  -1  . . . I 

Hier haben die J Faktoren des Produktes IX s'Ammtlich einen yon o ver- 
sehiedenen Wert, da naeh Voraussetzung die Punkte P 1 , . . . ,  P~ far die 
Curve F-- - -o  gew0hnliche Doppelpunkte mit getrennten Tangenten sind 
und die N-reihige Determinante ist wegen der zuvor angenommenen Eigen- 
schaft der Punkte /91, . . . .  , Ply ebenfalls eine yon o verschiedene Grssse. 

Damit haben wir die Coefficienten der Form ~2 als Funktionen yon 
t bestimmt und es bleibt nur noch tibrig zu zeigen, dass fiir genfigend 
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kleine Werte t die Curve G ~ o ausser den o~ Doppe lpunkten  6tl: ~ ill; 
. . .  ; a , , / ~ ,  ke ine  anderen singuli~ren Punk te  besitzt. Dieser Nachweis ge- 

schieht,  wie folgt. Die Coordinaten der singuli~ren P u n k t e  der Curve 

G = o bes t immen sich aus den Gleichungen 

vG vG 
G ~ o ,  - - ~ o ,  - - ~ - - - 0  

Ox ~y 

und sind daher, wie man  leicht durch-El imina t ion  erkennt,  algebraische 

Funkt ionen  yon t. Besi~ssen also diese 3 Gleichungen ffir beliebige Werte 

yon t ausser den 3 L0sungen a , ,  fi~ ; �9 . . ; a~, fl~ noeh eine andere gemein- 

same Losung, so mtisste dieselbe sich, wie folgt,  entwickeln lassen 

x --- a o + a i t  ~, + a~t ~ + . . . ,  

y = b o + b i t  ~' + b~t ~ - ~  . . . ,  

wo die Exponenten  v 1 , v2, " ' " , / h , / ~ ,  �9 �9 �9 positive rationale Zahlen und  

wo a l ,  b 1 y o n  O verschieden angenommen  werden k0nnen. Fiir t ~---o 

folgt,  dass der P u n k t  x ~ ao, y ~ b 0 ein singult~rer P u n k t  der Curve 

F ~--o ist. Nach der im Hilfssatze gemachten  Voraussetzung n i m m t  die 

Fo rm F '  in den singulhren Punk t en  der Curve F ~---o einen yon o ver- 

schiedenen Wer t  an. Es sei F ' ( a  o, b o ) ~  a. Verlegen wir nun  den 

Anfang  des  Coordinatensystems in den P u n k t  x = a  o , y ~ b 0, so nehmen 

die obigen 3 Gleichungen die Gestalt  an 

xy "t" . . .  "[- t(a -I- a'x + a"y + . . . )  + . . . .  o ,  

y + . . .  + t(a' + . . .  + . . . = o ,  

x + . . . + t ( a " +  . . .  + . . . = o  

und  man i~berzeugt sich leicht, dass diese Gleichungen durch die Reihen 

x ~ aat ~' + . . . ,  y ~ bate' + . . .  

nicht  identisch fiir alle Werte  t befriedigt  werden k0nnen. Dami t  ist 

der Beweis f(~r unseren Hilfssatz vollsti~ndig erbracht.  
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Der Hilfssatz ist nach verschiedenen Richtungen hin einer Verall- 
gemeinerung fi~hig; ich m0chte iiberdies hervorheben, dass derselbe in 
der Theorie der algebraischen Curven und Flachen zur Erledigung von 
Existenzfragen wesentliche Dienste leistet. 

~O 

In diesem Abschnitte werde ich eine terni~re definite irreducible 
Form G v o n d e r  Beschaffenheit construiren, dass G ~-~ o eine Curve mit 
I 
~ ( n -  i ) ( n -  2) getrennt liegenden Doppelpunkten darstellt, welche zum 

Theil reell, und isolirt, zum Theil paarweise conjugirt imaginar sind. 
]ch nehme zu diesem Zweck an, es sei bereits eine terni~re definite 

irreducible Form F yon der n - - 2  re" Ordnung construirt yon der Eigen- 

schaft, dass F----o eine Curve mit - ~ ( n - - 3 ) ( n - - 4 ) g e t r e n n t  liegenden 
2 

Doppelpunkten darstellt; ferner nehme ich 2 lineare Formen 1 und l' mit 
reellen Coefficienten und yon der Beschaffenheit an, dass die ima.gin'~re 
gerade Linie 1 + i l ' ~  o die Curve F =  o in n - - 2  getrennt liegenden 
imagini~ren Punkten Q 1 , ' . ' ,  Q,,-2 schneidet. Die conjugirt imaginare 
Gerade 1 - - i l ' =  o schneidet dann die Curve F----o beziiglich in den 
n - - 2  conjugirt imaginaren Punkten Q ~ , . . . ,  Q'_~ und diese letzteren 
Punkte liegen wiederum alle untereinander und von den Punkten QI,..., Q~-~ 
getrennt. Ferner nehme man auf F = o irgend 3 ( n m  2) paarweise con- 
jugirt imaginare Punkte /~1, " ' ' '  R3(.--~) und auf der Geraden l + il" ---- o 

zwei imagini~re Punkte 5'1, S~ an; die zu diesen conjugirt imagini~ren 
Punkte S'I, S; liegen auf der Geraden l ~ i l ' =  o.  Endlich sei P irgend 
ein ausserhalb der Curven F =  o , l + il' = o ,  1 - - i l '  ~-- o gelegener 
reeller Punkt der Ebene. Ich construire jetzt eine Form ~ '  yon der n re" 

i 1. Ordnung, welche in den ~ ( n - - 3 ) ( n ~  4) Doppelpunkten yon ----o, 

ferner in den Punkten Qt, .. . ,  Q~-~, Q~, . . . ,  Q:,-~, R l ,  . . . ,  R3<,_~), S1, S~, S~, S; ,  

in dem Punkte P und in dem Schnittpunkte der beiden Geraden 1----o, 
l ' ~  o verschwindet. Eine solche Form existirt stets, da die Gesammt- 

zahl der angegebenen Punkte gleich ~ n ( n  + 3) ist. Die Form F '  nimmt 
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in den beiden Punkten Q._~, Q~_~ einen von o verschiedenen Wert an; 
denn im entgegengesetzten Falle wi~rde die Curve ~"----o mit der Curve 
F ~  o mehr als n ( n - - 2 )  Punkte und mit den Geraden l + i l ' ~  o ,  

l -  i l ' ~  o mehr als n Punkte gemein haben und folglich mtisste die 
Form F '  mlt der Form F ~ (1 ~ + l '2)F his auf einen constanten Faktor 
t~bereinstimmen. Dies ist aber nicht der Fall, da die letztere Form F 
im Punkte P einen von o verschiedenen Wert hat, die Form F '  dagegen 
im Punkte P verschwindet. 

Wir wenden jetzt den in Absehnitt I bewiesenen Hilfssatz auf die 
I 

Curve F ~  o an. Diese Curve hat die 2 ( n -  3)(n 4) Doppelpunkte 

yon F =  o, ferner die Punkte QI,  �9 . . ,  Q.-~,  Q~, . . . ,  Q'.-~ und ausserdem 
den Puakt  1 ~ o ,: l ' ~  o zu gewshnliehen Doppelpunkten mit getrennten 
Tangenten. Die Form F '  verschwindet in diesen s~tmmtlichen Punkten, 
ausgenommen in den beiden Punkten Q._~, Q:_~. Es giebt daher nach 
jenem Satze eine Curve G ~ o yon der namlichen Ordnung n, welche in 
der Umgebung der Doppelpunkte von F ~ o, der Punkte Q 1 , . . . ,  Q.-8, 
Q'~, . . . ,  Q:_~ und des Punktes 1 ~ o ,  l' ~ o je einen gewshnliehen Doppel- 
punkt mit ge~rennten Tangenten besitzt, sonst aber keinen Doppelpunkt 
aufweist. Die Zahl der Doppelpunkte der Curve G ~ o ist daher genau 

I 
gleich ~ (n - -  I)(n - -  2). 

Die Form G i s t  filr hinreichend kleine Werte des Parameters t eine 
definite Form. Denn h~tte die Curve G = o einen reellen Zug, so mt~sste 
dieser fi~r t ~ o sich in einen reellen isolirten Doppelpunkt der Curve 
F ~ o zusammenziehen. Andererseits kann for jede um einen solchen 
Doppelpunkt abgegrenzte 'Umgebung ein von o verschiedener Wert von 
t gefunden werden, so dass die diesem Werte t entspreehende Form G 
in jener Umgebung positiv oder null ist. Man sieht dies leicht ein, wenn 
man den Mittelpunkt des Coordinatensystems in den variirenden Doppel- 
punkt verIegt. 

Dass die erhaltene Form G ftlr beliebige, zwischen gewissen Grenzen 
liegende Werthe von t irredueibel ist, kann durch folgende Betrachtung 
gezeigt werden. Wir denken uns durch die Gleichung G = o die Grosse 
y als algebraische Funktion yon z bestimmt und dann ilber der complexen 
x-Ebene die zu dieser Funktion y zugehSrige Riemannsche Fl~che con- 
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struirt. F~]r t----o zerfMlt diese Riemannsche Flache in 3 getrennte den 
Gleichungen F ----- o ,  l .-}- i l '  . ~  o ,  l - -  i l '  ---- o entspreehende Theile: der 
erste der Gleichung F ~ o entsprechende Theil bedeckt die complexe x- 
Ebene ( n -  2)-lath und ist wegen der Irreducibilitat jener Gleichung in 
sieh zusammenhangend; die beiden anderen Theile bedecken die x-Ebene 
je einfach. Lassen wir nun den Parameter t yon o an wachsen, so werden 
die Doppelpunkte Q~-2, Q'~-~ aufgelost und in folge dessen erhalten die 
beiden letzteren Theile je 2 Verzweigungspunkte, welche dieselben mit 
dem ersteren. Theile zu einer einzigen in sich zusammenhangenden Rie- 
mannsehen Flache verbinden. Damit ist der verlangte Beweis gefiihrt. 

Wir haben jetzt eine irreducible definite Form G yon der Eigen- 

- schah gefunden, dass die Gleichung G = o eine Curve mit 2 

gewshnlichen getrennt liegenden Doppelpunkten darstellt. 

o 

In diesem Abschnitt wollen wir die soeben construirte Form G als 
B r uc h  darstellen, dessen Zi~hler gleich der Summe yon 3 Formenqua- 
draten ist. 

Zu dem Zwecke wahlen wir auf der Curve G----o irgend n - - 4  
getrennt liegende und paarweise conjugirt imaginare Punkte A~, . . . ,  
A~_.~ aus und bilden dann 3 von einander linear unabhi~ngige Formen 
p ,  ~, z Yon der  n - - 2  t~ Ordnung und mit reellen Coefficienten, welche 

in den - I ( n -  I)(n ~ 2) Doppelpunkten und in den n--~ 4 Punkten A x 
2 

. . . ,  A._, verschwinden. Dies ist stets mSglich, da die Zahl der aufer. 
legten Bedingungen gerade um 3 kleiner ist, als die Zahl der Coefficienten 
einer Form Yon der n - - 2  t"€ Ordnung. Wenn wir nunmehr die Curve 
G ( x ,  y ,  z)----o vermOge der Formeln 

r  p ( x ,  y ,  y ,  y ,  

transformiren, so erhalten wir eine Gleichung von der Gestalt g($, 72, r  o. 
Hier ist g eine irreducible quadratische Form yon $, 7/, ~', da unter den 
n (n - -  2) Schnittpunkten der beiden Curven G = o und u p  -[- v 6  - k  w z  ~ o 

A~a mathcmatf~a. 17. Imprimt! le 28 f~vrier 1893. 23 
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nur ~ mit den 
vorhunden sind. 
yon der Gestalt 

David Hilbert. 

unbestimmten Parametern u,  v , w  vertinderliche Punkte 
Die Ausft~hrung der Transformation ergiebt Formeln 

x : v : z  = r ($ ,  ,;,  r s($, v,  r k(~, ~, r 

wo r ,  s ,  k Formen der Veri~nderlichen $, 72, ~ mit reellen Coefficienten 
sind. Hieraus i'olgt, dass g eine definite Form ist; denn ware g($, ~7, ~') ---- o 
die Gleichung eines reellen Kegelschnittes, so wfirden sich durch Berech- 
hung der Formen r ,  s ,  k unendlich viele reelle Wertsysteme x ,  y ,  z 
ergeben, fi~r .welche G verschwindet. Die Form g gestattet daher eine 
Darstellung yon der Gestalt 

g($ , 7] , ~) = (c~$ + d~] + e,~ ~ + (c2~ + d2~ + e2r 2 + (ca~ + d3~ + e3r ~, 

wo c, d ,  e reelle Constanten sind, deren Determinante von o verschieden ist. 
Wenn wir nun in der Form g statt der Veranderlichen $, 7], ~" die 

Formen p ,  ~, x einsetzen, so entsteht elne Form yon der 2 n - - 4  te" Ord- 
nung in x,  y ,  z, welche die Form G als Faktor enthMt. Wir setzen 

ago, ,,,  ~) = h(~, v ,  ~ )e (~ ,  v ,  ~), 

wo h e i n e  definite Form yon der n - - 4  re" Ordnung in x ,  y ,  z bedeutet. 
Die 9 reellen Constanten c, d ,  e sind noch zum Theil willkiirlich: 

man wi~hle die 3 Constanten cl, dl ,  el derart, dass die Curve n - - 2  t~ 
Ordnung clp + d la  + eix ~---O aus der Curve G = o ausser jenen 

~-(n-- i)(n 2) Doppelpunkten und den n - - 4  festen Punkten A~ A._4 

zvcei yon diesen und unter einander getrennt liegende Punkte .4 und B 
aussehneidet. 

Setzen wir der Ki~rze wegen 

so erhalten wir: 

clp + d ltr + e Ix ~ P ( x , y ,  z), 

c~p + d2~r + e2x ~ 2:(x, y ,  z), 

cap + d.,~ + e~x - -  K(x , y ,  z), 

h G =  P~ + .Y,2 + h~. 
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Aus dieser Formel sieht man unmittelbar, class die Form h in den 
n - -  4 Punkten A 1 , . . . ,  A,_4 verschwindet; ausserdem ist ffir die weitere 
Entwicklung der Umstand wesentlich, dass h in den Doppelpunkten der 
Curve G = o nicht verschwindet. Um das letztere zu beweisen n e h m e n  
wir das Gegentheil an und verlegen den Anfang des Coordinatensystems 
in den betreffenden Doppelpunkt, filr welehen h = o ist. Dann haben 
die in Betraeht kommenden Formen die Gestalt 

h ~ hlX + h2y + . . . ,  

G = Gll x~ + 2Gl~xy + G~2y ~ + . . . ,  

P - ~  PIX "F P, y - ~ . . . ,  

Z = ZlX "F Z2Y n t" . . . ,  

K =  KlX-l- K @ - k . . .  , 

wo nur die Glieder niedrigster Ordnung in x ,  y hingesehrieben sind. Aus 
der obigen Identitat folgt leicht 

(Pl~ + P~y)~ + (~,~ + z~y)~ + (g,~ + K~y) 2 =  o 

und hieraus wiederum ergiebt sich, dass die 3 linearen Formen 

Fix + P2Y, ,~lx + ,V2y, l;ix + K~y 

entweder identisch o sind oder sich unter einander nur um einen con- 
stanten Faktor unterscheiden. Wir ksnnen daher jedenfalls aus den Formen 
P ,  X, K 2 lineare Combinationen Hs, II2 herstellen, welche keine Glieder 
erster Ordnung in x ,  y enthalten. Dann w~hlen wir auf G-----o einen 
beliebigen Punkt P und bestimmen die Constanten 2~, 2~ so, dass die 
Form H ~ 21]-~ 1 -~ ~2]]2 im Punkte P verschwindet. Die Curve / / ~  o 
besitzt dann in dem Anfangspunkte des Coordinatensystems einen Doppel- 
punkt und geht ausserdem durch die iibrigen Doppelpunkte der Curve 
G = o und dureh die Punkte A 1 , . . .  , A,_4, P je einfach hindurch; sie 
wilrde daher die Curve G-----o in mehr als n ( n -  2)Punkten  schneiden, 
was unmsglich ist. Die Annahme derzufolge h in jenem Doppelpunkte 
verschwindet ist daher unzulassig. 
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Wir haben in diesem Abschnitte gezeigt, dass die in Abschnitt 2 
construirte Form G die Darstellung 

p , +  2~+ K ' 
G----- h 

gestattet , wo P, X, K Formen n -  2 ter Ordnung mit reellen Coefficienten 
I 

bedeuten, welehe in den ~ ( n -  ~ ) ( n -  =) Doppelpunkten und ausserdem 

in den n - - 4  paarweise eonjugirt imaginaren Punkten A ~ , . . . ,  A,,_4 der 
Curve G--= o verschwinden. Ausserdem ist h eine Form n ~ 4 t~r O r d -  

I hung, welehe in jenen ~ ( n -  i ) ( n -  a) Doppelpunkten yon o verschieden 

ist, dagegen in den n ~ 4 Punkten A~ ~ . . . ,  A~_4 verschwlndet. Die Curve 
P = o schneidet auf G = o noeh die beiden weiteren einander conjugirt 
imaglniiren Punkte A ,  B aus, in welchen h yon o verschieden angenom- 
men werden kann. 

D 

Die Form G i s t  eine Form nfit verschwindender Diskriminaute. Wir 
werden jetzt mit Hilfe dieser Form G eine Form fruit  nicht verschwindender 
Diskriminante construiren, welche die ni~mliche Darstellung wie G gestattet. 

Aus den am Schlusse des vorigen Absehnittes ungestellten Betraehtun- 
gen folgt, dass ft~r einen Doppelpunkt der Curve G = o die 3 Determinanten 

aP aP ! 
ax ay 

aZ aZ 
ax ay 

~ 
a x  

a x  

az a2" 
ax ay 

aK aK 
ax ay 

nicht s'ammtlich versehwinden und es ist daher msglich, 3 quadratische 
Formen p, q, m zu bestimmen yon der Beschaffcnhelt, dass die Determinante 

aP aP 
ax ay 

a2: a2" 
q 

ax ay 

aK aK 
ax ay 
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eine Funktion wird, welche in s~mmtlichen Doppelpunkten von G = o 
einen yon o verschiedenen Wert  annimmt. Wir  setzen nun 

~ - - - P  + t h p ,  

r = ~ + thq, 

y. = K + thin, 

f = G + 2t(Pj9 + Zq .3r- Kin) + t2h(p ~ + q~ + m 2) 

und haben dann infolge der Formel ftir G die Identitat 

hf -- ~ + r + z ~, 

wo die Formen h ,  f ,  ~ ,  r  2' offenbar sammtlich in den Punkten A~, 
�9 . . ,  A,_4 gleich o sind. 

Um den Nachweis zu ffihren, dass die Form f fi~r beliebige zwischen 
gewissen Grenzen liegende Werte yon t eine yon o verschiedene Diskri- 
minante besitzt, nehmen wir im Gegentheile an, es gebe fiir beliebige t 
stets ein Wertepaar x , y ,  welches den Gleichungen 

Of Of 

geni~gt. Durch Elimination erkennt man leicht, dass die Losungen x ,  y 
algebraische Funktionen yon t sind und daher eine Entwicklung yon der 
Gestalt 

x - - - a  o + a f , + a 2 t  ~ + . . . ,  

y = b o + b i t  ~'' + b2V' + . . .  , 

gestatten wt~rden, wo die Exponenten ~1, v,, �9 �9 �9 P2, �9 �9 �9 positive ra- 
tionale Zahlen sind und wo a 1 , b 1 yon o verschieden angenommen werden 
k0nnen. Ffir t : o  folgt, dass der Punkt  x ~ a  0 , y = b  0 ein Doppel- 
punkt  der Curve G ~ o ist. Verlegen wir den Anfang des Coordinaten. 
systems in diesen Doppelpunkt, so erhalten die in Betrach~ kommenden 
Formen die Gestalt 

G = Gllx  2 + 2G12xy + G~y 2 + . . . ,  

PP T Xq + K m  ----- C~x + C2y + . . . ,  

h(p  ' + q~ + m ') = Co + . . .  
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und es wird folglich 

David ttilbert. 

, Of 
2 Oy 

f x Of y Of 
2 Ox 2 ~y 

I ~ f  = G,1z ..}_ G~,y + C~t + . . . ,  
2 OX 

- - -  = G~,x + G.y + C,t + . . . ,  

= c, xt + C, yt + Co t '  + . . . ,  

wo rechter Hand nut  die Glieder niedrigster Ordnung in x ,  y ,  t hin- 
geschrieben sin& Damit nun diese 3 Ausdrtlcke nach Einsetzung der 
Werte 

X : alff '  + . . . ,  y = bit ~' + . . .  

identisch fiir alle t verschwinden, ist es, wie man leicht zeigt, nothwendig, 
dass jene Reihen ftlr x ,  y nach ganzen P0tenzen von t fortschreiten und 
dass die Determinante 

G11 G,~ C, 

A =  G,, G,, C, 

c, c, Co 
den Weft o hut. 

Zur Berechnung der Determinante A setzen wir 

P =  Plx + P2Y + ' " ,  

2, = 21x + 2`2Y + " " ,  

K =  K,x + K2y + . . . ,  

p = P o t  + . . . ,  

q = q o t  + . . . ,  

m ----mot + , . . ,  

.h=h,  + . . . ,  

wo h 0 wegen der fraher bewiesenen Eigenschaft der Form h yon o ver- 
schieden ist. Aus der Formel 

folgt 

hG----- p2 + 2 ` 2 +  K2 

boa,  = PiP, + 2`~2`, + K,K,, 
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und die Determinante A ist daher bis auf den Faktor h 0 gleich der 
Diskriminante der quadratischen Form 

(P X + e , r  + hoPoT) + + ,LY +  ,oqoT)' + (K X + + ho oT) ; 

diese Diskriminante 
der Determinante 

ist aber' bis auf den Faktor h 0 

P, P~ Po 

Xl ~'2 qO , 

K, K, 

gleich dem Quadrat 

welche ihrerseits infolge der vorhin getroffenen Wahl der quadratischen 
Formen p ,  q ,  m eine yon o verschiedene Zahl darstellt. Wir  sind somit 
auf einen Widerspruch geffihrt und hieraus folgt die Unzul~ssigkeit un- 
serer Annahme, der zufolge die Diskriminante der Form f ftlr alle Werte 
t verschwinden sollte. 

Wir kehren zu den im vorigen Abschnitte construirten Formen zu- 
ri~ck. Da die Form P im Punkte A verschwindet, so wird eine der 
beiden Formen 2: + iK oder 2 ' - - i K  ebenfalls in A gleich o; es sei dies 
etwa die Form l 7 + iK. Dann wird zugleich die conjugirt imagini~re 
Form 2 : -  iK in dem zu A conjugirt imagin~ren Punkte B gleich o und 
die Form 2 ' + i K  hat nothwendig in B, die Form Z - - i K  in A einen 
yon o verschiedenen Wert; denn im entgegengesetzten Falle mt~ssten 17 
und K in A verschwinden und da h in A yon o verschieden ist, so w(irde 
folgen, dass die Curve G----o in A einen Doppelpunkt besitzt, was nicht 
der Fall ist. 

Wi t  beweisen ferner, dass die Curve i: + iK-----o die Curve G = o 
in A beriihrt. Zu dem Zwecke verlegen wir den Anfang des Coordinaten- 
systems in den Punkt A und wahlen die Tangente yon G ---- o im Punkte 
A zur y-Aehse; die in Betracht kommenden Formen nehmen dann die 
Gestalt an 

P =  P~x + P2Y + . . . ,  G = G~x + . . . ,  

X + iK.---- T~x + T2y + . . . ,  h = h o + . . . ,  

�9 - - i K - - - -  T o + . . .  , 
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wo :To, G~, h0 yon o verschiedene Zahlen sind. Aus der Relation 

hG ~- P~ + (2: + i K ) ( 2 : -  iI 0 

folgt T~ ----o, und damit ist die Behauptung bewiesen. 
Die Formen f ,  ~ ,  r ,Z  enthalten noch die Veranderliche t. Durch 

Wahl eines geni~gend kleinen Wertes ffir t ksnnen wit offenbar erreichen, 
dass die. Sehnittpunkte der  Curve f =  o m i t  den Curven r + i Z ~ o,  

r  Z ~ o in beliebige Nahe der bez~gliehen Schnittpunkte der Curve 
G-----o mit den Curven 2 : + i K ,  2 ' - - i K - - - o  fallen, wobei die Ent- 
fernung zweier Punkte etwa durch die Summe der absoluten Betr~ge 
der Coordinatendifferenzen gemessen Werden mOge. Wir grenzen nun 
unter Zugrundelegung eben derselben Definition der Entfernung um die 

I ( n -  I ) ( n -  2) Doppelpunkte yon G --= o je ein so kleines Gebiet ab, 
2 

dass h in jedem Punkte dieser Gebiete yon o verschieden ist, und dass 
ausserdem keine Form yon der n -  3 ten Ordnung existirt, welehe in jedem 

dieser 2I (n - -  i)(n - -  2) Gebiete eine Nullstelle besitzt. Dass letzteres stets 

m6glieh ist, geht aus dem Umstande hervor, dass es keine Curve n - -  3 ter 

Ordnung giebt, welche durch die sammtliehen ~ (n - -  i)(n - -  2) Doppel- 

punkte yon G = 0 hindureh geht. Ausserdem grenze man aueh um die 
beiden Punkte A ,  B je ein Gebiet ab, in welchem h yon o verschieden 
ist. Nun wi~hle man t so klein, dass die Schnittpunkte der Curven 
r + i Z ~ - o  und r  Z -----o mit der Curve f-----o s~mmtlich in die ab- 
gegrenzten Gebiete fallen, abgesehen yon den n - - 4  Schnittpunkten A~, 
. . . ,  A._,, welche lest bleiben. Beracksiehtigen wir dann die Identi tat  

und die Thatsache, dass f-----o keinen Doppelpunkt besitzt, so erhalten 
wir durch eine ~hnliche Schlussweise, wie sie kurz zuvor angewandt worden 
ist, das folgende Resultat: die Curve r + i Z -----o berfihrt die Curve f =  o 
in einem Punkte des um A abgegrenzten Gebietes und in je einem Punkte 

I ( n - -  I ) ( n - -  2) Doppelpunkte yon derjenigen Gebiete, welche um d ie~  

G = o abgegrenzt sind; wir bezeichnen die Beriahrungspunkte bezt~glieh 
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mit A ,  U ~ , . . . ,  U�89 Die Curve ~ - - i  Z = o bertihrt die Curve 
f =  o in einem Punkte des um B abgegrenzten Gebietes und in je einem 

' ( n - -  ~)(n--  2) Doppelpunkte abgegrenzten Gebiete; Punkte der um die 2 

wir bezeichnen die Berfihrungspunkte beztiglich mit B, V1,. . . ,  V�89 
Somit haben wir eine definite Form f mit nicht verschwindender 

Diskriminante construirt, welche die Darstellung 

f =  + r  h 

gestattet; dabei sind 9 ,  r  Formen yon der n - - : t e n  Ordnung mit 
reellen Coefficienten und mit den folgenden Eigenschaften: die Curven 

~-~ o ,  r  Z = o haben mit der Curve f = o gewisse ~ - - 4  paar- 
weise conjugirt imagini~re Punkte A1, ..., An_4 gemein; die Curve ~, + i X = o 

I ( n -  I ) ( n -  2) imagi- beriihrt ausserdem die Curve f = o in den I -4- 

n~ren Punkten A ,  U ~ , . . . ,  ~71(n__i)(n_2) ; die Curve ~ - - i  Z = o berlihrt 
f =  o in den conjugirt imaginaren Punkten B ,  V ~ , . . . ,  V1(._~)(~_2); die 
Curve F = o schneidet die Curve f = o noch in den weiteren Punkten 
A,  U 1 , . . . ,  U�89 B ,  V ~ , . . . ,  V~(._,),~._2). Sammtliche in Betracht 
gezogene Punkte liegen yon einander getrennt und die Bert~hrungspunkte 
~ , . . . ,  U�89 sowie die Beriihrungspunkte V 1 , . . .  , V�89 
nicht auf einer Curve n ~ 3 t~r Ord/mng. 

8 

In den nun folgenden Abschnitten werden wir sowohl die Coeffi- 
cienten der eben construirten Form f ,  als auch die auf der Curve f = o 
gelegenen Punkte A ,  B ,  U,  V einer stetigen Veri~nderung unterwerfen 
und zwar derart, dass dabei die s'~mmtlichen Coefficienten yon f und die 
Coordinaten der Punkte A 1 , . . . ,  An_,, A als die unabh~ngigen Veri~nder- 
lichen, dagegen die Coordinaten der Punkte U ~ , . . . ,  U�89 Funk- 
tionen jener unabhi~ngigen Veri~nderlichen betrachtet werdcn. Dabei be- 
nutzen wit einige Thatsachen aus der Theorie der Abelschen Funktionen, 
welche sich fiir unseren Zweck, wie folgt, aussprechen lassen. 

A6"ta m a t h ~ a t / ~ .  17. Imprim6 le 1 mars 1893. 24  
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Es sei F eine beliebige Form von der n ten Ordnung mit reellen 
Coeffieienten und von nicht verschwindender Diskriminante. Durch die 
Gleichung F =  o wird y als algebraisehe Funktion yon x definirt. Da 
die Curve /~' = o keinen Doppelpunkt besitzt, so hat das Gesehlecht der- 
selben den Wert 

~ ( n -  i)(n- 2). 

Die p ~berall endlichen Integrale der Curve haben die Gestalt 

fX~ y~ 

wo die Summe der Exponenten /z, v die Zahl n - - 3  nicht iiberschreitet. 
Fiir unseren Zweek kommt das Problem in Betr~cht, eine Curve yon 

der n - - 2  ten Ordnung zu construiren, welche die gegebene Curve F ~ o 
in den gegebenen Punkten A x , . . .  , .4,_ 4 sehneidet, in dem ebenfalls ge- 
gebenen Punkte A berfihrt und endlich in p weiteren zu bestimmenden 
Punkten bertihrt. Dieses Problem ffihrt auf eine Theilungsaufgabe; das- 
selbe ist daher mit Hilfe des Jacobischen Umkehrproblems ]Ssbar. 

Es seien p bestimmte iiberall endliche Integrale nach der yon RIE- 
MA~N angegebenen Vorschrift ausgewi~hlt; wir bezeichnen dieselbe mit 
w ~ , . . . ,  w~ und verstehen ullgemein unter w(P)  den Weft eines solehen 
Integrals im Punkte P. 

I. Sind dann 1 ~ , . . . ,  P,(~-2)die Sehnittpunkte irgend einer Curve 
n - - 2  t~r Ordnung mit der Curve / ; ' ~  o, so ist nach dem Abelschen 
Theorem 

Ws('LPl) .Af- . . .4- Ws ( pn(n_2))  ~ ~s ,  (s=l,~,...,p, 

wo fll, " "  , ~ gewisse Summen von iiberall endlichen Integralen bedeuten, 
welche nicht yon den Punkten t)1, . . . ,  P,,(,._~), sondern nur yon den Coef- 
ficienten der Form /~ abhi~ngen. 

Aus der Umkehrung des Abelschen Theorems ergiebt sich ferner 
der folgende Satz: 

II. Wenn f~r ~ ( n - - 2 )  Punkte P I , " ' ,  P~(,-~-) der Curve F--- -o  
die in Satz I angegebenen Congruenzen erfallt sind, so kSnnen diese dureh 
eine Curve n - - 2  TM Ordnung ausgeschnitten werden. 
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Wir verstehen im Folgenden unter w(x) den WerL welehen das 
Integral w in dem Punkte mit den Coordinaten x ,  y annimmt. Es gelten 
(]ann far die zu unserem algebraischen Gebilde zugehsrige Funl~tion 0 
yon p Veri~nderlichen die folgenden S~tze: 

III. Wenn die p Punkte U 1 , . . . ,  Up nicht auf einer Curve n - -  3 te r  

Ordnung liegen, so verschwindet die Funktion 

o[wl(~) - -  ~1(u,)  - - . . . - -  w1( u p ) , . . . ,  w~(~) - -  ~ ( v , )  - - . . . - -  w~(U~)] 

nicht identiseh far alle Werte v o n  x. 
IV. Wenn die obige Funktion 0 nieht identiseh far alle Werte 

yon x verschwindet, so hat sie, als Funktion yon x betrachtet, die p 
Punkte U 1 , . . . ,  Up und nut diese zu Nullstellen, und wenn man dann 
in jener Funktion 0 die Werte 

w,(u,) + . . .  + w,(up) - P '  
2 

' [w . (A , )  + . . .  + w.(~._~)]--w.(A) 
2 

(~= 1,2,...,p) 

einsetzt, so sind die p Nullstellen die Berahrungspunkte einer Curve 
n -  2 ter Ordnung, welche F-----0 in den gegebenen Punkten A1, . . .  , A,,_4 
schneidet und i n  dem gegebenen Punkte A berahrt. 

V. Die Funktion 0 verschwindet identiseh, wenn es msglich ist, in 
jeder beliebig kleinen Umgebung der p Punkte U 1 , . . . ,  Up ~ndere p 
Punkte U~, . . . ,  U~ zu finden yon der Art, dass diese ebenfalls Berahrungs- 
punkte einer Curve n - - 2  ter Ordmmg sind, welche F - - o  in den ge- 
gebenen Punkten A 1 , . . .  , A,,_4 schneidet und in dem gegebenen Punkte 
A beriihrt. 

VI. Ulngekehrt wenn die obige Funktion 0 identiseh far alle Werte 
yon x versehwindet, so giebt es in beliebiger Nahe der Punkte U1,.. .  , Up 
stets p andere Punkte U ~ , . . . ,  U;) yon der Art, dass die ]etzteren die 
Berahrungspunkte einer durch A 1 , . . . ,  A~_~ hindurch gehenden und in 
A berahrenden Curve n - - 2  ter Ordnung sin& 
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6m 

Mit Hilfe der angefahrten Sgrtze lasst sich die stetige _~nderung der 
Coefficienten der Form f in der Weise vollziehen, wie dies am Anfang 
des vorigen Abschnittes in Aussicht genommen worden ist. Zu dem 
Zwecke bilden wir far die besonderc Form f die Funktion 

- -  - - . . . - -  w , (  - -  w ; ( u , )  - - . . . - -  up(U )] 

und denken uns darin die auf die Punkte U beziiglichen Integralsummen 
dutch die bekannten Grt~ssen ersetzt, in der Weise, wie dies in Satz IV 
des vorigen Abschnittes geschehen ist. Da nach-der in Abschnitt 4 aus- 
gefahrten Construction yon f die p Berahrungspunktc U 1 , . . . ,  U~ nicht 
auf einer Curve n -  3 t~ Ordnung liegen, so ist nach Satz III des vorigen 
Abschnittes die Funktion 0 nicht identisch far alle Wertc yon x gleich o. 
Die Funktion 0 besitzt daher nach Satz IV nut in den p Punkten 
U~,. . . ,  Up den Weft o. Die Perioden und Argumente tier Funktion 
0 setzen sich in bestimmt vorgeschriebener Weise aus den zur Curve f =  o 
gehorigen aberall endlichen Integralen zusammen. Wenn wir daher die 
Coefficienten der Form f u n d  die gegebenen Punkte A I , . . . ,  A,,_4, A 
einer stetigen Anderung unterwerfen, so ~ndern sich auch die Perioden 
und Argumente der Funktion 0 stetig, solange nut die Diskriminante der 
Form f nicht o wird. Es lasst sich nun die Funktion 0 nach Potenzen 
der Perioden und Argumente entwickeln und nach einem bekannten Satze 
y o n  WEIERSTRASS 1 sind folglich auch die Nullstellen der Funktion 0 
stetige Funktionen der Perioden und Argumente. Damit ist gezeigt, dass 
diese Nullstellen ebenfalls sich stetig andern, wenn man die Coefficienten 
der Form f und die gegebenen Punkte A ~ , . . . ,  A~_~, A einer stetigen 
~knderung unterwirft. 

Die Nullstellen U 1 , . . .  , Up der Funktion ~ sind, wie eben ausgefi;lhrt 
worden ist, die Berahrungspunkte einer Curve n ~  2 t~r Ordnung. Da 

1 Vgl. die Abhandlung: .Einige auf die Theorie der analytischen Funktionen mehrerer 
Veriindertichen sich be~iehende Siit~e. Abschnitt I. 
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durch diese i0 Beriihrungspunkte und durch die gegebenen Punkte A~, 
�9 . . ,  An_4, A die Berahrungscurve r + i Z ---- o v011ig bestimmt ist, so 
folgt, dass auch die Coefficienten der Form r + i Z bei jener stetigen 
Anderung selber eine stetige Anderung erfahren und das gleiche gilt 
daher auch yon den Coefficienten der Formen r und Z" 

Es kommt nun wesentlich darauf an, zu zeigen, dass jede (lurch 
stetige Anderung aus f entstehende Form F eine ebensolche Darstellung 
gestattet, wie die Form f. Um diesen Beweis zu ffihren, construiren wir 
zunachst aus den p Nullstellen der Funktion 0 for die Curve F = o die 
beziigliche Beri~hrungscurve; es sei q~'+ iX  = o die Gleichung dieser 
Berohrungscurve; dabei m~;lssen die ~ - - 4  einfachen Schnittpunkte dieser 
Beriihrungscurve mit F = o paarweise conjugirt imagini~r gewahlt  sein; 
wir bezeichnen dieselben wiederum mit A 1 , . . . ,  A._4. Die Beriihrungs- 
punkte heissen wiederum A,  U ~ , . . . ,  Up und die zu diesen conjugirt 
imaginaren Punkte B ,  V ~ , . . . ,  V:~ sind dann offenbar diejenigen Punkte, 
in welchen die ebenfalls durch A 1 , . . . ,  A~_~ hindurch gehende Curve 
q~ ' - - iX  ~ - o  die Curve F = o bert~hrt. 

Nach Satz I ist 

ws(A1) + . , ,  7[- ws(An_4) "-I-- 2[ws(A)  "J[- ws(UI) "3[-"'" + ~)s(~"Tp)] ~/~8,  

ws(Al) "-1- �9 �9 �9 + ws(An-41 "-l-- 2 [ w , ( B )  31- w , ( V l )  - I - ,  �9 �9 3[- ws( Vp)] ~-- [~s 
(s = 1,2,...,p) 

und wenn man diese beiden Formeln addirt und die so entstehende Con- 
gruenz durch 2 dividirt, so wird 

w,(~l) + . . .  + w,(~n_,) + w,(,4) + w,(Vl) + . . .  + w,(Cp) 

$ 
+ w,(B) + w/V~) + . .  + w~(V~)-fl~ + ~/ /~,  ~,=1,,, ,~, 

wo H i , . . .  , ]rip ein Periodensystcm ist und wo s entwed~r o oder I be- 
deutet. Um zu entscheiden, welcher yon diesen beiden Fhllen eintritt, 
beachten wir, dass die auf f =  o gelegenen Punkte A 1, . . . ,  A.__4, A, 
U 1 , . . .  , U~, B ,  V 1 , . . .  , V~ si~mmtlich durch eine Curve n - - 2  t~r Ord- 
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nung, namlich durch die 
daher nach Satz I 

David I~Iilbert. 

Curve ~ ~ o ausgeschnitten werden und dass 

w,(A,) + . . .  + ~,(A~_,) + w,(A) + w,(U~) + . . .  + w,(U~) 

+ ~,(B) + w,(Y,) + . . .  + w,(v~)=_~, ~,=,,~,...,,~> 

ist. Da aber durch stetige Anderung der Coefficienten der Form F u n d  
der Coordinaten der Punkte A 1 , . . . ,  An_4, A die obige Formel in diese 
letztere i~bergefiihrt wird und die Perioden II 1 , . . . ,  lip bei dieser Anderung 
nicht si~mmtlich verschwinden kOnnen, so folgt, dass in der ersteren Formel 
z den Wert o hat, und nach Satz II ksnnen daher die auf F = o gelegenen 
Punkte A 1 , . . .  ,A~_4, A ,  ~ . ~ , . . . ,  U p , B ,  V 1 , . . . ,  V~) ebenfalls durch 
eine Curve n ~  2 ter Ordnung ausgesehnitten werden; dieselbe sei durch 
die Gleichung r = o dargestellt, w o r  eine Form n -  2 t~ Ordnung mit 

reellen Coefficienten bedeutet. 
Jede der beiden Curven r = o und (~'~ -t- X: = o schneider die 

Curve F-----o in den n ( n ~ 2 )  Punkten A ~ , . . . , A , _ , , A ,  U I , . . . ,  Up, 
B ,  I r a , . . .  , V~ und zwar zi~hlt offenbar jeder dieser Punkte als 2-facher 
Schnittpunkt. Bestimmen wir daher die Constante 2 derart, dass die 
Form 2r - ~":-~ X: mit der Form F noch eine weitere Nullstelle 
gemein hat, so wird jene Form 2 r  ~ +  X ~ nothwendig die Form T' 
als Faktor enthalten. Dabei ist die Constante ~ eine reelle Zahl; denn 
w~re sie complex und bezeichnen wir ihren conjugirt imagin'~ren Werth 
mit ~', so folgt, dass such zugleich die Form 2' r ~ .2+  X: durch F 
theilbar sein miisste, was offenbar nicht zutrifft. Nehmen wir ferner die 
Quadratwurzel aus dem absoluten Wert yon 2 mit in die Bezeichnung 
der Form r auf, so erhalten wir eine Relation yon der Gestalt 

Da wir durch stetige Anderung der Coefficienten von /~,  r  ~r X 
nothwendigerweise wieder zu den beziiglichen Coefficienten der Formen 
f ,  F ,  r  Z, zurt~ck gelangen konnen und zwischen diesen letzteren Formen 
die Relation 
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besteht, so muss auch in der obigen Formel das positive Vorzeichen gelten, 
und wir haben somit gezeigt, dass die Form F die Darstellung 

~ + F "~ + X' iV----- 
H 

gestattet. Dabei ist F eine Form mit reellen Coefficienten, welche aus 
der Form f durch beliebige stetige Anderung der Coefficienten entstanden 
ist, mit der Einschri~nkung jedoch, dass bei der vorgenommenen Anderung 
keine Form auftritt, deren Diskriminante gleich o ist oder fi;tr welche die 
betreffende Funktion 0 identisch far alle Werte yon x versehwindet. 

0 

Wit untersuchen in diesem Abschnitte, unfer welchen Umstanden aus 
der Form f durch stetige Ver~nderung der Coefficienten eine Form ent- 
stehen kann, fiir welche die betreffende Funktion 0 identisch verschwindet. 
Fiir diese Untersuchung brauchen wir einen Hilfssatz aus der Theorie der 
Elimination, der wie folgt lautet: 

Es seien m Gleichungen yon der Gestalt 

G,(x, y , . . . , p ,  q , . . . )  -- o, 

�82 

G,~(x , U ,  . . . ,  P ,  q ,  . . . )  ~ o 

vorgelegt, we G I , . . .  , G,,, ganze rationale Funktionen der Unbekannten 
x ,  y ,  . . .  und der Parameter p ,  q, . . .  sind. Diese Gleichungen seien 
fiir x :  o,y----- o ,  . . . , p - - - - - o , q - - - - o , . . .  erft~llt und es gebe ferner 
eine positive GrSsse ~ yon der Art, dass allemal, wenn die Werte der 
Parameter p ,  q, . . . ,  absolut genommen die GrSsse 3 nicht tiberschreiten, 
ein und nur ein System yon GrSssen x ,  y , . . .  gefunden werden kann, 
welche .iene Gleiehungen befriedigen und deren absolute Betrage ebenfalls 
s~mmtlich die Grosse 3 nicht t~berschreiten: dann sind nothwendig die 
Grsssen x ,  y , . . .  algebraische-Funktionen der Parameter p ,  q , . . .  d. h. 
jede der Funktionen x ,  y ,  . . .  genfigt einer algebraischen Gleichung, deren 
Coefficienten rational yon p , q , . . ,  abh~ngen. 
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Der Beweis bietet keine wesentliche Schwierigkeit; ich gehe jedoch 
auf denselben hier nicht n~her ein. 

Mit Hilfe des eben ausgesprochenen Satzes l~sst sieh der Beweis ffihren, 
dass die Coordinaten der Beriahrungspunkte U1, . . . ,  U~ algebraische Funk- 
tionen der Coefficienten der Form /~ und der Coordinaten der Punkte 
A 1 , . . . ,  A~_4, A sind. In der That wenn man die Bedingungen dafar 
aufstellt, dass U 1 , . . . ,  Up die Berilhrungspunkte einer Curve n - - 2  ter 

Ordnung sind, welche die Curve F = o in den gegebenen Punkten A1, 
�9 . . ,  A~_4 sehneidet und in dem gegebenen Punkte A ber~hrt, so erh~lt 
man ein System yon algebraischen Gleichungen; und wenn wir dann die 
Coeffieienten der Form F u n d  die Coordinaten der Punkte A1, . . .  , A~_4, 
A stetig andern ]assen, so entspricht jedem dadurch entstehenden Systeme 
yon Coefficienten und Coordinaten eine bestimmte Funktion 8, deren 
Nullstellen eben jene Beriahrungspunkte darstellen. Somit sind unter 
Beriieksichtigung der S~ttze IV und V in Abschnitt 5 alle Bedingungen 
unseres Hi~lfssatzes erfiillt u n d e s  folgt daher aus demselben, dass die 
Coordinaten der Berahrungspunkte l ~ , . . . ,  ~ algebraischen Gleichungen 
geniagen, deren Coefficienten ganze rationale Funktionen yon den gegebenen 
Grossen, nhmlieh yon den Coordinaten der Form /;' und den Coordinaten 
der Punkte A 1 , . . .  , A,,_4, A sind. Wir denken uns diese algebraischen 
Gleichungen aufgestellt und nehmen an, dass die Coefficienten dieser 
Gleichungen nicht s~mmtlich eine ganze rationale Funktion der gegebenen 
Grossen als gemeinsamen Faktor enthalten. 

Soll nun die Form ~' die Besonderheit haben, dass die beztigliche 
Funktion 0 i'iar alle Werte yon x und far alle Werte der Coordinaten 
yon A1, . . . ,  AM_~ identisch verschwindet, so giebt es nach dem Satze VI 
der Abschnittes 5 in beliebiger Nhhe der Punkte U 1 , . . .  , Up noch an- 
dere Werthe U ; , . . : ,  U~, welche jene Gleiehungen befriedigen, el. h. jene 
Gleiehungen haben unendlich viele Lssungen und daher miassten in diesem 
Falle mindestens in einer jener Gleichungen sammtliche Coefficienten ver- 
schwinden. Durch bIullsetzen dieser sgmmtlichen Coefi3cienten entsteht 
dann ein Gleichungssystem yon der Gestalt 

C 1 - - o ,  . . ,  = o ,  

wo 6' 1 , . . . ,  C M ganze rationale Funktionen yon den Coeffieienten a 1 , . . . ,  a~v 
der Form F sind. Diese Funktionen, k{}nnen nicht siimmtlich ein und 
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denselben Faktor enthalten, da ja die linken Seiten der obigen Gleichungen 
sonst ebenfalls diesen Faktor enthalten mQssten, was unserer Festsetzung 
widerspricht. Wegen der gefundenen Eigenschaft definiren diese Glei- 
chungen, wenn wir die Coefficienten a l ,  . . . ,  air yon F als homogene 
Punktcoordinaten in einem Raume //  von N m i Dimensionen deuten, 
gewisse algebraische Gebilde, welche yon niedrigerer als yon der N - - 2  re" 
Dimension sind, und somit hat sich ergeben, dass die Funktion ~ bei 
beliebiger Wahl  der Punkte A1, . . . ,  An-4, A nur dann identisch ver- 
schwinden kann, wenn die Coefficienten al ,  . . . ,  aN der betreffenden Form 
F im Raume R yon N m I Dimensionen einen Punkt darstellen, welcher 
auf gewissen algebraischen Gebilden von niederer als der A r m  2 te~ Di- 
mension gelegen ist. 

0 

Wir sind nun in den Stand gesetzt, die am Schlusse des Abschnittes 
6 gefundenen Resultate auf alle definiten Formen auszudehnen. Zu dem 
Zwecke beweisen wir zuvor den folgenden Satz: 

Es sei f l ,  f~, ' . ."  eine unendliche Reihe definiter Formen, von denen 
jede eine Darstellung in der oben gefundenen Weise gestattet und deren 
Coefficienten in der Grenze bezt~glich den Coefficienten einer bestimmten 
Form F gleich sind: diese Form /? ist dann ebenfalls in der fraglichen 
Weise darstellbar. 

Zum Beweise setzen wir 

h~ 
(s=l ,2 , . . . )  

und denken uns ftir jeden Wert yon s den Bruch auf der rechten Seite 
so  eingerichtet, dass der absolut gr~sste Coefficient in den Formen 9~8, qg~, 2'~ 
der Einheit gleich wird, was sich offenbar stets erreichen lasst, indem wir 
Z/thler und Nenner des Bruches durch das Quadrat dieses absolut grOssten 
Coefficienten dividiren. Da nach der Voraussetzung auch die Coefficicnten 
der Formen f, s~mmtlich absolut genommen unter einer gewissen G~'enze 
liegen, so gilt das n~mliche auch yon den Coefficienten h,. Betrachten 

.4eta mathcrmat{~a. 17, Imprim6 le 3 mars 1893. 25  
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wir nun die unendliche Reihe der Coefficienten in den Formen ~,, r 2',, h,, 

so folgt aus einem bekannten Satze, dass sich mindestens ein System von 
zugehsrigen Werten finden li~sst, in dessen Umgebung sich die Coeffi- 
cientenwerte der Formenreihe verdichten. Die aus diesen Verdichtungs- 
werten gebildeten Formen bezeichnen wir mit (P, ~ ,  X ,  H. Dann ist 
es far ein beliebig klein vorgeschriebenes 3 stets mSglich, eine Zahl s zu 
finden, so dass 

l < t r < I x - z , I  < } H - -  h,I < 

ausfallt. Hieraus kann leicht bewiesen werden, dass 

ist; ware namlich 

H F ~  ~2 ~.2 ~ X~ :_ A ,  

wo A eine Form ist, welche mindestens einen von o verschiedenen Coeffi- 
cienten hut, so setze man 

in die letztere Gleichung ein und beachte, dass durch geeignete Wahl 
yon s si~mmtliche Coefficienten der Formen ~r~, z,,  $,, x,, 7], unter jeden 
noch so kleinen Weft herabgedriickt werden k6nnen. Hiermit aber ware 
es unvereinbar, dass A einen yon o verschiedenen Coefl]cienten hat. 

Dutch eine leichte Uberlegung folgt zugleich, dass nothwendiger- 
weise, wenn f~r jedes s die 3 Formen ~,, ~b~, Z, eine gewisse Anzahl ge- 
meinsumer Nu|lstellen haben, auch die Grenzformen ~ ,  ~',  X ebenso 
viele gemeinsame Nullstellen besitzen mtissen. 

Der leichteren Darstellung wegen, deuten wir im folgenden die  _h r 
Coefficienten a 1 , . . . ,  a N der Form F als homogene Punktcoordinaten im 
Raume /~ von N - - I  Dimensionen und betrachten in diesem Raume zu- 
nachst die dutch die Gleichung D - ~  o dargestellte Fliiche, wo D die 
Diskriminante der Form P bedeutet. Diese  Flache ist yon der N - - 2  ten 

Dimension und fheilt den Raum in verschiedene Gebiete. Wit  denken 
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uns ferner in dem Raume R die durch die Gleichungen C~ ~ o , . . . ,  
C~ ~ o dargestellten algebraischen Gebilde construirt; dieselben sind den 
Ausfahrungen des vorigen Abschnittes zufolge yon niederer als von der 
.N ~ 2 ten Dimension. Nunmehr fassen wir insbesondere diejenigen Punkte 
des Raumes R ins Auge, welche den definiten Formen entsprechen. Wie 
leicht einzusehen und aueh bereits in meiner oben citirten Arbeit ~ber 
die Darstellung definiter Formen als Summe yon Formenquadraten 1 bewiesen 
women ist, kSnnen zwei definite Formen durch stetige Andertmg der 
reellen Coeffieienten in einander iibergeffihrt werden, ohne dass dabei eine 
Form mit verschwindender Diskriminante passirt wird, d. h. die den de- 
finiten Formen entsprechenden Punkte des Raumes //erft~llen ein einziges 
zusammenhi~ngendes Gebiet. An der Grenze dieses Gebietes liegen solche 
Punkte, denen definite Formen mit verschwindender Diskriminante ent- 
sprechen, und ausseMem ragen in jenes Gebiet der definiten Formen noch 
isolirte Gebilde yon der N - - 3  re" und yon niederen Dimensionen hinein, 
deren Punkte ebenfalls Formen mit verschwindender Diskriminante dar- 
stellen. Da die Gebilde C 1 -~ o , . . . ,  C~-~ o ebenfalls hSehstens von 
d er ~ - - 3  t+" Dimension sind, so kSnnen such diese den Zusammenhang 
des Gebietes der definiten Formen nicht stSren und wenn daher f u n d  F 
zwei definite Formen sind, so ist es stets msglich durch stetige Anderung 
der reellen Coefficienten die Form f in die Form F iiberzuffihren, ohne 
dass dabei ein Punkt der Diskriminantenfl~che D ~ o oder ein Punkt 
des Gebildes C1 ~ o ,  . . . ,  C~ ~ o tibersehritten wird. 

Wir verstehen jetzt unter f die in Abschnitt 4 construirte definite 
Form. Da die Bert~hrungspunkte U 1 , . . . ,  Up nicht auf ein~r Curve 
n ~ 3 t~ Ordnung liegen, so verschwindet die Funktion 0 nicht identisch 
und der entsprechende Punkt im Raume R liegt daher nicht auf jenen 
Gebilden C~ ~ o , . . . ,  C~ = o, zugleich liegt derselbe ausserhalb der 
Diskriminantenfl~che. Nun bezeichne F irgend eine beliebige definite 
Form, so dass der entspreehende Punkt entweder ausserhalb oder auf 
ienen besonderen Gebilden zu liegen kommt. Dann verbinde ieh in der 
eben betrachteten Weise f mit F durch einen Weg, auf welchem die 
Form f stetig in F fibergeht, ohne dass dabei ein auf jenen besonderen 
Gebilden gelegener Punkt passirt wird. 

Vgl. Mathematische  Anna|en.  Bd. 32. S. 344. 
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Wir ftihren nunmehr den Beweis dafiir, dass jedem Punkte dieses 
Wegen eine Form entspricht, welche die fragliche Darstellung als Quotient 
gestattet. In der That, wenn wir den Weg bin zu einem bestimmten 
Punkte hin durchlaufen und wenn allen bis dahin durchlaufenen Punk- 
ten Formen entsprechen, welche jene Darstellung gestatten, so ist auch 
for die diesem Punkte entsprechende Form jene Darstellung mSglich, 
wie aus dem zu Anfang dieses Abschnittes bewiesenen Satze folgt. 
Andererneitn ergiebt sich aun Abschnitt 6 die folgende Thatnache: wenn 
far eine Form F,  welche einem Punkte des construirten Weges ent- 
spricht die Darstellbarkeit bereits bewiesen worden ist, so lanst sich yon 
diesem Punkte  ab auf dem Wege stets ein endliches Stock abgrenzen 
derart, dass aueh alle diesem Wegsti~cke entsprechende Formen jene Dar- 
ntellung gestatten, und da die dem Endpunkt des Weges entsprechende 
Form F eine beliebige definite Form ist, so haben wir den folgenden 
Satz bewiesen: 

Jede beliebige ternt~re definite Form ~' von der n ten Ordnung ist in 
der Gestalt darstellbar 

F _____ 
~ + ~ + X ~ 

H 

wo 4), ~ ,  X Formen mit reellen Coefficienten yon der n - -  2 re" Ordnung 
sind, und H die n -  4 t~ Ordnung besitzt. 

1 

Dan eben gewomaene Ergebniss liefert unmittelbar den Beweis filr 
den in der Einleitung ausgesprochenen Satz; denn die rechter Hand im 
Nenner des Bruches auftretende Form H yon der n -  4 ten Ordnung ist 
offenbar ebenfalls eine definite Form und gestattet daher wiederum nach 
eben jenem Satze die Darstellung als Bruch, dessen Z~hler eine Summe 
von 3 Formenquadraten und dessen Nenner eine definite Form von der 
n -  8 ten Ordnung ist. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens gelangen wir 
schliesslich zu einem Bruche, dessen hTenner eine Constante oder eine 
quadratische definite Form ist. Da letztere ebenfalls einer Summe yon 
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Formenquadr~iten gleich ist, so erhalten wir nach Ausfiihrung der Mul- 
tiplicationen eine Darstellung der ursprtinglichen Form F als Quotient von 
Quadratsummen. Wir sprechen den so gewonnenen Satz, wie folgt, aus" 

E i n e  j e d e  terngire definite F o r m  F ldsst sich in der  Gestalt  

F = r  + Ca + " "  + ~0  
2 2 2 f~ + f~ + " '"  + fe 

darstellen,  wo ~Pl , ~ , . .  � 9  #P , ~1 ,  ~2 , �9 �9 � 9  ~p F o r m e n  mi t  reellen Coeffi- 

cienten s in& 

Ksnigsberg in Pr., 18 Februar 1892. 


