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UBER TERNARE DEFINITE FORMEN

VON

DAVID HILBERT

in KONIGSBERG i. Pr.

Eine ganze rationale homogene Funktion f der drei Ver&nder-
lichen x, y, #, deren Ordnung % eine gerade Zahl ist und deren

N = ;‘(n + 1)(n + 2) Coefficienten reelle Zahlen sind, mdge eine ternare

definite Form genannt werden, wenn dieselbe fir reelle Werte der
Veranderlichen z,y, ¢ stets positiv ausfallt oder den Werth o annimmt.
Giebt es reelle Wertsysteme der Veranderlichen, fiir welche die definite
Form f den Wert o annimmt, so ist, wie man leicht zeigt, die Diskrimi-
nante der Form f nothwendig gleich o.

Die eben aufgestellte Definition lasst unmittelbar erkennen, dass
durch beliebig oft wiederholte Addition und Multiplication von definiten
Formen stets Formen entstehen, welche wiederum definit sind, d. h. die
Gesammtheit aller definiten Formen bildet einen Formenbereich von der
Beschaffenheit, dass jede durch Addition und Multiplication aus Formen
des Bereiches zusammengesetzte Form wiederum dem Bereiche angehort.
Ferner ist jedes Quadrat einer beliebigen Form mit reellen Coefficienten eine
definite Form und wir erhalten daher durch Addition und Multiplication
solcher Formenquadrate stets wiederum definite Formen. Ich habe jedoch
in einer Abhandlung: » Uber die Darstellung definiter Formen als Summe
von Formenquadraten»' gezeigt, dass nicht jede definite Form auf diese

! Mathematische Annalen. Bd. 32, S. 342
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Weise als Summe von Formenquadraten dargestellt werden kann, und
zwar lautet der beziigliche dort von mir bewiesene Satz, wie folgt

Eine jede terndre quadratische und biquadratische definite Form ldsst
sich als Summe von drei Quadraten reeller Formen darstellen. Unter den
definiten Formen von der 6" oder von hiherer Ordnung giebt es jedoch stets
solche, welche nicht einer endlichen Summe von Quadraten reeller Formen
gleich sind.

Um dennoch zu einer allgemein gultigen Darstellungsform fiir die
definiten Formen zu gelangen, beachten wir zuniichst die Thatsache, dass
allemal, wenn ein Faktor einer definiten Form definit ist, nothwendig
auch der tbrig bleibende Faktor eine definite Form sein muss; es wiirde
daher der definite Charakter einer Form auch bereits dann erkennbar
sein, wenn dieselbe sich als Bruch darstellen liesse, dessen Zahler und
Nenner gleich Summen von Formenquadraten sind. Eine solche Darstellung
ist nun in der That stets moglich, wie im folgendem gezeigt werden wird.
Der Beweis dafur bietet erhebliche Schwierigkeiten dar; ich theile der
Ubersicht halber die Darlegung desselben in 9 Abschnitte und kennzeichne
kurz am Anfange eines jeden Abschnittes das zu erstrebende Ziel, am
Schlusse des Abschnittes die in demselben gefundenen Resultate.

L

Um die Existenz von gewissen definiten Formen, deren Besonderheit
spater ausfithrlich dargelegt werden wird, nachzuweisen, bedienen wir uns
des folgenden Hilfssatzes:

Es sei eine ternare Form F von der »*" Ordnung und mit reellen
Coefficienten vorgelegt von der Beschaffenheit, dass die Curve F'= o ¢
gewdhnliche Doppelpunkte P,, ..., P; mit getrennt liegenden Tangenten
und ausserdem beliebige andere Doppelpunkte besitzt; es sei ferner F’
eine Form von derselben Ordnung » und mit reellen Coefficienten, welche

in den Punkten P,,..., P, verschwindet, dagegen in simmtlichen iibrigen
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Doppelpunkten der Curve F = o einen von o verschiedenen Werth an-
nimmt; endlich soll es moglich sein, N -— ¢ Punkte in der Ebene zu be-
stimmen derart, dass durch diese und durch die ¢ Punkte P,..., P
sich keine Curve #'* Ordnung hindurch legen lasst: unter diesen Voraus-
setzungen giebt es stets eine Curve G' = o von der namlichen Ordnung
n, deren Coefficienten sich von den Coefficienten der Form F nur um
beliebig kleine Grossen unterscheiden und welche in beliebiger Nahe der
Punkte P ,..., P, je einen gewdhnlichen Doppelpunkt mit getrennten
Tangenten besitzt, sonst aber keinen weiteren singularen Punkt aufweist.

Der Einfachheit halber setzen wir im Folgenden stets die dritte
Coordinate 2 der Einheit gleich; die Coordinaten der ¢ Punkte P,.. ., P
seien dann beziiglich

T=0a,, ..., &= ay,
y==b,...,y="7"5;.

Die gesuchte Form G nehmen wir an in der Gestalt
G=F+ "+ 8,

wo ¢ eine Veranderliche und £ wiederum eine Form #** Ordnung bedeutet:
wir wollen dann die N Coefficienten u, , ..., uy dieser Form £ als Funk-
tionen von ¢ derart bestimmen, dass die Form G fur geniigend kleine
Werthe von ¢ die Bedingungen des obigen Hilfssatzes erfullt. Zu dem
Zwecke fubren wir die folgenden Ausdriicke ein:

ac = as + t(As + Es)’
ﬂs=b5+t(Ba+vs’

wo &,, 7, noch zu bestimmende Funktionen von ¢ sind und wo

(s=1,...,8)

COF 9'F ok 2 )
A — oy dxdy ox ay*
s I F TI\* !
LTx?aTﬁ‘(a?c?y) B b
[OF O'F _ oF 5k
B — 9z xdy oy ax®
S FELe ALy
a® oy’ axoy) A,
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einzusetzen sind. Nunmehr betrachten wir die 3¢ Gleichungen
G(a, ’ ﬂs) = 0,

G,

_5;(“‘ ’ ﬂ") =0 (8=1,...,&)
G

@(a, , 'B',) = O.

Dieselben nehmen wegen

oF oF
"—(a.)bs)'__O? @(ac’bs)=o7

o

F(“s; b.s) = 0O,

(5=1,...,0)

F'(a,, ) =o0,
nach Weglassung des Faktors ¢ auf der linken Seite, die Gestalt an

.Q(a,,b,)+tl‘1+t’1“2+...=

el
_(“s ’ bs) + 5o TAt (a.t, s) + Wsaxa (d_,, a) + t[" + = 0, (=12..3

or

20

a?F , .
sy(s’ s)+6xa ey(a"b“)'-l_m@—“(“-"b‘)—l_tn +...-—O,

wo Iy Iy, ..., I7,..., I7, ... ganze rationale Ausdriicke in u,, ..., uy;

g, , n, bedeuten. :
Es gilt nun bekanntlich der folgende Satz:'
Wenn m Gleichungen von der Gestalt

an®, + ...+ 6.2, + t$ll(xl""7xm)+t2$12(x1’"'7xm)+"'=07

amlxl+"'+ammxm+t$ml(xl,"')xm)+t2§Bm2(x1)"’7xm)+"‘=

gegeben sind, wo die linken Seiten Potenzreihen der m + 1 Ver4nder-
lichen #,,...,,, ¢t bedeuten und die Determinante der Coefficienten

! Vergl. L. KONIGSBERGER, Theorie der Differentialgleichungen mit einer unabhingigen
Variabeln. Leipzig 1889. 8. 43.
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@y 5 gy eer, Gy €inen von o verschiedenen Wert besitzt, so lassen sich
fur die Grossen #,, ..., s, eindeutig bestimmte, nach ganzen Potenzen
von ¢ fortschreitende Reihen finden, welche obige m Gleichungen identisch
fur alle Werte von ¢ befriedigen.

Nach der Voraussetzung des zu beweisenden Hilfssatzes gibt es in
der Ebene N — ¢ Punkte P;,,, ..., Py von der Beschaffenheit, dass durch
die N Punkte P,,..., Py keine Curve #' Ordnung sich legen lisst.
Die Coordinaten solcher N-— ¢ Punkte bezeichnen wir bezuglich mit:

56=(15,H, LI ] wzaN,
y=b5-{-17"-’y=bN'

Wir fiigen dann den obigen 34 Gleichungen noch die folgenden N -— ¢
Gleichungen

‘Q(a.: ’ b:) =0 (s=08+1,..,N)

hinzu und betrachten in dem so entstehenden Systeme von N 4 24 Glei-
chungen die Grosse ¢ als unabhingige Verinderliche und die N 4 26
Grossen u,,...,uy; &, 93 &y %3 ---3 &, 7 als die zu bestimmenden
Funktionen von ¢. Auf dieses Gleichungssystem lasst sich der obige Satz
anwenden; denn diese N + 26 Gleichungen haben die verlangte Gestalt
und die betreffende Determinante der Coefficienten von w,, ..., uy; & , 7,5
&%y -3 &, 7 nimmt den Wert an

at &b, & ... T
’="2"""’[32F32F 2’ F\* @ a7l @ ...
Il ax® ay? ox Yy 3:1?,' e e e e e e e e e
ay o'y @yt ... 1

Hier haben die ¢ Faktoren des Produktes II sammtlich einen von o ver-
schiedenen Wert, da nach Voraussetzung die Punkte 7, ..., P; fur die
Curve F = o gewdhnliche Doppelpunkte mit getrennten Tangenten sind
und die N-reihige Determinante ist wegen der zuvor angenommenen Eigen-
schaft der Punkte P ,...., Py ebenfalls eine von o verschiedene Grosse.

Damit haben wir die Coefficienten der Form £ als Funktionen von

¢ bestimmt und es bleibt nur noch ubrig zu zeigen, dass fur gentigend
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kleine Werte ¢ die Curve G = o ausser den ¢ Doppelpunkten a , j3;

.3 a5, f3; keine anderen singularen Punkte besitzt. Dieser Nachweis ge-
schieht, wie folgt. Die Coordinaten der singularen Punkte der Curve
G = o bestimmen sich aus den Gleichungen

oG oG
G = o, o = O oy
und sind daher, wie man leicht durch -Elimination erkennt, algebraische
Funktionen von ¢{. Besissen alsg diese 3 Gleichungen fiir beliebige Werte
von ¢ ausser den ¢ Losungen a,, f,;...; %, ff; noch eine andere gemein-
same LoOsung, so misste dieselbe sich, wie folgt, entwickeln lassen

x

I

ay + atr + a4 ...,
y=>b, 4 bt 4+ bt 4 ...,

wo die Exponenten v, ,v,, ..., fly, ..., positive rationale Zahlen und
wo a,, b von o verschieden angenommen werden konnen. Far t =0
folgt, dass der Punkt x = a,,y = b, ein singularer Punkt der Curve
F = o ist. Nach der im Hilfssatze gemachten Voraussetzung nimmt die
Form F’ in den singuldren Punkten der Curve F = o einen von o ver-
schiedenen Wert an. Es sei F'(q,,b,) = a. Verlegen wir nun den
~ Anfang des Coordinatensystems in den Punkt z = a,,y = b, so nehmen
die obigen 3 Gleichungen die Gestalt an

oy + ...+t +az+a'y+..)+ ... =0
y+ ...+ t@ 4+ ... )+ ...=o0,
z4 ...+ t@ + ... Y+ ...=0

und man tberzeugt sich leicht, dass diese Gleichungen durch die Reihen

x=at"+ ..., y=0bt" 4 ...

nicht identisch fiir alle Werte ¢ befriedigt werden konnen. Damit ist
der Beweis fir unseren Hilfssatz vollstandig erbracht.
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Der Hilfssatz ist nach verschiedenen Richtungen hin einer Verall-
‘gemeinerung fahig; ich mochte uberdies hervorheben, dass derselbe in
der Theorie der algebraischen Curven und Flachen zur Erledigung von
Existenzfragen wesentliche Dienste leistet.

2.

In diesem Abschnitte werde ich eine ternire definite irreducible
Form G von der Beschaffenheit construiren, dass G = o eine Curve mit

;(n — 1)(n — 2) getrennt liegenden Doppelpunkten darstellt, welche zum

Theil reell: und isolirt, zum Theil paarweise conjugirt imaginir sind.
Ich nehme zu diesem Zweck an, es sei bereits eine ternire definite
irreducible Form [I' von der # — 2** Ordnung construirt von der Eigen-

schaft, dass I"= o eine Curve mit %(n—— 3)(n — 4) getrennt liegenden

Doppelpunkten darstellt; ferner nehme ich 2 lineare Formen 7 und ¥ mit
reellen Coefficienten und von der Beschaffenheit an, dass die imaginare
gerade Linie I 4 i/’ = o die Curve I'= 0 in n— 2 getrennt liegenden
imaginiren Punkten @ ,..., @, , schneidet. Die conjugirt imaginare
‘Gerade [-—il' = o schneidet dann die Curve I'= o beziiglich in den
n— 2 conjugirt imaginiren Punkten @{,..., @, , und diese letateren
Punkte liegen wiederum alle untereinander und von den Punkten @,,..., Q,_,
getrennt. Ferner nehme man auf I'= o irgend 3(n — 2) paarweise con-
jugirt imaginire Punkte R , ..., R, , und auf der Geraden !+ i’ = o
zwel imaginire Punkte §,, S, an; die zu diesen conjugirt imaginiren
Punkte §;, §; liegen auf der Geraden I — i’ = o. Endlich sei P irgend
ein ausserhalb der Curven I'=o,l+4 ' =o0,l—il' =0 gelegener
reeller Punkt der Ebene. Ich construire jetzt eine Form F” von der #*®

Ordnung, welche in den —;(n——\;)(n——A,) Doppelpunkten von I'= o,

ferner in den Punkten @, ..., Q,_s, @, ..., @,_ss B\, -oey Ryn_sy, Si, Ss, S5y S5,
in dem Punkte P und in dem Schnittpunkte der beiden Geraden ! = o,
I = o verschwindet. Eine solche Form existirt stets, da die Gesammt-

zahl der angegebenen Punkte gleich gn(n + 3) ist. Die Form F’ nimmt
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in den beiden Punkten @, ,, @, , einen von o verschiedenen Wert an;
denn im entgegengesetzten Falle wirde die Curve #” = o mit der Curve
I'=o0 mehr als n(w — 2) Punkte und mit den Geraden ! 4 i’ = o,
! —i' = o0 mehr als % Punkte gemein haben und folglich misste die
Form F' mit der Form F = (I* 4 I'*)I" bis auf einen constanten Faktor
tibereinstimmen. Dies ist aber nicht der Fall, da die letztere Form F
im Punkte P einen von o verschiedenen Wert hat, die Form F’ dagegen
im Punkte P verschwindet.

Wir wenden jetzt den in Abschnitt 1 bewiesenen Hilfssatz auf die

Curve F =0 an. Diese Curve hat die ;—(n — 3)(n — 4) Doppelpunkte

von I' = o, ferner die Punkte Q,,..., @,_,, @1, ..., @._, und ausserdem
den Punkt ! = o0 ,! = o zu gewdhnlichen Doppelpunkten mit getrennten
Tangenten. Die Form Z#’ verschwindet in diesen simmtlichen Punkten,
ausgenommen in den beiden Punkten @, ,, ¢, ,. Es giebt daher nach
jenem Satze eine Curve G' = o von der namlichen Ordnung n, welche in
der Umgebung der Doppelpunkte von I' = o, der Punkte @,,..., @,_,,
Q:, ..., Q._; und des Punktes =0, = o je einen gewdhnlichen Doppel-
punkt mit getrennten Tangenten besitzt, sonst aber keinen Doppelpunkt
aufweist. Die Zahl der Doppelpunkte der Curve G' = o ist daher genau

gleich > (n — 1)(n — 2).

Die Form @G ist fur hinreichend kleine Werte des Parameters ¢ eine
definite Form. Denn hitte die Curve ¢ = o einen reellen Zug, so misste
dieser fur ¢ = o sich in einen reellen isolirten Doppelpunkt der Curve
F = o zusammenziechen. Andererseits kaun far jede um einen solchen
Doppelpunkt abgegrenzte ‘Umgebung ein von o verschiedener Wert von
¢ gefunden werden, so dass die diesem Werte ¢ entsprechende Form @
in jener Umgebung positiv oder null ist. Man sieht dies leicht ein, wenn
man den Mittelpunkt des Coordinatensystems in den variirenden Doppel-
punkt verlegt.

Dass die erhaltene Form G fur beliebige, zwischen gewissen Grenzen
liegende Werthe von ¢ irreducibel ist, kann durch folgende Betrachtung
gezeigt werden. Wir denken uns durch die Gleichung G = o die Grosse
y als algebraische Funktion von % bestimmt und dann tiber der complexen
z-Ebene die zu dieser Funktion y zugehdrige Riemannsche Fliche con-
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struirt. Far ¢ = o zerfallt diese Riemannsche Flache in 3 getrennte den
Gleichungen I'=o0,l 4" =o0,l—il' = o entsprechende Theile: der
erste der Gleichung /"= o entsprechende Theil bedeckt die complexe z-
Ebene (n — 2)-fach und ist wegen der Irreducibilitat jener Gleichung in
sich zusammenhingend; die beiden anderen Theile bedecken die z-Ebene
je einfach. Lassen wir nun den Parameter ¢ von o an wachsen, so werden
die Doppelpunkte @, ,, @,_, aufgelost und in folge dessen erhalten die
beiden letzteren Theile je 2 Verzweigungspunkte, welche dieselben mit
dem ersteren Theile zu einer einzigen in sich zusammenhingenden Rie-
mannschen Flache verbinden. Damit ist der verlangte Beweis gefuhrt.

Wir haben jetzt eine irreducible definite Form @ von der Eigen-

schaft gefunden, dass die Gleichung G = o eine Curve mit é(n —1)(n— 2)

gewohnlichen getrennt liegenden Doppelpunkten darstellt.

3.

In diesem Abschnitt wollen wir die soeben construirte Form G als
Bruch darstellen, dessen Zahler gleich der Summe von 3 Formenqua-
draten ist.

Zu dem Zwecke wiahlen wir auf der Curve G = o irgend # —4
. getrennt liegende und paarweise conjugirt imaginire Punkte 4,,...,
4, , aus und bilden dann 3 von einander linear unabhangige Formen
P, 0,2 von der » — 2** Ordnung und mit reellen Coefficienten, welche

in den ;(n—— 1)(n — 2) Doppelpunkten und in den # — 4 Punkten 4,

.5 4,_, verschwinden. Dies ist stets moglich, da die Zahl der aufer-
legten Bedingungen gerade um 3 kleiner ist, als die Zahl der Coefficienten
einer Form von der #» — 2** Ordnung. Wenn wir nunmehr die Curve
G(x,y, 2 = o vermdge der Formeln

E:p:l=px,y,2):0,y,2):x2,y,?

transformiren, so erhalten wir eine Gleichung von der Gestalt g(&, %, ¢) =o.
Hier ist g eine irreducible quadratische Form von &, %, ¢, da unter den

n(n — 2) Schnittpunkten der beiden Curven G = o und up 4 vo 4 wz = o
Acia mathematics. 17, Imprimé le 28 février 1893, 23
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nur 2 mit den unbestimmten Parametern #, v, w verinderliche Punkte
vorhanden sind. Die Ausfuhrung der Transformation ergiebt Formeln
von der Gestalt

xiy:z=rE,n,0):3&,%,8):k€&,9,0),

wo 7,8,k Formen der Ver#inderlichen &, », ¢ mit reellen Coefficienten
sind. Hieraus folgt, dass g eine definite Form ist; denn ware g(&,%,{) =0
die Gleichung eines reellen Kegelschnittes, so wiirden sich durch Berech-
nung der Formen r,s, %k unendlich viele reelle Wertsysteme z,y, 2
ergeben, fir welche G verschwindet. Die Form g gestattet daher eine
Darstellung von der Gestalt

9E&,7,0=1(5+dy+ ¢l + (.6 +dyy+ €0’ + (,6 + dyy + ¢,0)7,

wo ¢, d, e reelle Constanten sind, deren Determinante von o verschieden ist.
Wenn wir nun in der Form g statt der Veranderlichen &, 5, ¢ die

Formen p, ¢, x einsetzen, so entsteht eine Form von der 2# — 4'" Ord-

nung in z,y, 2z, welche die Form G als Faktor enthalt. Wir setzen

g(,o,o,z):h(w,y,z)G(x,y,z),

wo } eine definite Form von der » — 4" Ordnung in z,y, z bedeutet.
Die 9 reellen Constanten ¢, d, e sind noch zum Theil willkiirlich:

man wahle die 3 Constanten c,,d,, e derart, dass die Curve n — 2

Ordnung ¢,p + d,0 + ¢,x = 0 aus der Curve G = O ausser jenen
%(n— 1)( — 2) Doppelpunkten und den n — 4 festen Punkten 4,, ..., 4,

zwei von diesen und unter einander getrennt liegende Punkte 4 und B
ausschneidet.
Setzen wir der Kiirze wegen

cp+ do+ ex=Px,y,2),

cp+ dyo+ex=23w,y,2),

o+ do+ex=K(,y,2),
so erhalten wir:

hG = P* 4 3* 4+ K2,
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Aus dieser Formel sicht man unmittelbar, dass die Form % in den
n — 4 Punkten 4, ,..., 4,_, verschwindet; ausserdem ist fur die weitere
Entwicklung der Umstand wesentlich, dass % in den Doppelpunkten der
Curve G = o nicht verschwindet. Um das letstere zu beweisen nehmen
wir das Gegentheil an und verlegen den Anfang des Coordinatensystems
in den betreffenden Doppelpunkt, fiur welchen %# = o ist. Dann haben
die in Betracht kommenden Formen die Gestalt

h=hx+hy+...,
G=@G. 2"+ G2y + Gy’ + ...,
P=Px+ Py +...,
=%+ 2Zy+...,
K=Kz+Ky+...,

wo nur die Glieder niedrigster Ordnung in z,y hingeschrieben sind. Aus
der obigen Identitat folgt leicht

(Px 4+ Py)* + (B 4+ Z9)' 4+ Kz + Ky’ =o
und hieraus wiederum ergiebt sich, dass die 3 linearen Formen
Pz 4 Py, x4 2y, Kz + Ky

entweder identisch o sind oder sich unter einander nur um einen con-
stanten Faktor unterscheiden. Wir kénnen daher jedenfalls aus den Formen
P,%, K 2 lineare Combinationen J7,, /T, herstellen, welche keine Glieder
erster Ordnung in z,y enthalten. Dann wihlen wir auf G = o einen
belicbigen Punkt P und bestimmen die Constanten A,, A, so, dass die
Form /1= AJl, 4+ A,/T, im Punkte P verschwindet. Die Curve /I = o
besitzt dann in dem Anfangspunkte des Coordinatensystems einen Doppel-
punkt und geht ausserdem durch die wbrigen Doppelpunkte der Curve
G = o und durch die Punkte 4,,..., 4, ,, P je einfach hindurch; sie
wiirde daher die Curve G = o in mehr als #(n — 2) Punkten schneiden,
was unmdglich ist. Die Annahme derzufolge % in jenem Doppelpunkte
verschwindet ist daher unzulassig.
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Wir haben in diesem Abschnitte gezeigt, dass die in Abschnitt 2

construirte Form G die Darstellung

Py 3+ kP

G = 7

gestattet, wo P, ¥, K Formen n — 2'*" Ordnung mit reellen Coefficienten
bedeuten, welche in den é(n—— 1)(n — 2) Doppelpunkten und ausserdem

in den m — 4 paarweise conjugirt imaginiren Punkten 4 ,..., 4, der
Curve G = o verschwinden. Ausserdem ist % eine Form n — 4'* Ord- .

nung, welche in jenen ; (n — 1)(n — 2) Doppelpunkten von o verschieden

ist, dagegen in den # — 4 Punkten 4,, ..., 4, , verschwindet. Die Curve
P = o schneidet auf @ = o noch die beiden weiteren einander conjugirt
imaginiren Punkte 4, B aus, in welchen % von o verschieden angenoms-
men werden kann.

4.

Die Form G ist eine Form mit verschwindender Diskriminante. Wir
werden jetzt mit Hilfe dieser Form G eine Form f mit nicht verschwindender
Diskriminante construiren, welche die namliche Darstellung wie G gestattet.

Aus den am Schlusse des vorigen Abschnittes angestellten Betrachtun-
gen folgt, dass fir einen Doppelpunkt der Curve G = o die 3 Determinanten

|28 oP L 22 oX
oy ox oy ox 3y
oz Y ox dy oz oy

nicht sammtlich verschwinden und es ist daher moglich, 3 quadratische
Formen p, ¢, m zu bestimmen von der Beschaffenheit, dass die Determinante

P op
w B
o3 o
ox oy
oK ok
ox oy
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eine Funktion wird, welche in simmtlichen Doppelpunkten von G = o
einen von o verschiedenen Wert annimmt. Wir setzen nun

¢ = P + thp,
¢ =3 + thg,
¥ = K + thm,
f= G+ 2¢(Pp + g + Km) + 2h(p* + ¢* + m?)
und haben dann infolge der Formel fur G die Identitat
hf=¢* + $* + 1%
wo die Formen %,f, ¢, ¢,y offenbar simmtlich in den Punkten 4,,
., 4, , gleich o sind.

Um den Nachweis zu fiuhren, dass die Form f fur beliebige zwischen
gewissen Grenzen liegende Werte von ¢ eine von o verschiedene Diskri-
minante besitzt, nehmen wir im Gegentheile an, es gebe fiir beliebige ¢
stets ein Wertepaar x, y, welches den Gleichungen

of — of _

= QO — E=
f b 9z 07 ay

geniigt. Durch Elimination erkennt man leicht, dass die Losungen z,y
algebraische Funktionen von ¢ sind und daher eine Entwicklung von der
Gestalt

z=a, + at" 4+ a,t" 4 ...,

y=10, + bt 4 bt + ...,
gestatten wiirden, wo die Exponenten v, ,v,,..., 0,0, .., positive ra-
tionale Zahlen sind und wo «,, b, von o verschieden angenommen werden
konnen. Fur ¢ = o folgt, dass der Punkt z = a,, y = 0, ein Doppel-
punkt der Curve G = o ist. Verlegen wir den Anfang des Coordinaten-

systems in diesen Doppelpunkt, so erhalten die in Betracht kommenden
Formen die Gestalt

G=G,2"+ 2G,2y + GLy* + ...,
Pp+EQ+Km=01x+02y+;
Mp* 4+ +m*)y=c¢c, + ...
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und es wird folglich

122:67»119’3""Gu*y'l"O'lt'i""’

29x

19f
£@=Gux+G”y+C2t+...,

zof ?
f_“"l§=qm+ﬁw+wu~u,

wo rechter Hand nur die Glieder niedrigster Ordnung in z,y,¢ hin-
geschrieben sind. Damit nun diese 3 Ausdriicke nach Einsetzung der

Werte
T=at ..., y=bt"+4...

identisch fur alle ¢ verschwinden, ist es, wie man leicht zeigt, nothwendig,
dass jene Reihen fur z,y nach ganzen Potenzen von ¢ fortschreiten und
dass die Determinante

G, G, C
A = Gw G'n Cn
c, ¢ o

<

den Wert o hat.
Zur Berechnung der Determinante A setzen wir

P=Px+ Py+..., p=pt+...,

=2+ 2Zy+..., gq=q,t + ...,

K=Kz+ Ky+ ..., m=myt-+ ...,
h=h 4+ ...,

wo h, wegen der frither bewiesenen Eigenschaft der Form % von o ver-
schieden ist. Awus der Formel

hG =P + 2* 4+ K*

folgt
hy Gy = P+ 2+ K,

hoGw = P1P2 + 2122 + KxKa’
h’oGn =P+ 234 K
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und die Determinante A ist daher bis auf den Faktor A, gleich der
Diskriminante der quadratischen Form

(P1X+ P2Y+ h0p0ﬂ2 + (ZIX + E2Y+ koqu)z + (I(IX_!— K2Y+ homoT)Q;

diese Diskriminante ist aber bis auf den Faktor h, gleich dem Quadrat
der Determinante

PP, p, |
El E? gO b
K, K, m,|

welche ihrerseits infolge der vorhin getroffenen Wahl der quadratischen
Formen p, g, m eine von o verschiedene Zahl darstellt. Wir sind somit
auf einen Widerspruch gefithrt und hieraus folgt die Unzulissigkeit un-
serer Annahme, der zufolge die Diskriminante der Form f fur alle Werte
¢ verschwinden sollte.

Wir kehren zu den im vorigen Abschnitte construirten Formen zu-
rick. Da die Form P im Punkte A verschwindet, so wird eine der
beiden Formen X + ¢K oder ¥ — iK ebenfalls in 4 gleich o; es sei dies
etwa die Form X 4 iK. Dann wird zugleich die conjugirt imaginire
Form ¥ — ¢k in dem zu A4 conjugirt imaginiren Punkte B gleich o und
die Form XY 4 ik hat nothwendig in B, die Form ¥ — iK in A4 einen
von o verschiedenen Wert; denn im entgegengesetzten Falle miissten X
und A in A4 verschwinden und da % in 4 von o verschieden ist, so wiirde
folgen, dass die Curve G = o in 4 einen Doppelpunkt besitzt, was nicht
der Fall ist.

Wir beweisen ferner, dass die Curve ¥ 4 ik = o die Curve G=o0
in 4 bertthrt. Zu dem Zwecke verlegen wir den Anfang des Coordinaten-
systems in den Punkt A und wahlen die Tangente von G = o im Punkte
A zur y-Achse; die in Betracht kommenden Formen nehmen dann die
Gestalt an

P=Px+ Py+..., G=Gzr+ ...,
S+ iKk=To+ Ty+..., h=h+...,
Y —iK=Ty4+... R
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wo T, @,, h, von o verschiedene Zahlen sind. Aus der Relation
G = P’ + (2 + iK)(Z —iK)

folgt T, = o, und damit ist die Behauptung bewiesen.

Die Formen f, ¢, ¢, y enthalten noch die Verinderliche ¢. Durch
Wahl eines geniigend kleinen Wertes fur ¢ konnen wir offenbar erreichen,
dass die Schnittpunkte der Curve f= o mit den Curven ¢ 4 iy = o,
¢ — iy = 0 in beliebige Nahe der beziglichen Schnittpunkte der Curve
G = o0 mit den Curven X -4 ik, Y —iK = o fallen, wobei die Ent-
fernung zweier Punkte etwa durch die Summe der absoluten Betrige
der Coordinatendifferenzen gemessen werden moge. Wir grenzen nun
unter Zugrundelegung cben derselben Definition der Entfernung um die

;—(n — 1)(n — 2) Doppelpunkte von G = o je ein so kleines Gebiet ab,

dass % in jedem Punkte dieser Gebiete von o verschieden ist, und dass
ausserdem keine Form von der # — 3** Ordnung existirt, welche in jedem

dieser %(n — 1)(n — 2) Gebiete eine Nullstelle besitat. Dass letateres stets
moglich ist, geht aus dem Umstande hervor, dass es keine Curve n — 3"
Ordnung giebt, welche durch die sammtlichen ;(n-—— 1)(n — 2) Doppel-

punkte von G = o hindurch geht. Ausserdem grenze man auch um die
beiden Punkte 4, B je ein Gebiet ab, in welchem 7 von o verschieden
ist. Nun wahle man ¢ so klein, dass die Schnittpunkte der Curven
¢ + iy = 0 und ¢ — iy = o mit der Curve /= o simmtlich in die ab-
gegrenzten Gebiete fallen, abgesehen von den n — 4 Schnittpunkten 4,

., A,_,, welche fest bleiben. Beriicksichtigen wir dann die Identitat

pf=¢"+ ¢+

und die Thatsache, dass f= o keinen Doppelpunkt besitzt, so erhalten
wir durch eine ahnliche Schlussweise, wie sie kurz zuvor angewandt worden
ist, das folgende Resultat: die Curve ¢ 4 iy = o beruhrt die Curve f= o
in einem Punkte des um A abgegrenzten Gebietes und in je einem Punkte
derjenigen Gebiete, welche um die é(n — 1)(n — 2) Doppelpunkte von

G = o abgegrenzt sind; wir bezeichnen die Berithrungspunkte bezuiglich
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mit 4,0, ..., U%(n_l)(n_g). Die Curve ¢ — iy = o berithrt die Curve
f= o in einem Punkte des um B abgegrenzten Gebietes und in je einem

Punkte der um die %(n -— 1)(n — 2) Doppelpunkte abgegrenzten Gebiete;

wir bezeichnen die Bertthrungspunkte bezuglich mit B, vV, ..., V%(n_l)(n_”.
Somit haben wir eine definite Form f mit nicht verschwindender
Diskriminante construirt, welche die Darstellung

f=sp2+(/)2+zz
h

gestattet; dabei sind ¢, ¢,y Formen von der # — 2*® Ordnung mit
reellen Coefficienten und mit den folgenden Eigenschaften: die Curven
¢ = 0,¢ =0,y =0 haben mit der Curve /= o gewisse # — 4 paar-
weise conjugirt imaginiare Punkte 4,,..., 4, , gemein; die Curve ¢ + iy = o

berithrt ausserdem die Curve f= 0 in den 1 + %(n— 1)(n — 2) imagi-

naren Punkten 4, U,,..., U%(n_l)(n_z); die Curve ¢ — iy = o berihrt
f=o0 in den conjugirt imaginiren Punkten B,V ,..., V%(,,,D(n_”; die
Curve ¢ = o schneidet die Curve f = o noch in den weiteren Punkten
4,U0,..., U%(nﬁl)(n_g) , B, V,,..., V%(,,_,,(,,ﬁg). Sammtliche in Betracht
gezogene Punkte liegen von einander getrennt und die Bertthrungspunkte
u,..., U%(,,_D(nﬂg), sowie die Bertihrungspunkte V_, ..., V%(,,_D(,,_?) liegen
nicht auf einer Curve n — 3** Ordnung.

D.

In den nun folgenden Abschnitten werden wir sowohl die Coeffi-
cienten der eben construirten Form f, als auch die auf der Curve f = o
gelegenen Punkte 4, B, U, V einer stetigen Veranderung unterwerfen
und zwar derart, dass dabel die simmtlichen Coefficienten von f und die
Coordinaten der Punkte 4,, ..., 4, ,, 4 als die unabhingigen Verinder-
lichen, dagegen die Coordinaten der Punkte U, ..., U%(,,_lxn__m als Funk-
tionen jener unabhingigen Veranderlichen betrachtet werden. Dabei be-
nutzen wir einige Thatsachen aus der Theorie der Abelschen Funktionen,

welche sich fiir unseren Zweck, wie folgt, aussprechen lassen.
Acta mathemation. 17, Imprimé le 1 mars 1893. 24
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Es sei I' eine beliebige Form von der #'* Ordnung mit reellen
Coefficienten und von nicht verschwindender Diskriminante. Durch die
Gleichung F = o wird y als algebraische Funktion von z definirt. Da
die Curve F = o keinen Doppelpunkt besitzt, so hat das Geschlecht der-
selben den Wert

p = g(n-— 1)(n — 2).

Die p tiberall endlichen Integrale der Curve haben die Gestalt

wo die Summe der Exponenten p,»y die Zahl » — 3 nicht tberschreitet.

Fur unseren Zweck kommt das Problem in Betracht, eine Curve von
der n — 2" Ordnung zu construiren, welche die gegebene Curve I'= o
in den gegebenen Punkten A4 ,..., 4, , schneidet, in dem ebenfalls ge-
gebenen Punkte A berihrt und endlich in p weiteren zu bestimmenden
Punkten bertihrt. Dieses Problem fuhrt auf eine Theilungsaufgabe; das-
selbe ist daher mit Hilfe des Jacobischen Umkehrproblems 1osbar.

Es seien p bestimmte uberall endliche Integrale nach der von Rie-
MANN angegebenen Vorschrift ausgewihlt; wir bezeichnen dieselbe mit
w,, ..., w, und verstechen allgemein unter w(P) den Wert eines solchen
Integrals im Punkte P.

I. Sind damm P,..., P,, , die Schnittpunkte irgend einer Curve
n— 2" Ordnung mit der Curve Z = o, so ist nach dem Abelschen
Theorem

ws(Pl) + s + ws(Pn(n—2)> Eﬁs? (s=1,2,....p)
wo S, ..., 3, gewisse Summen von iiberall endlichen Integralen bedeuten,
welche nicht von den Punkten P, ..., P, _,, sondern nur von den Coef-

ficienten der Form # abhingen.

Aus der Umkehrung des Abelschen Theorems ergiebt sich ferner
der folgende Satz:

II. Wenn fur #(n — 2) Punkte P, ..., P,,, der Curve I'=o0
die in Satz I angegebenen Congruenzen erfillt sind, so konnen diese durch

eine Curve # — 2* Ordnung ausgeschnitten werden.
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Wir verstehen im Folgenden unter w(xz) den Wert, welchen das
Integral w in dem Punkte mit den Coordinaten x, y annimmt. Es gelten
dann fur die zu unserem algebraischen Gebilde zugehdrige Funktion 6
von p Verinderlichen die folgenden Sitze:

II. Wenn die p Punkte U, ..., Up nicht auf einer Curve n — 3'*
Ordnung liegen, so verschwindet die Funktion

0[“’1(%) - wl(Ul) e T wl(UP> LI wp(w) - wp(Ul) e T wp<Up)]

nicht identisch fur alle Werte von ».

IV. Wenn die obige Funktion @ nicht identisch fur alle Werte
von z verschwindet, so hat sie, als Funktion von z betrachtet, die p
Punkte U,, ..., U, und nur diese zu Nullstellen, und wenn man dann
in jener Funktion 6 die Werte

w(U) + oo w0, (U) =2 Do (A) + ... 4 w,(A,_)] — w,(4)

(s=1,2,...,p)

einsetzt, so sind die p Nullstellen die Bertthrungspunkte einer Curve
n — 2'" Ordnung, welche F' = o in den gegebenen Punkten 4,,..., 4, ,
schneidet und in dem gegebenen Punkte A4 beriihrt.

V. Die Funktion 6 verschwindet identisch, wenn es mi')glich ist, in
jeder beliebig kleinen Umgebung der p Punkte U,,..., U, andere p
Punkte U7, ..., U, zu finden von der Art, dass diese ebenfalls Berithrungs-
punkte einer Curve » -— 2** Ordnung sind, welche F == o in den ge-
gebenen Punkten 4,,..., 4, , schneidet und in dem gegebenen Punkte
A berithrt.

VL. Umgekehrt wenn die obige Funktion 8 identisch fiir alle Werte

von x verschwindet, so giebt es in beliebiger Nihe der Punkte U, ..., U,
stets p andere Punkte U;,..., U, von der Art, dass die letzteren die
Bertihrungspunkte einer durch 4,,..., 4,_, hindurch gehenden und in

4 bertihrenden Curve #n — 2** Ordnung sind.



188 David Hilbert.

6.

Mit Hilfe der angefihrten Sttze lasst sich die stetige Anderung der
Coefficienten der Form f in der Weise vollziehen, wie dies am Anfang
des vorigen Abschnittes in Aussicht genommen worden ist. Zu dem
Zwecke bilden wir fir die besondere Form f die Funktion
a[wl(x) — w1<Ul) T T wl( Up) IR wp(w) - wp’( Ul) T wp(Up)]
und denken uns darin die auf die Punkte U beziiglichen Integralsummen
durch die bekannten Grossen ersetzt, in der Weise, wie dies in Satz IV
des vorigen Abschnittes geschehen ist. Da nach -der in Abschnitt 4 aus-
gefithrten Construction von f die p Berithrungspunkte U, ..., U, nicht
auf einer Curve # — 3'* Ordnung liegen, so ist nach Satz III des vorigen
Abschnittes die Funktion @ nicht identisch fur alle Werte von z gleich o.
Die Funktion 6 besitzt daher nach Satz IV nur in den p Punkten
U,..., U den Wert o. Die Perioden und Argumente der Funktion
6 setzen sich in bestimmt vorgeschricbener Weise aus den zur Curve /= o
gehorigen iberall endlichen Integralen zusammen. Wenn wir daher die
Coefficienten der Form f und die gegebenen Punkte 4,,..., 4, ,, 4
einer stetigen Anderung unterwerfen, so #ndern sich auch die Perioden
und Argumente der Funktion € stetig, solange nur die Diskriminante der
Form f nicht o wird. Es lisst sich nun die Funktion 6 nach Potenzen
der Perioden und Argumente entwickeln und nach einem bekannten Satze
von WEIERsTRASS' sind folglich auch die Nullstellen der Funktion 6
stetige Funktionen der Perioden und Argumente. Damit ist gezeigt, dass
diese Nullstellen ebenfalls sich stetig sndern, wenn man die Coefficienten
der Form f und die gegebenen Punkte A4, ,..., 4, ,, 4 einer stetigen
‘Anderung unterwirft.

Die Nullstellen U,, ..., U, der Funktion @ sind, wie eben ausgefithrt
worden ist, die Berithrungspunkte einer Curve » — 2** Ordnung. Da

' Vgl. die Abhandlung: Finige auf die Theorie der analytischen Funktionen mehrerer
Verdnderlichen sich bexiehende Sdtve. Abschnitt I.
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durch diese p Berithrungspunkte und durch die gegebenen Punkte 4,
ooy 4,4y 4 die Berithrungscurve ¢ + iy = o vollig bestimmt ist, so
folgt, dass auch die Coefficienten der Form ¢ - iy bei jener stetigen
Anderung selber cine stetige Anderung erfahren und das gleiche gilt
daher auch von den Coefficienten der Formen ¢ und y.

Es kommt nun wesentlich darauf an, zu zeigen, dass jede durch
stetige Anderung aus f entstehende Form F' eine ebensolche Darstellung
gestattet, wie die Form 7. Um diesen Beweis zu fithren, construiren wir
zunichst aus den p Nullstellen der Funktion 6 fiur die Curve F' = o die
beziigliche Berithrungscurve; es sei ¥ 4 iX = o die Gleichung dieser
Beruhrungscurve; dabei miissen die #» — 4 einfachen Schnittpunkte dieser
Berithrungscurve mit F = o paarweise conjugirt imaginir gewahlt sein;
wir bezeichnen dieselben wiederum mit 4, , ..., 4, ,. Die Berithrungs-
punkte heissen wiederum A, U,,..., U, und die zu diesen conjugirt
imagingren Punkte B, V,, ..., V, sind dann offenbar diejenigen Punkte,
in welchen die ebenfalls durch 4,,..., 4, , hindurch gehende Curve
— iX = o die Curve F = o beriihrt.

Nach Satz 1 ist

w(4) + ... +w(4,_)+ 2[w,(4) + w(U) + ... + w,(U)] =4,
w,(4,) + ..o+ w(A4,_) + 2[w(B) + w(V) + ... +w(V,)] =4

(s=1,2,...,p)

und wenn man diese beiden Formeln addirt und die so entstehende Con-
gruenz durch 2 dividirt, so wird

w,(4,) + ... +w,(4,.) + w(4) + w,(U)+ ... + w(U,)

+w(B) +w(V)+ .+ w(V)=p+ 1, rpem

wo I, ..., I, ein Periodensystem ist und wo ¢ entweder o oder 1 be-
deutet. Um zu entscheiden, welcher von diesen beiden Fallen eintritt,
beachten wir, dass die auf f= o gelegenen Punkte 4 ,..., 4, ,, 4,

U,..,U,B,V,,..., V.

» sammtlich durch eine Curve n — 2** Ord-
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nung, nimlich durch die Curve ¢ = o ausgeschnitten werden und dass
daher nach Satz I

w(A) + ...+ w(d,) + w(d)+ w(0)+ ... + w(0)
+ w,(B)+ w, (V) + ... +w(V,)=4 (5=1,2,0..,7)

ist. Da aber durch stetige Anderung der Coefficienten der Form F und
der Coordinaten der Punkte 4,,..., 4, ,, A die obige Formel in diese
letztere ubergefithrt wird und die Perioden /1, ..., /I, bei dieser Anderung
nicht simmtlich verschwinden konnen, so folgt, dass in der ersteren Formel
¢ den Wert o hat, und nach Satz II konnen daher die auf F' = o gelegenen
Punkte 4,,...,4,.,,4,U,...,U,,B, V,,...,V, ebenfalls durch
eine Curve 7 — 2% Ordnung ausgeschnitten werden; dieselbe sei durch
die Gleichung @ = o dargestellt, wo @ eine Form n — 2'" Ordnung mit
reellen Coefficienten bedeutet.

Jede der beiden Curven @® = o und ¥? + X* = o schneidet die
Curve F =o in den n(n — 2) Punkten 4,,...,4, ,,4,U,,..., U,
B,V,,..., V, und zwar zihlt offenbar jeder dieser Punkte als 2-facher
Schnittpunkt. Bestimmen wir daher die Constante A derart, dass die
Form 2®* + ¥ + X® mit der Form F noch eine weitere Nullstelle
gemein hat, so wird jene Form 1¢? + ¥* 4+ X’ nothwendig die Form F
als Faktor enthalten. Dabei ist die Constante A eine reelle Zahl; denn
wire sie complex und bezeichnen wir ihren conjugirt imaginiren Werth
mit X, so folgt, dass auch zugleich die Form A @* 4+ ¥* 4 X* durch F
theilbar sein misste, was offenbar nicht zutrifft. Nehmen wir ferner die
Quadratwurzel aus dem absoluten Wert von A mit in die Bezeichnung
der Form ¢ auf, so erhalten wir eine Relation von der Gestalt

HF — + & + ¥? 4 X2,

Da wir durch stetige Anderung der Coefficienten von ¥, @, ¥, X
nothwendigerweise wieder zu den beziiglichen Coefficienten der Formen
fye,¢,y, zurick gelangen konnen und zwischen diesen letzteren Formen
die Relation

W= 9t ¢+
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besteht, so muss auch in der obigen Formel das positive Vorzeichen gelten,
und wir haben somit gezeigt, dass die Form F die Darstellung

o+ v+ X

I = i

gestattet. Dabei ist F' eine Form mit reellen Coefficienten, welche aus
der Form f durch beliebige stetige Anderung der Coefficienten entstanden
ist, mit der Einschrankung jedoch, dass bei der vorgenommenen Anderung
keine Form auftritt, deren Diskriminante gleich o ist oder fiir welche die
betreffende Funktion 6 identisch fir alle Werte von # verschwindet.

1.

Wir untersuchen in diesem Abschnitte, unter welchen Umstinden aus
der Form f durch stetige Veranderung der Coefficienten eine Form ent-
stehen kann, fiur welche die betreffende Funktion 6 identisch verschwindet.
For diese Untersuchung brauchen wir einen Hilfssatz aus der Theorie der
Elimination, der wie folgt lautet:

Es seien m Gleichungen von der Gestalt

G1<x7y7""pyg"")=oa

G®yy,. . ypy9,...) =0

vorgelegt, wo G,, ..., (4, ganze rationale Funktionen der Unbekannten
£,Y,... und der Parameter p,q,... sind. Diese Gleichungen seien
fir z=o0,y=o0,...,p=0,qg=o0,... erfullt und es gebe ferner
eine positive Grosse ¢ von der Art, dass allemal, wenn die Werte der
Parameter p, ¢, ..., absolut genommen die Grosse ¢ nicht iberschreiten,
ein und nur ein System von Grossen z,y, ... gefunden werden kann,
welche jene Gleichungen befriedigen und deren absolute Betriige ebenfalls
sammtlich die Grosse ¢ nicht tberschreiten: dann sind nothwendig die
Grossen z, ¥, ... algebraische -Funktionen der Parameter p, ¢, ... d. h.
jede der Funktionen z,y, ... geniigt einer algebraischen Gleichung, deren
Coefficienten rational von p, ¢, ... abhangen.
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Der Beweis bietet keine wesentliche Schwierigkeit; ich gehe jedoch
auf denselben hier nicht niher ein. ‘

Mit Hilfe des eben ausgesprochenen Satzes lasst sich der Beweis fuhren,
dass die Coordinaten der Beruhrungspunkte U, , ..., U, algebraische Funk-
tionen der Coefficienten der Form # und der Coordinaten der Punkte
A4,,...,4,,, A sind. In der That wenn man die Bedingungen dafur
aufstellt, dass U,,..., U, die Berthrungspunkte einer Curve n — 2'
Ordnung sind, welche die Curve F = o in den gegebenen Punkten 4 ,

., A, , schneidet und in dem gegebenen Punkte A beriihrt, so erhalt
man ein System von algebraischen Gleichungen; und wenn wir dann die
Coefficienten der Form # und die Coordinaten der Punkte 4 ,..., 4, ,,
A stetig andern lassen, so entspricht jedem dadurch entstehenden Systeme
von Coefficienten und Coordinaten eine bestimmte Funktion 6, deren
Nullstellen eben jene Berthrungspunkte darstellen. Somit sind unter
Beruicksichtigung der Sitze IV und V in Abschnitt 5 alle Bedingungen
unseres Hilfssatzes erfullt und es folgt daher aus demselben, dass die
Coordinaten der Berithrungspunkte U, ..., U, algebraischen Gleichungen
gentigen, deren Coefficienten ganze rationale Funktionen von den gegebenen
Grossen, namlich von den Coordinaten der Form # und den Coordinaten
der Punkte 4, ,..., 4, ,, 4 sind. Wir denken uns diese algebraischen
Gleichungen aufgestellt und mnehmen an, dass die Coefficienten dieser
Gleichungen nicht sammtlich eine ganze rationale Funktion der gegebenen
Grossen als gemeinsamen Faktor enthalten.

Soll nun die Form I die Besonderheit haben, dass die beziigliche
Funktion 6 fur alle Werte von 2 und fir alle Werte der Coordinaten
von 4,,..., 4, , identisch verschwindet, so giebt es nach dem Satze VI
der Abschnittes 5 in beliebiger Nahe der Punkte U,,..., U, noch an-
dere Werthe U7, ..:, U,, welche jene Gleichungen befriedigen, d. h. jene
Gleichungen haben unendlich viele Losungen und daher mussten in diesem
Falle mindestens in einer jener Gleichungen saimmtliche Coefficienten ver-
schwinden. Durch Nullsetzen dieser sammtlichen Coefficienten entsteht
dann ein Gleichungssystem von der Gestalt

1 3 . e ey OM=O7

wo C,, ..., C} ganze rationale Funktionen von den Coefficienten a , ..., ay
der Form F sind. Diese Funktionen, kénnen nicht simmtlich ein und
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denselben Faktor enthalten, da ja die linken Seiten der obigen Gleichungen
sonst ebenfalls diesen Faktor enthalten miissten, was unserer Festsetzung
widerspricht. Wegen der gefundenen Eigenschaft definiren diese Glei-
chungen, wenn wir die Coefficienten a,,..., ay von F als homogene
Punktcoordinaten in einem Raume R von N — 1 Dimensionen deuten,
gewisse algebraische Gebilde, welche von niedrigerer als von der N — 2%"
Dimension sind, und somit hat sich ergeben, dass die Funktion 8 bei
beliebiger Wahl der Punkte 4,,..., 4, ,, 4 nur dann identisch ver-
schwinden kann, wenn die Coefficienten a,, ..., ay der betreffenden Form
¥ im Raume R von N — 1 Dimensionen einen Punkt darstellen, welcher
auf gewissen algebraischen Gebilden von niederer als der N — 2% Di-
mension gelegen ist.

8.

Wir sind nun in den Stand gesetzt, die am Schlusse des Abschnittes
6_gefundenen Resultate auf alle definiten Formen auszudehnen. Zu dem
Zwecke beweisen wir zuvor den folgenden Satz:

Es sei f,,f,,"... eine unendliche Reihe definiter Formen, von denen
jede eine Darstellung in der oben gefundenen Weise gestattet und deren
Coefficienten in der Grenze beziglich den Coefficienten einer bestimmten
Form F gleich sind: diese Form F ist dann ebenfalls in der fraglichen
Weise darstellbar.

Zum Beweise setzen wir

f=tit ity

= (s=1,2,...)

h,

und denken uns fiir jeden Wert von s den Bruch auf der rechten Seite
8o eingerichtet, dass der absolut grosste Coefficient in den Formen ¢,, er ¥e
der Einheit gleich wird, was sich offenbar stets erreichen lasst, indem wir
Zshler und Nenner des Bruches durch das Quadrat dieses absolut grossten
Coefficienten dividiren. Da nach der Voraussetzung auch die Coefficienten
der Formen £, ssmmtlich absolut genommen unter einer gewissen Grenze

liegen, so gilt das namliche auch von den Coefficienten %,. Betrachten
Acta mathemation. 17, Imprimé le 3 mars 1895. 25
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wir nun die unendliche Reihe der Coefficienten in den Formen ¢,, ¢,, ., &,
so folgt aus einem bekannten Satze, dass sich mindestens ein System von
zugehorigen Werten finden lasst, in dessen Umgebung sich die Coeffi-
cientenwerte der Formenreihe verdichten. Die aus diesen Verdichtungs-
werten gebildeten Formen bezeichnen wir mit @, ¥, X, H. Dann ist
es fur ein beliebig klein vorgeschriebenes ¢ stets moglich, eine Zahl s zu
finden, so dass

[0 —o,| <0, | — ¢, | <0 | X — x| <0, |\H—h,| <o
ausfallt. Hieraus kann leicht bewiesen werden, dass
HF = ¢* 4 ¥* 4+ X?
ist; wire nimlich

HF — ¢’ — 92 — X? = A,

wo A eine Form ist, welche mindestens einer von o verschiedenen Coefli-
cienten hat, so setze man

H=hs+ﬂs7 F:ﬂ—l_z.n @:¢a+é\x7 ¢‘=¢s+ss9 X=X.¢+7‘7

in die letztere Gleichung ein und beachte, dass durch geeignete Wahl
von s sammtliche Coefficienten der Formen =, x,, d,, ¢, , %, unter jeden
noch so kleinen Wert herabgedriickt werden konnen. Hiermit aber wire
es unvereinbar, dass A einen von o verschiedenen Coefficienten hat.

Durch eine leichte Uberlegung folgt zugleich, dass nothwendiger-
weise, wenn fur jedes s die 3 Formen ¢,, ¢,, 7, eine gewisse Anzahl ge-
meinsamer Nullstellen haben, auch die Grenzformen @, ¥, X ebenso
viele gemeinsame Nullstellen besitzen miissen.

Der leichteren Darstellung wegen, deuten wir im folgenden die N
Coefficienten a,, ..., ay der Form F als homogene Punktcoordinaten im
Raume R von N — 1 Dimensionen und betrachten in diesem Raume zu-
nichst die durch die Gleichung D = o dargestellte Fliche, wo D die
Digkriminante der Form F bedeutet. Diese Flache ist von der N — 2*°
Dimension und theilt den Raum in verschiedene Gebiete. Wir denken
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uns ferner in dem Raume R die durch die Gleichungen C, =o,...,
Cy = o dargestellten algebraischen Gebilde construirt; dieselben sind den
Ausfithrungen des vorigen Abschnittes zufolge von niederer als von der
N — 2** Dimension. Nunmehr fassen wir insbesondere diejenigen Punkte
des Raumes R ins Auge, welche den definiten Formen entsprechen. Wie
leicht einzusehen und auch bereits in meiner oben citirten Arbeit Uber
die Darstellung definiter Formen als Summe von Formenquadraten ' bewiesen
worden ist, kdnnen zwei definite Formen durch stetige Anderung der
reellen Coefficienten in einander ubergefuhrt werden, ohne dass dabei eine
Form mit verschwindender Diskriminante passirt wird, d. h. die den de-
finiten Formen entsprechenden Punkte des Raumes R erfullen ein einziges
zusammenhingendes Gebiet. An der Grenze dieses Gebietes liegen solche
Punkte, denen definite Formen mit verschwindender Diskriminante ent-
sprechen, und ausserdem ragen in jenes Gebiet der definiten Formen noch
isolirte Gebilde von der N — 3*® und von niederen Dimensionen hinein,
deren Punkte ebenfalls Formen mit verschwindender Diskriminante dar-
stellen. Da die Gebilde C, =o,..., Cy = o ebenfalls hochstens von
der N — 3** Dimension sind, so konnen auch diese den Zusammenhang
des Gebietes der definiten Formen nicht storen und wenn daher f und F
zwei definite Formen sind, so ist es stets moglich durch stetige Anderung
der reellen Coefficienten die Form f in die Form F uberzufihren, ohne
dass dabei ein Punkt der Diskriminantenfliche D = o oder ein Punkt
des Gebildes C, = o0,..., Cy = o uberschritten wird.

Wir verstehen jetzt unter f die in Abschnitt 4 construirte definite
Form. Da die Beruhrungspunkte U, ..., U, nicht auf einer Curve
w — 3** Ordnung liegen, so verschwindet die Funktion @ nicht identisch
und der entsprechende Punkt im Raume R liegt daher nicht auf jenen
Gebilden C, = o0,..., Cy = 0, zugleich liegt derselbe ausserhalb der
Diskriminantenfliche. Nun bezeichne F irgend eine beliebige definite
Form, so dass der entsprechende Punkt entweder ausserhalb oder auf
jenen besonderen Gebilden zu liegen kommt. Dann verbinde ich in der
eben betrachteten Weise f mit F durch einen Weg, auf welchem die
Form f stetig in F ubergeht, ohne dass dabei ein auf jenen besonderen
Gebilden gelegener Punkt passirt wird.

! Vgl. Mathematische Annalen. Bd. 32. S. 344.
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Wir fithren nunmehr den Beweis dafiir, dass jedem Punkte dieses
Weges eine Form entspricht, welche die fragliche Darstellung als Quotient
gestattet. In der That, wenn wir den Weg bis zu einem bestimmten
Punkte hin durchlaufen und wenn allen bis dahin durchlaufenen Punk-
ten Formen entsprechen, welche jene Darstellung gestatten, so ist auch
fur die diesem Punkte entsprechende Form jene Darstellung moglich,
wie aus dem zu Anfang dieses Abschnittes bewiesenen Satze folgt.
Andererseits ergiebt sich aus Abschnitt 6 die folgende Thatsache: wenn
fir eine Form F, welche einem Punkte des construirten Weges ent-
spricht die Darstellbarkeit bereits bewiesen worden ist, so lasst sich von
diesem Punkte ab auf dem Wege stets ein endliches Stiick abgrenzen
derart, dass auch alle diesem Wegstiicke entsprechende Formen jene Dar-
stellung gestatten, und da die dem Endpunkt des Weges entsprechende
Form F ecine beliebige definite Form ist, so haben wir den folgenden
Satz bewiesen:

Jede beliebige ternire definite Form F von der »** Ordnung ist in
der Gestalt darstellbar

4+ ¥4 X
Fe=—5 >
wo @, ¥, X Formen mit reellen Coefficienten von der # — 2*" Ordnung
sind, und H die # — 4% Ordnung besitzt.

9.

Das eben gewonnene Ergebniss liefert unmittelbar den Beweis fir
den in der Einleitung ausgesprochenen Satz; denn die rechter Hand im
Nenner des Bruches auftretende Form H von der # — 4™ Ordnung ist
offenbar ebenfalls eine definite Form und gestattet daher wiederum nach
eben jenem Satze die Darstellung als Bruch, dessen Zihler eine Summe
von 3 Formenquadraten und dessen Nenner eine definite Form von der
n — 8" Ordnung ist. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens gelangen wir
schliesslich zu einem Bruche, dessen Nenner eine Constante oder eine
quadratische definite Form ist. Da letztere ebenfalls einer Summe von
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Formenquadrsten gleich ist, so erhalten wir nach Ausfithrung der Mul-
tiplicationen eine Darstellung der urspriinglichen Form F' als Quotient von
Quadratsummen. Wir sprechen den so gewonnenen Satz, wie folgt, aus:

Eine jede terndre definite Form F ldsst sich in der Gestalt

7 D4 O+ ...+ O
I R R

darstellen, wo @,, @,,..., Do, ¢,,¢,, ..., 0, Formen mit reellen Coeffi-
cienten sind.

benigsberg in Pr., 18 Februar 1892.




