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R6sum6. On d6duit des estimations gaussiennes sup6rieures du noyau de la chaleur des estima- 
tions du m~me type pour les premieres d6riv6es spatiales. On obtient ainsi des estimations gaussiennes 
inf6rieures du noyau de la chaleur. On donne des applications de ces r6sultats. 

Abstract. From Gaussian upper bounds on the heat kernel we deduce similar upper bounds 
on the first space derivatives of the heat kernel. Gaussian lower bounds on the heat kernel are deduced 
and some applications are given. 

I. Introduction 

Soit G u n  groupe de Lie r6el et connexe, /L croissance polyn6miale du volume, 
c'est-h-dire tel que pour  un vois~nage compacte sym6trique I2 de l 'origine dans 

G on ait IO"l~n ~ VnEN*={1,2 ,  ..,}, pour un certain DEN* (par f(t)~-g(t) 
on entend que le rapport  est compris entre deux constantes strictement positives) : 
G est muni d 'une mesure de Haar  et IOI est la mesure de O c G .  L'hypoth6se 
que G est ~t croissance polyn6miale entra~ne qu'il est unimodulaire, voir [8]. Rap-  
pelons qu'un groupe de Lie r6el, connexe est nilpotent si son alg6bre de Lie est 
nilpotente. Plus pr6cis6ment notant ~ l 'alg6bre de Lie de G e t  .L~~ =.L~ o, ~ /=[~ / - -1 ,  if],  
i = 1 , 2  . . . . .  G est nilpotent de rang r si s } et ~ ,~{0} .  Les groupes de 
Lie nilpotents s o n t h  croissance polyn6miale et si G est nilpotent simplement con- 
nexe t'indice D est donn6 par  : D = ~ = I  i dim [.L#~/-L#i+I]. Le but principal de ce 
travail est d'&endre h tous les  groupes h croissance polyn6miale des r6sultats d6j?a 
connus pour les groupes  nilpotents, voir [19], [21]. Cette extension n6cessite l'utili- 
sation de m&hodes diff6rentes, comme le montrent en particulier des r6sultats de [1]. 

Soient X1 . . . . .  X, des champs invariants ~t gauche sur G qui, avec leurs cro- 
chets de tous ordres engendrent l 'alg6bre de Lie de G (c'est l 'hypoth6se de H6r-  
mander). A c e s  champs est associ6e une distance, invariante ?~ gauche, dite distance 
du contr61e (voir [19], par  exemple). Etant donn6 l ' importance de cette distance 
dans la suite, voici bri6vement comment  elle est obtenue : soit l: [0, 1]-~G un 
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chemin absolument continu. Si l '(t)=7..~=la,(t)Xi(7(t)) p.p .  sur [0, 1], on pose 
I l l=f l0(Z [ai(t)12)V2dt, et I I1=+~,  sinon. La distance du contr61e associ6e ~t 
{X1 . . . .  , X,} entre x et y darts G est alors l'infimum des << longueurs ,  III des che- 
rains absolument continus l joignant x h y. L'invariance ~t gauche des champs 
{):1 . . . .  , X,} entra~ne imm6diatement l'invariance ~t gauche de la distance associ6e. 
Nous noterons [xl la distance de l'616ment neutre e de G h x~G, de sorte que la 
distance entre x e t y  e s t  ly-~xl.  Nous notons ?( t )  le volume des boules de rayon 
t associ6es & cette distance. Par hypoth~se, on a ~( t )~ t  D pour t ~ l .  En ce qui 
concerne le volume des boules de rayon 0-< t =  < 1, rappelons qu'il existe un entier 
d~N* tel que y(t)~-t ~, 0 < t ~ l ,  voir [19], [9]. 

On consid~re le semi-groupe de la chaleur sur G, Ht-~e -tn, associ6 h A = -  
n 2 ~ X~ (on ne distinguera pas ici l 'op6rateur diff6rentiel A de son extension de 

0 
Friedrichs). L'invariance ~ gauche de A et l'hypoellipticit6 de --~-+A impliquent 

que H t admet un noyau de convolution (t, x)-~h t (x)6 ~= (R+*•  G) tel que : Ht f ( x )=  
f~ h,(y-lx)f(y)dy, pour fC~o(G) .  Dans [10] on a donn6 une preuve simple et 
directe du th6or~me suivant de N. Varopoulos [19] : 

Th~or~me V. Si G, X~, ..., X,  sont comme ci-dessus, alors 

ht(e)<=c -1, 0 < t < + ~ ,  

On sait d'autre part, voir [6], [19], [20], que ce r6sultat entra~e 

- ~ - h , ( x )  <= CkT(l/ ; )- l t -kexp[--IXl~],  ( t , x )~R+*•  
k Ckt ] 

La principale contribution de ce travail consiste h remarquer que ces resultats 
ir~pliquent aussi la 

Proposition 1. Sous les hypothbses ci-dessus, on a pour i~{1, ...,n}, k~N : 

I i,x, l X, --~-i-h,(x) < ck'~ ( t / ; )-~t  -k-v~ exp (t, x)ER +* •  
Ckt] '  

Les estimations des d6riv~es spatiales du noyau de la chaleur fournies par cette 
proposition sont essentielles ~ de nombreux r6sultats d'analyse. On d6veloppe 
ci-dessous des applications au th6or6me de plongement de Sobolev et ~ /~ l'6tude 
des espaces de Hardy et de Lipschitz. Une autre application de l~a proposition 1 
est d'obtenir une estimation inf6rieure du noyau : 

Proposition 2. Sous les hypotheses ci-dessus, on a : 
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Finalement, en utilisant la m&hode de E. Fabes et D. Stroock [7], nous 
obtenons un tMor~me de Harnack parabolique : 

TMor~me 1. Sous les hypothOses ci-dessus et dtant donn~s O< ~ < [3< 1, O< ~ < 1, 
il existe une eonstante e telle que pour tout ( s , x ) E R •  tout R>O et toute solu- (o) 
tion positive uECg~([s-R 2, s lXB(x ,  R)) de -~-[+ A u = 0  clans ] s - R  2, s[XB(x ,  R) 
on ait : 

u(t, y) <= cu(s, x), (t, y )E[ s -BR  ~, s - ~ R  ~1 •  ~,R). 

Le tMor~me 1 contient 6videmment les r6sultats de [22] concernant  les fonctions 
harmoniques (solutions de Au=0),  notamment la non-existence des fonctions 
harmoniques positives sur G non constantes. 

Les propositions 1 et 2 et le tMor~me 1 sont prouv~s dans le dernier paragraphe. 
Le second paragraphe traite des espaces de Lipschitz, le troisi~me du tMorame de 
Sobolev et des in6galit~s de Trudinger, le quatri~me de l'espace de Hardy H!.  Au 
cinqui6me paragraphe, on obtient des r6sultats partiels, mais Significatifs, concernant 
les transform~es de Riesz. 

H. Espaces de Lipschitz 

On note Ay f ( x ) = f ( x y ) - f ( x )  et on consid6re sur cg o (G) les normes : 

I f  (IIA,/II./" dy ] 

H I ~qdt ] ! iq  
-- {so+- {,,-=,:t1% ,SJTJ 

avec l<=p, q<- +oo (et la modification classique si q =  +oo) et 0 < e <  1. 

Th~or~me 2. Soient 0 < e <  1, 1 <=p, q<= + % alors sous les hypothOses du pre- 
mier paragraphe Ies normes k~,q et A~ '~ sont dquivalentes sur egg (G). 

Preuve. Les grandes lignes sont celles du cas classique G=R",  voir [16], [15], 
reprises aussi dans [14] dans le cas o/~ G est stratifi& Prouvons pour commencer que 

0 
A~'~(f)<=cL~'q(f),fECgo(G ), Nous avons (a--zz-ht(x)=0 et donc : 
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0 
Des estimations gaussiennes du noyau ~ ht on d6duit : 

~ Ht f  p ~ ct-17(f T)-l f lyl.< ' IlA~.fl!~ dy + c f lrl,~_, lYI-~?(lYl) -111AyfllpdY, 

dy I q dt ]'/q 
puis: A~'q(f)<= f ~ = ' { f s K ( t , y ) g O ' ) - - ~ ) - f - j  , avec g(y)=llAyfll,/lyV' et 

K(t, y)=ct -=/2lyl =[tlyl-2ztM,_~o+y(gT)-Iy(Iyl)Z0,u<,}]; o• Za est la fonction 

de l'ensemble A. On vdrifie que: f~K(t,y)~<=c et caraet6ristique 

f+= K(t ,y )@~c,  ce qui implique classiquement: 

( f l g ( y ) l q ~  ''/q Ag'q(f) <= c ) = ck~'q(f). 

. <  p ,  q erouvons maintenant que L~'q(f)=cA~ (f),  fE@o (G). 

Lemme 1. ~ -V2 f[X~htll~--ct , t>0 ,  iE{1 . . . . .  n}. 

II s'agit d'une cons6quence de la proposition 1. On a : 

et 

f [X,.ht(x)4 dx <- c'-l/2y(t/t)-l.f exp (__l~J dx, 

fl~,'~-, exp (- c t ,  dx <- c~(1/7), 

f exp t(- IxlZ)ct I dx <-_ c 2N exp ( -  2") y ((2" 0!/0 ~ C~ (l/;), 

d'apr6s les propri6t6s de la fonction ~, ce qui prouve le lemme. On 6crit alors f =  
O 

- f'o -g; I- lJ  ds + n,  f, puis: 

Le lemme 1 et la propri6t6 de semi-groupe impliquent : 

X~Htf =ct- ---ffT Ht/~f , d'o5 l 'on d6duit : 
P 
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Par d6finition de la distance du contr61e, on a donc : 

I ( z"   iyi.r,; ~ (2) IIA,H, flI,  <= c ly i = 1  P = 

En posant lYl==t, (1) et (2) donnent : 

ds. 

avec 

et 

, , ,  ds'I dy ) 
I_~,q(f) <= c +~ K'(s, y)g ts)-j-j - - ~ j  

K'(s, y) = elY[ -~ s ~/2 (Z{~_ lyl:I + s-~/z lYl Z{~_~ I,l'l)" 
p , q  <== p , q  Comme pr6c6demment on d6duit L~ ( f)=cA~ ( f )  des estimations : 

, ds 
f~K ' ( s , y )  dy ~c, et f + ~ K  ( s , y ) - - ~ c ,  ce qui termine la preuve du th6o. ~(--~-~; s 

r~me 2. 

III. Th6or6me de Sobolev et in6galR6s de Trudinger  

Introduisons sur ~'g~ les normes de Sobolev d6finies par : [Ifllv, o=[Ifllp, 
Ilfllp:--~'~'=l IIX~fllp,=-l, ~CN*, 1-<_p-<_+~, ainsi que les normes de Lipschitz : 

N} A#(f)=sup,>0 H t f  , o/t 0 < f l < + o ~  et k=inf{nCNIn>[l} (en 

particulier, si 0 < f l <  1, Ap~A~'~) .  Dans ce paragraphe on snpposera que d<=D. 

TMor6me 3. Soient ~ N * ,  l ~ p <  +co, n([d, D]. 
i) Si c~p<n et q=pn/(nTc~p), alors Ilfllq<=cllfll,,~, f ~ o  (G). 

ii) Si ~p>n et fl=c~-n/p alors ha(f)<=cllfllp:,fCCfo(G). 

Le r&ultat i) est dfi 5 N. Varopoulos [19]. Nous en donnons ici nne autre preuve 
reposant sur les r6sultats de [10] et la proposition 1. On v&ifie qu'il suffit de prou- 
ver i) avec c~=p=l  et l 'on sait d'autre part (volt [21]) que les estimations : hi(e) <- 
ct -n:  et [[Xiht[Ii<:ct -1/2 pour t>0 ,  entrainent automatiquement l'in6galit6 : 

Ilfll,i~-l)-~cll:llx, x, ce qui prouve i) d'apr6s les r6sultats de [10] et le lemme 1. 
La seconde pattie du th6or~me est tr6s facile. Consid6rons seulement le cas e =  1, 
les autres se traitant de la marne faqon. Ecrivons : 

O H t f = A H t f = _ ~ n = l  HtX~X~f. Ot 

Du lemme 1 et de  la propri6t6 de semi-groupe on d6duit que IIX~h,llq<=ct -~/2-':~', 
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1 1 
t>0 ,  - - + - - = 1 .  D'autre part llXih, jlq domine la norme d'op6rateur IIH, X~It~-,~ 

P q 
par dualit6, ce qui donne 

[ff-~-~ H t f l  ~ ct-~+(~-"/')/2,,f,,p.~, t > O. 

qui est le r6sultat recherch6. Le th6or~me 2 permet d'interpr6ter ii) quand O<f l<  1. 

Remarque. Si otp6]d, D[•0 on a / t  la lois Jt.fjlq<~c[lftjr,~ et Aa(f)<-cilfHp, ~ 
pour certains qE]p, + ~ [  et certains fiE]0, ~[. En fait on vdrifie facilement que 

l 'on a I[ f[ l~<=cll f l l~,=,fE~o(a) ,  voir [5]. 
Pour compl6ter le th6or6me 3 il reste h 6tudier les cas limites ap=d et ~p=D 

qui correspondent quand G=R" ,  aux in6galitds de Trudinger [17]. 

Th~or~me 4. Si 1 < p <  + ~ ,  ~p--d ou tip=D, il existe une constante c telle que : 

f g e x p  [(f(x)/c HfHo,~) ~'/(t'-l)] dx ~ c If2] 

pour tout f E ~ o  (f2), 0 ouvert de G. 

Preuve du thdorbme 4. On peut retrouver f / t  partir  de ses d6riv6s d'ordre 
fix6 de la faqon suivante : si ,~ est pair, ~=2k,  on a (on notant f . g ( x ) =  

f ~f(y)g(y-Lv)dy)  : 

t +~ 
f - ( k - 1 ) ! f s  t ' - X H t A k f d t = A k f . T ~ ,  oi~ T~=c~jo+-t~/2-~htdt. 

Si c~=2k-1 est impair, on a : 

s . 1 ~ tk-aH'Akfdt = ~ = l  c~ f+= tk-iHtXi~Ak-lfdt, f - -  ( k -  1)! 
et 

HtX~A ~-~ f (x )  = f G ht(x-~ y)X~dk-~ f(Y)  dy = - f x, ht(x-Zy)X~Ak-~ f (y)  dy 

et finalement : 

f =  ~ X i A k - l f * L , i  off T~.,(x) = c~f  +~ t(~-x)/~Xih,(x-1)dt. 

Lemme 2. Avec los notations ci-dessus on a : 

si a ~ d ,  0 < 7 < D ,  IT=(x)l<=ey(Ixl)-~lxl ~, xEG; 

si ~ : d < D, IT~(x)l <= c(z~(x) log (Ixl-~)+~(Ixl) -~ Ixl~); 

o~ B = {x/lxl <= 1 }. Les m#mes estimations sont valables pour ~,~, iE {1 . . . .  , n}. 
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Le l emme 2 est 616mentaire ~ pa r t i r  des est imations fournies pa r  la proposi -  
t ion 1. 

L e m m e  3. Si 0 < e < D ,  l < p <  + ~ ,  e p = d  ou e p = D  alors : 

llfll, ~ cr i-~/p Ig21 ~/" Ilftl.,~, 1 < r < + ~ ,  /2 ouvert c G. 

A par t i r  du l emme  3, on conclut  la preuve du th6or6me 4 en d6veloppant  la 
fonct ion exponentiel le en s6rie, voir  [1 7J, [11]. La  preuve  du l emme  3 repose sur le 

Lemme 4. Soit B={lxl<=l} ,  B ~ = { l x t > l } .  

fI~ XB("I~-I~) d~ < cf1-1 l~'~] ~l'd, 0 < [3 < d, 
t x - ~  r  - = 

f_ ZB~(x-l~) d~ "< cB -1 ![2t p/~ 0 < ~ < D, 
i x - l ~ l D - a  = 

pour  tout  ouver t  f 2 c G .  
On a en effet: 

)~9 (x  - ~ r d~ 

lx_~r a d~ <- fl~_~ei~_inm ' ioiaa) ix_lr a 

c Z + = (2 -"  inf(1,  If21~/a)) B <= c~ -~ 1~21 a/d, 

pour  tout  0 < f l < d  ; l ' au t re  in6galit6 se traite de la m~me lhqon. 
I1 reste ~t p rouver  le l emme 3. Supposons pour  fixer les id6es que ~ est pai r  et 

a p = d < D ,  et 6crivons : 

f =  A ' /2 f .T~  = A ' I 2 f . T ~  avec T O = xBT.. 

C o m m e  a p = d < D  et T ~ ( x ) ~ c ( l + l x ] )  -~ nous obtenons  : T ~ E L  q avec 
1 1 

~ + - - = 1  et d o n c  lia~/2f~T~tl~<=cllA~/2fblv et la contr ibut ion de A~/2 f .T  ~ 
P q 
llfll, est donc  contr61~e. En ce qui concerne A~/2 f .T  ~ on reprend les calculs 
explicit6s dans [17], [11] en uti l isant le l emme 4 pour  terminer  la preuve du l emme 3. 

Dans  le cas off ~ p = D > d  les r61es de T o et T ~ sont  6chang6s ; d a n s  le cas oh  
~ p=d=D,  on n 'effectue plus de d6coupage et les calculs sont  ceux de [11]. Ceci 
termine la preuve du th6or6me 4. 
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IV. Espace de Hardy 

L'espace de Hardy H ~ •  est l 'ensemble des fonctions f E L  1 tel que f + =  

supt>o IHt f lEL 1. L'espace de Hardy atomique Hit est l 'espace des fonctions f E L  ~ 
qui admettent une d6composition f = ~ 2 , a , ,  off ~ ' [2n l<  + ~  et les a, sont des 
atomes. Rappelons qu'un atome est ici une fonction a telle que f a = 0  et qu'il 
existe une boule B telle que s u p p ( a ) c B  et I [ a [ l ~ l B I  -~. Ces deux espaces sont 
mtmis de leur norme naturelle. Rappelons enfin que l 'espace B M O  est l 'ensemble 
des fonctions .fEL~o~ (modulo les constantes) telles que : 

supn B [ f - f~]  ~ + ~,  pour toute boule B, off fB est la moyenne de f 

sur B. 

Th~or~me 5. Sous les hypotheses du premier paragraphe on a : 

I I I * 
= ( O m a x )  Hma~ H~t et done = BMO. 

Pour prouver le th6or~me 5 nous nous r6f6rerons simplement aux r~sultats de 
[18] comme c'6tait d6jh le cas dans [12]. Plus pr~cis6ment, nous consid6rons sur 
G la quasi-distance (cf. [18]) : d ( x , y ) = y O x - l y O  et posons pour  une constante 
a > 0  h choisir : 

K ( r , x , y ) = a y ( t ) h , ~ ( y - l x ) ,  pour ( x , y ) E G X G  et r = 7 ( t ) > 0 ,  

de sorte que: 

' {§  ,*} f +  = sup IHtf[ = - -  sup K(r, x, y ) f ( y  . 
t > O  a r > O  

De l'estimation ht(x)--~c[?(1/ 'D]-lexp[-Ix}21,  on d6duit que pour  tout N > O  : 
t ct I 

(40) K(r,  x, y)-<_ a C N ( I +  t -_v , 

De ht(e)>=[c7(t/?)] - r  (voir [19], par  exemple), on d6duit 6videmment : 

(41) K(r,  x, x) ~ ac -1 > O, (r, x)ER+*XG.  

De la proposition 1 et de la d6finition de la distance sur G on d~duit : 

I h , ( x ) -  h,(xz)L <= e?(l/7)-l  lzl t -1t~ exp (-Ixl2/ct)  

pour ( t , x , z ) C R + * X G X G  avec [z[~_(l/-[ +[xl)/2. 
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On en d6duit par des calculs 616mentaires qu'il existe 6 > 0  tel que : 

(42) Ig(r, x, y) - g(r ,  x, z)l <= aCn(d(y ,  z)/r) ~ (1 + d(x,  y)/r)  -N 

d6s que (r, x, y, z)~R+*XG 3 v6rifie dry,  z)<(r+d(x, y))/4c. 
On peut alors choisir a > 0  pour que (40), (41), (42) soient exaetement les 

propri&6s requises pour appliquer les r6sultats de [18] (w 4 ~ p. 586 de [18]). 

V. Un r~sultat sur les transform~es de Riesz 

Notons, pour i6{1, ...,n}, Ri=Xi  A-~/2. Les op6rateurs Ri sont trivialement 
born6s sur L 2 puisque : 

n ~,=1  IlSiA-a/zfll~ = -'Y"~.~=I ,rX2A-I/zf, J, A-1/2f)  = (A1/2f, A-~/2f) = Ilftl~. 

D'autre part R~ est donn6 par la convolution ~ droite par  un noyau Ki, R i f = f * K ~  
et K i  s'exprime sous la forme : 

K~ = c f :  ~ dr. 

Soit ~ le champ invariant h droite sur G qui coincide avec X~ ~ l'origine. 
On a :  

Proposition 3. i) Ig~(x)l~cv(Ixl) -~, xca,  i~ {1, .. . ,  n}. 
ii) I:~Kj(x)l<-c(lxl~,(lx[)) -~, xEG, (i , j)E {1, ..., n} 2. 
La propri6t6 i) est une cons6quence 616mentaire de la proposition 1 et de la 

repr6sentation du noyau K~ donn6e ci-dessus. Pour obtenir ii) remarquons tout 

d 'abord q u e ,  notant f ( x ) ~ f ( x  -1) on a ~ i f = - ( X i f )  ~ , .~ �9 et comme ht=ht,  
la proposition I donne : 

lY~h, fx)l = I(X~h,)(x-~)l ~ ct "a/z ~(1f7), 1 e• (-Ixl2/ct). 

On en d6duit  (voir le lemme 5 ci-dessous) que : 

f e  2~1~1 ]X, ht(x)[ 2 dx <= ct-ly(V'7)-~e ~'t, t > O, c~ > O. 

D'autre part, X ~ j h t ( x ) = ~ j X ~ h t ( x ) : f X ~ h t / 2 ( y - ~ x ) ~ j h t / 2 ( y ) d y .  Ce qui donne 
pour tout ~ >0  : 

le~t~ XiXjh, (x) l  ~ f lX,.h,;~fy-Xx)tl .~yh,/2fy)te ~Iy-~'t e ~1"~ dy 

< c t - - 1  3) (r f~t2t 

En optimisant sur c~>0 pour x et t fix6, comme au paragraphe V I ~ I  ci,dessous 
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on obtient finalement : 

IX,~jh,(x)l <= ct-17(VT) -~ exp (-IxlZ/ct) 

ce qui conduit imm6diatement au ii) de la proposition 3~ 
Changeons de notations en posant ki(x, y ) = K i ( y - l x )  de sorte que R i f ( x ) =  

f ki(x y ) f (y )dy .  Les estimations i) et ii) de la proposition 3 se traduisent en : 

Iki( X, Y)I ~ C~(}y-IxI) -1, 

[k~(x, y ) - k i ( x ,  Y0)[ <= c lyzly[ []yglxl'f(ly6-1xI)] -1, si 2 [y~ay[ <= [yg~x]. 

Le groupe G muni de sa mesure de Haar et de la distance du contr61e &ant un 
espace de type homog~ne << ~ la Coifman--Weiss >>, les estimations de k~ obtenues 
ei-dessus donnent (cf. [3] [4]): 

Th~or~me 6. Pour tout iE {1, ... n} l'opOrateur Ri est bornd sur H~,  de L x 
dans Ll-faible et done de L p dans L p pour 1-<p<=2. 

Corollaire. Pour tout i~ {1 . . . . .  n} l'opgrateur R* =A-I/~Xi est bornd de BMO 
dans BMO et de L p clans L p pour 2=<p< + ~. 

Le corollaire est imm~diat puisque R~ est bien l'adjoint de -R~.  Remarquons 
que l'op6rateur R* a pour noyau k* (x, y ) =  - k l  (y, x ) = - K i  (x-ay).  Pour appliquer 
la m&hode ci-dessus afin d'obtenir la bornitude de R* sur H~t il faudrait savoir 

eontr61er correctement XiXjh  t (i.e. par e t - lYO/7) - l exp( - l x l~ /e t ) ,  xEG, t>0) ,  
ee que nous ne savons pas faire, et pour cause : un contre-exemple r&ent, con- 
struit par G. Alexopoulos [1] montre qu'une telle estimation est impossible et qu'en 
g6n6ral l'op6rateur X~2A -1 n'est pas bornd, m~me sur L z. Pour terminer notons 
que l'interpolation eomplexe fournit des r&ultats (sans aucun doute partiels) sur 
la  bornitude des op6rateurs R~.,~=A-~X~A -p, a+f l=l /2 ,  sur les espaees L v, 
l < p <  + ~ .  

Remarque. En fait on obtient par la m&hode ci-dessus la bornitude de R~ 
sur H~ pour p assez proche de 1 (ef. [4]). Cette remarque vaut aussi pour le paragrap- 
he pr&~dent au sens o~ //aPt =HmP.• pour p assez proche de 1 (voir [18]). 

VI. Estimations du noyau et in~galit~ de Harnack 

VI--1. Preuve de la proposition 1. On reprend iei les id6es d~j~ utilis&s par 
l'auteur dans [13]. On suppose k=0 ,  le cas oh k6N* 6tant similaire. Des estima- 

0~ 
tions gaussiennes de ~ h t rappel~es au premier paragraphe on d6duit en utilisant 

les hypotheses faites sur le volume : 
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e,L't O~_~_~_h,(. ) Lemme 5. <=ek?(f-i)-l/Zt-kexp [ek~t], pour t>0 ,  g=>0. 

2 2 lxl~] dx. Un cal- 

21xt ~ , Ixl ~ 
cul 616mentaire montre que 2~ lx l -  et <=e ~t---~-~- pour tout ~=>0, t>0 ,  

xCG, ce qui avec les na~mes calculs qu'au lemme 1, donne le r6sultat. Ecrivons 
X~ht(x)=foh~/2(y)X~ht/~(y-lx)dy et utilisons l'in6galit6 triangulaire pour ob- 
tenir : 

le'lxl g~h~(x)l <= lie "11 h,/~(" )lhlle'l'l X~h,/2( �9 )115. 

Ile=l'lht/~( ")112 est contr61e par le lemme 5. Nous nous permettrons d'utiliser abusi- 
vement la notation Xie ~lxl et le fait que ]Xze=txll_-<~e~lxl qui est (formelle- 
ment) une cons6quence imm6diate de la d6finition de la distance sur G. Notons 
g~---'lle~l'l x~h,/z(. )ll2 : 

eg = - f  o X,e" xz X, (x) h,/,(x) a -f o e 2"lxl X~ h,/2(x ) htl2(x ) dx 
et done 

E~ <= ~",=1 E,~ = - , ~ = 1 S G  Xie2"lxlXiht/~fx)ht/2(x)dx-fGe2"lXlAh'/~(x)ht/2(x)dx 

<= c Ilee~l'l h,/2(. )lh (~ II A~/mh,/21h + I[Ah,/21h), 

puisque ~ IIX~h,/~ll~_c IIa~/2h,/~l12. On obtient en utilisant le lemme 5 : 

l e ~lxl Xi h,(x) l ~- 67 (1/7)-1 t -  !/3 exp (c~ 2 t). 

Notons que nous avons utilis6 pour majorer I[A1/2ht/21]~ restimation classique : 
IIA1/~a~ftl~<=ct-a/~llfll2, f ~L  2 obtenue par exemple par th6orie spectrale. Finale- 
rnent, le choix de ~t=lxl/2ct, conduit h : 

IX~h,(x)l <= cT(1/7)-xt exp ~--~-~),  

ce qui termine la preuve de la proposition 1. 

VI--2. Preuve de la proposition 2. Rappelons (voir [19] par exemple) que l'on 

a : ht (e) ~ [e~ (t/~)]-a, t >  0. C'est une simple cons6quence de l'estimation gaussienne 
sup6rieure et de l'hypoth6se faite sur le vo lume:  Par un calcul similaire h cetui du 
lemme 1, on montre qu'il existe ~>0  tel que pour tout A=>I on ait : 

fiat's-a, h,(x) dx <= cA -~, t > O. 

On peut done trouver A tel que : 

Sl " h,(x)dx = 1-Sl~l ,>aht(x)dx >=!/2, 
x] ~_At 



326 Laurent Saloff-Coste 

pour tout t > 0  ; et on obtient ainsi : 

~((-Xtt)h,(e)>= f ht(x)dx>= l/2, t > 0 .  

Lemme 6. 1l existe a > 0  tel que ." 

h,(x) ~= [c7(1/7)] -1, t ~- 0, Ixl 2 <= at. 

En effet nous avons: 

Ih , (e)-h , (x) l  <= clxl sup{IXihdy) l ,  i~{1 . . . . .  n}, lYl ~ 21xl} 
et donc: 

hdx) ~_ [cr(t/7)] - x -  c lxl .e(1/7)_1 => (c_~_c l /a)~((7)-~,  
r 

ce qui donne le lemme 6 (on a utilis4 la proposition 1). 
L'argument qui permet d'obtenir la proposition 2 h partir du lemme 6 est clas- 

sique (voir [7] par exemple). Nous pouvons supposer que Ixl2>at, sinon le lemme 6 
donne le r6sultat voulu. On a, pour tout NEN* et tout x~G : 

H " - h  l x )  (4) h,(x) " N = [ ( , / N )  ,/NJ(- 

<- f s(x. N) h,N (x?' x) ht/N (x71 x1)  . , ,  ht/~ (xu_ 1) dxl . . ,  dXN - 1 

a v e c :  S(x ,  N ) = { ( x l ,  ..., xN-1)/IxTXyil<=-~--}, oll yo=x,  Yl,  ..., YN : e  est une 

21xl 
suite de points v6rifiant ly~+~xYil<= N , i~{0 . . . .  , N - l } .  Par construction, 

on a alors pour (xl . . . . .  x N _ O 6 S ( x , N ) :  Ixi+~xi[<~ 4Ix] (avec Xo=X, xTc=e). 
N ' 

Choisissons N(N*  tel que : N - l ~ 1 6 l x l ~ / a t < N ,  de sorte que pour tout 

(x . . . . .  xN_I)ES(x,  N) ,  x -  1 x. 2<= a.._L ' '+1 " N ' ce qui permet d'utiliser le lemme 6 dans (4) 

et d'obtenir pour tout t > 0  : 

{ Ixl ' 
ht(x) >= 

I x l  ~ 
la derni6re in6galit6 provenant du choix de N ~  , et donc : 

ht(x) ~ [c7 (t/t-)]-~ exp ( - ~ - ~ } ,  (t, x)ER+*XG, 

ce qui prouve la proposition 2. 

VI--3.  Preuve du thdorkme 1. Nous suivons ici la d6marche de [7] auquel 
nous renvoyons le lecteur pour  d'autres r6f6rences. I1 est cependant important de 
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remarquer qu'il existe une diff&ence essentielle entre le probl6me r6solu darts [7] 
et le n6tre: dans [7] les auteurs se ram6nent ~ prouver l'6quivalent du th6or6me 
1 avec R =  1 grace aux propri~t6s d'invarianee des hypoth6ses par dilatation de 
l'espace. Dans notre cas le tMor6me 1 avec R = I  est essentiellement contenu dans 
[21 et toute la difficult6 est de prouver que la constante C dans l'in6galit6 de Harnack 
est ind6pendante de R > 0 .  

Fixons donc R > O et, par translation, supposons que x=e est l'616ment 
neutre de G. B (R) est la boule de centre e et de rayon R. 

0 
Soit ht R (x, y), tER+, x, YE B(R) • B(R) la solution fondamentale de/ -~"  +A} u=O, 

avec condition de Dirichlet au bord, dans R+*XB(R).  Autrement di tu(t ,  x ) =  

h~(x,y) v6rifie pour chaque yEB(R) - ~ + A  u=O, u=O sur R+*• et 
u(o, x) =~ (x-ly). 

Nous utiliserons les deux faits suivants concernant h R : 

(5) Pour chaque t>O et chaque yEB(R) il existe une mesure py, positive et de 
masse totale inf6rieure ~ 1 port6e par [0, t[XOB(R) telle que : 

h~ (x, y) = h t ( x - l y ) - - f t o  ,~xo,(~> h, , ( x  p, (dr N dz), 

(6) Pour toute solution positive u de(0~T+A) u=O dans [a, b]• on a : 

u(t, x) f u(s, y)h  Xx, y)dy, 

xEB(R), sE[a,b], tE[a,b], t >s, 

Lemme 7. Soit t~E]0, 1[, il existe une constante c>O telle que : 

htg(x, y)>= [c70/7)]-1 exp [ ' c  Ix--mY]2] 
t 

R>O,  O<t<=R 2, (x,y)(B(~R)XB(~R). 

En effet (5) donne, pour xEB(6R), yEB(R) et t~0 ,  en utilisant les estima- 
tions gaussiennes de h : 

h~(x, y)>= [c~'(1/7)]-J-exp[ { , ,  

d'ofl l'on d6duit qu'il existe r d6pendant de 6 et c, mais pas de R, tel que : 

(X, y) ~:~ [2C• (/7)] "1 exp [ c [xt  1 y[2] (7) h~ 

pour xEB(~R), yEB(R), ]x-lyl ~= rR, rE[O, (rR)~], 
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Consid6rons 0 < 5 ' < 5 < 1 ,  xEB(6"R), yEB(6"R) et Ix-lyl>rR, tE[O, (rR)rl; 
Nous pouvons relier x & y e n  restant dans B(f'R), (par exemple en passant par 
l'616ment neutre e de G) par un chemin de longueur inf6rieure & 2R. Soit alors Yi, 

2R 
i={0,  ..., n} des points pris sur ce chemin tels que y0=x, y,=y et ly~-~y~+~[ < - - ,  

1l 

Notons Bi la boule B i , - '~ -  et choisissons nE]6/r, (6/r)+l] de sorteque : 

2R rR 
~ - <  Si ziEBi, nous avons alors Iz['~zi+ll<rR, ce qui permet d'assurer 

n 3 
d'apr6s (7) 

(8) h~,(z,, zi+l) ->- [2c7(~/t--~)] -1 exp ( cn(rR)2 ) �9 . 

t 

Par ailleurs B(6R)nBi contient B(y~, (5-6")R) d~s que (5-6")<r/3 et done 
IB(6R)nBiI>'_),((6-6')R). Cette demi&e in~galit6, (8), et la propri&6 de semi- 
groupe donnent : 

h~(x, y) ~_ [2c7(1/t-"~)]-" exp (- 

 tA (rT)l- exp[ 
I1 reste done h examiner le cas 0/1 xEB(6"R), yEB(6"R) et tE[(rR) 2, Rz]. On choisit 
nE]r -2, r - 2 + l ] ,  de sorte que t/n<-(rR) 2. La propridt6 de semi-groupe et ce qui 
pr6e~de fournissent alors : 

[ h~(x, y) >= [7(6"R)]"-l[AT(1/t-~)]-"exp (rR) ~ j >= 

qui est suffisant pour conelure la preuve du lemme 7. 
Posons pour ( s , x ) E R •  et uE~~176215 0)) :  

Ose (u, s, x, O) = sup {I u(t, y ) -  u(t', Y')I; (t, y), (t', Y')E [ s -  O 2, s] • B(x, 0)}- 

Lemme 8. Pour tout 0 < 5 <  1, il existe O < a <  1 tel que 

Ose (u, s, x, 6Q) ~_ a Osc (u, s, x, O), 

[0) 
d~s que (s, x)ER• uEC~O~ 2, sl• o~)), et --~+A u=O dans ]s -o  ~, s[• 
B(x, Q), 0>0.  

La preuve du lemme 8, & partir du lemme 7 est identique h celle du lemme (5--2) 
de [7] p. 335 et nous y renvoyons le lecteur. 

Nous sommes pr~ts ~t present pour la preuve du th~or+me 1. Comme indiqu6 
plus haut, nous supposerons x=e, mais aussi s = 0  ; u est done une solution posi- 
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/ ) tive d e  -0T+A u = 0  dans ] - R  e, 0[ •  Nous pouvons supposer u(0, 0 )=1  

et d'apr6s (6) et le lemme 7 nous avons pour tout t ~ ] - R  2, -~R2[, 0 < 6 ' <  1 : 

f hR_t(0, x) u(t, x) dx ~ ~" IS(t, 2, R)[ 1 = u ( 0 ,  0)  > B~,~) A~(------~) 

o~ S(t, 2, R)={xEB(6'R); u(t, x)=>2}, et l 'on a donc pour tout tE] -R  2, -~R2[ 
et tout 2 > 0 ,  IS(t, 2, R)I<=A?(R)2 -1. 

Supposons que (t, y)E]--R ~, -~Ra[• 2, R) et que 2 est assez grand pour  
2A?(R) 1 

que, si l 'on d6finit T = T ( ~ )  par  ? ( T ) -  a T  avec o ' = ~ - ( 1 - - a ) ,  a &ant la 
w 

constante apparaissant dans le lemme 8, on ait : t - (2T)2E]-R  2, -~R2[ et 
B(y, 2T)cB(6"R),  alors on a " 

IB(y, T)[ = ?(T)  = 2A?(R)(tr).) -1 ~ A•(R)(tr2) -1 __-> IS(t, a2, R)h 

donc il existe z~B(y, T) tel que u(t, z)<tr2. Cela implique en utilisant le lemme 8 : 

1 
Osc (u, t, y, 2T) => l t, y, T) => a lu(t, y ) -u ( t ,  z)l 

[l+al 
_ - > 1 ( 2 - t r 2 ) = 2 1 ,  2a ) = b 2  

avec b > l .  I1 existe donc (t',y')6[t-(2T)2, t]XB(y,  2T) tels que u(t',y')>= 
Osc (u, t, y, 2T)_~2b. 

Fixons f i < 6 ' <  1 et soit 2 > 0  tel qu'il  existe (to, yo)~]-flR a, -aRZ[• 
avec u(to, yo)->2. 

Par  l 'argument pr6c6dent nous pouvons construire une suite de points (t~, y~) 
telle que : 

u(t., y,) >: b"2 
t t y.E (6+Z  .E[o-21 to]; 

2Ay(R) 
o/l T k est d6fini par  ~,(Tk)= tr2bk_ 1 . 

Pour pouvoir  passer du rang n au rang n +  1 dans cette construction nous 
devons nous assurer que : 

t l  t 0 - - 2 ~  (2Tk) z :> - -R  2 et 6 R + 2 ~ ,  x Tk < tS"R. 

Finalement nous aurons termin6 la preuve du th6or6me 1 si nous pouvons trouver 
un A > 0 ,  ind6pendant de R tel que pour  tout 2_~A �9 

(*) - - f lR~-27(2Tk)  2 > R 2 et 6 R + 2 2 * ~ T  k < 6"R. 
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En  effet dans ce cas, l 'existence de (t o, Yo) dans ] - f i R  2, -c~RZ[•  tel que 

U(to, x0)>A,  impliquerai t  que u n 'es t  pas born6e dans [ - R  2, 0 ] •  ce qui  est 

absurde. Pour  prouver  l 'existence de A remarquons  que si R _  <- 1 Tk<=cR(2-1b-k+a) TM 
et done ( . )  se r6duit ~ : - f l -4c~2-2/ab2/d / (b  ~/a- 1)>  - 1 et 6 +2c2-~/dbl/d/(b l / a -  1)< 

6", ce qui prouve l 'existence de A dans ce cas. Si R ~ I ,  soit N l e  premier  entier tel 
2A~,(R) 

que a2bN_~ <=1, alors pour  k<=N, Tk<-cR(2-1b-k+~) ~/~ et ~ (2Tk)~<-c'A-2W R ~, 

tandis  que si k > N ,  on a Tk<=cRD/d(2-1b-k+l)- l /d~l  et ~ 2Tk<=c'2-1/~ ; 
done  : 

si d ~ D ,  

si d < D ,  

Tk <- c R ( 2 - 1 b - k + l )  -lId 

Tk <: (cRD/d(2 -1 b-~ + l)-l/d) d/~ : cR(2  -1 b-k+1) -I!D. 

Dans  t ous l e s  cas nous  obtenons  f inalement la r6duction de ( . )  fi - f l - c 2 - ~ > -  1 
et 6 + c ' 2 - ~ ' < 6 "  pour  des constantes c, c ' ,  ~, ~" positive et ind6pendante  de R, 

ce qui termine la preuve du th6or6me 1. 
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