Analyse sur les groupes de Lie
a croissance polynomiale

Laurent Saloff-Coste

Résumé. On déduit des estimations gaussiennes supérieures du noyau de la chaleur des estima-
tions du méme type pour les premiéres dérivées spatiales. On obtient ainsi des estimations gaussiennes
inférieures du noyau de la chaleur. On donne des applications de ces résultats.

Abstract. From Gaussian upper bounds on the heat kernel we deduce similar upper bounds
on the first space derivatives of the heat kernel. Gaussian lower bounds on the heat kernel are deduced
and some applications are given.

1. Introduction

Soit G un groupe de Lie réel et connexe, a croissance polyndmiale du volume,
c’est-3-dire tel que pour un voisinage compacte symétrique Q de lorigine dans
G on ait |Q"=n®, yneEN*={1,2,...}, pour un certain DEN* (par f(t)=g(?)
on entend que le rapport est compris entre deux constantes strictement positives) :
G est muni d’une mesure de Haar et |Q| est la mesure de QcG. L’hypothése
que G est 4 croissance polyndmiale entraine qu’il est unimodulaire, voir [8]. Rap-
pelons qu'un groupe de Lie réel, connexe est nilpotent si son algébre de Lie est
nilpotente. Plus précisément notant & 'algébre de Lie de G et ¥ =%, Z;=[%;.1, £],
i=1,2,..., G est nilpotent de rang r si %,,,={0} et %,={0}. Les groupes de
Lie nilpotents sont & croissance polyndmiale et si G est nilpotent simplement con-
nexe T'indice D est donné par : D=2 | idim[%/¥,,]. Le but principal de ce
travail est d’étendre A tous les groupes & croissance polyndmiale des résultats déja
connus pour les groupes nilpotents, voir [19], [21]. Cette extension nécessite 'utili-
sation de méthodes différentes, comme le montrent en particulier des résultats de [1].

Soient Xj, ..., X, des champs invariants & gauche sur G qui, avec leurs cro-
chets de tous ordres engendrent 1’algébre de Lie de G (c’est 'hypothése de Hor-
mander). A ces champs est associée une distance, invariante a gauche, dite distance
du controle (voir [19], par exemple). Etant donné I'importance de cette distance
dans la suite, voici briévement comment elle est obtenue : soit /: [0, 1]-G un
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chemin absolument continu. Si I’(¢)=3"_ a,(t)X;(y(¢)) p.p. sur [0,1], on pose
[Il=[3 (3 la(t))/*dt, et |l|=+co, sinon. La distance du contrdle associée a
{Xi, ..., X,} entre x et y dans G est alors Uinfimum des «longueurs » |/} des che-
mins absolument continus / joignant x 4 y. L’invariance & gauche des champs
{X1, ..., X,} entraine immédiatement ’invariance 4 gauche de la distance associée.
Nous noterons |x| la distance de ’élément neutre e de G a x€G, de sorte que la
distance entre x et-y est {y~'x|. Nous notons y(¢) le volume des boules de rayon
t associ€es a cette distance, Par hypothése, ona y(t)=(® pour t=1. En ce qui
concerne le volume des boules de rayon O<t¢=1, rappelons qu’il existe un entier
deN* tel que y(r)=1, O<r=1, voir [19)], [9].

On considére le semi-groupe de la chaleur sur G, H,=e ™", associé & 4=—
2i X! (on ne distinguera pas ici 'opérateur différentiel A4 de son extension de

t4

0
Friedrichs). L’invariance & gauche de A4 et ’hypoellipticité de 3—+A impliquent

que H, admet un noyau de convolution (¢, x)—~h,(x)€€~ (RT*XG) telque : H, f(x)=
f ¢ h(y 1x)f(y)dy, pour fE%;°(G). Dans [10] on a donné une preuve simple et
directe du théoréme suivant de N. Varopoulos [19] :

Théoréme V. Si G, X, ..., X, sont comme ci-dessus, alors
h(e) = C[}’)(V'_t-)]‘l, 0<t-<-+oo,

On sait d’autre part, voir [6], [19], [20], que ce résultat entraine

‘3 h(x)| = coy(V1)~ 1t"‘exp( Ixl* ), (t, x)ERT* XG.

8 k
La principale contribution de ce travail consiste & remarquer que ces résultats
impliguent aussi la

Proposition 1. Sous les hypothéses ci-dessus, on a pour ic{l,...,n}, k€N :

"
l 3 k
Les estimations des dérivées spatiales du noyau de la chaleur fourries par cette
propositiori sont essentielles 3 de nombreux résultdts d’analyse. On développe
ci-dessous des applications au théoréme de plongement de Sobolev et a I’étude
des espaces de Hardy et de Lipschitz. Une autre application de Ia proposition 1
est d’obtenir une estimation inférieure du noyau :

*Cﬂ(l/t)‘lt“" 1*'%xp[ IxP® ], (t, x)ERT*XG.

—~—h,(x)

Proposition 2. Sous les hypothéses ci-dessus, on_a :

h(x) = [cv(Vt)]‘leXp[ cld® ]3 (1, X)ERT* XG.
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Finalement, en utilisant la méthode de E. Fabes et D. Stroock [7], nous
obtenons un théoréme de Harnack parabolique :

Théoréme 1. Sous les hypothéses ci-dessus et étant donnés O<o<pf<1, O<y<1,
il existe une constante c telle que pour tout (s, x)eRXG, tout R>0 et toute solu-

_ 0
tion positive u€ %~ ([s—R2, s]X B(x, R)) de (W +A] u=0dans 15~ R? s[XB(x, R)
on ait:

u(t, y) = cu(s, x), (t,y)€[s—pR?, s—aR?*|XB(x, yR).

Le théoréme 1 contient évidemment les résultats de [22] concernant les fonctions
harmoniques (solutions de Au=0), notamment la non-existence des fonctions
harmoniques positives sur G' non constantes.

Les propositions 1 et 2 et le théoréme 1 sont prouvés dans le dernier paragraphe.
Le second paragraphe traite des espaces de Lipschitz, le troisiéme du théoréme de
Sobolev et des inégalités de Trudinger, le quatriéme de 1'espace de Hardy H*. Au
cinquiéme paragraphe, on obtient des résultats partiels, mais significatifs, concernant
les transformées de Riesz.

TI. Espaces de Lipschitz

On note 4, f(x)=f(xy)—f(x) et on considére sur %;’(G) les normes :

vacr [ (14,51, _dy )
Lz <f)—[fa[ P )v(ly!)]

)q dt ]1/4
Y

avec 1=p, g=+ = (et la modification classique si g=+<) et O<a=<1.

0
B';Htf

A2a(f) = [ T

Théoréme 2. Soient O<a<1, 1=p, g=+ oo, alors sous les hypothéses du pre-
mier paragraphe les normes LP'% et AP sont équivalentes sur €; (G).

Preuve. Les grandes lignes sont celles du cas classique G=R", voir [16], [15],
reprises aussi dans [14] dans le cas oll G est stratifié. Prouvons pour commencer que

AP f)=clP(f), fe¥; (G). Nous avons fG%h,(x)-—-O et donc :

0
Wh«y)' 14,1 d.

I G

0
WHrf
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. 0
Des estimations gaussiennes du noyau — h, on déduit :

ot

PI=2p(yD 14, 1, 4y,

? (-
WH'pr sy f 14l dvre

[y|2=t

/g
puis: 2250 = [ (fo K80 2N LN avee g1, 7101 et

K(t, y)=ct=2|pl* [t 19| 2 oz F7V O (PD Zppz<n] s 01 x4 est la fonction
caractéristique de Tensemble A. On vérific que: [K(t,))—— (| D

f o KA1, y)—‘;t—é ¢, ce qui implique classiquement:

g
ags) = o flem=2s) " = cesn.

Prouvons maintenant que L2?(f)=cAPI(f), f€%€; (G).
Lemme 1. | X;h,),=ct~'7*, =0, ic {1, ..., n}.

11 s’agit d’une conséquence de la proposition 1. On a :

[1X:h () dx = ctm2y (Y1) fexp [_ I_:;] &

et
w0 -5 ) 6 = 20D
Synare® (2] v = ¢ Swemp - 203(@ 01 = (19,

& aprés les propriétés de la fonction y, ce qui prouve le lemme. On écrit alors f=

—fo Hfds-H’:If puis :

(1) 14, fll, =

ds+||4,H. f1,.
14

Le lemme 1 et la propriété de semi-groupe impliquent :

0
'5;‘ t/2f

<ct—1/2

X H,.f , d’ou I’on déduit :

0
D5

IXH fl,= 77

s<cf il

sf
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Par définition de la distance du contrdle, on a donc :

» n +eo 3
@ HS, = DS IGH 1) = eyl [, 57 |- Hof| ds.
En posant |y|?=¢, (1) et (2) donnent :
_ too , o ds\t dy M

L:i"(f):c[fG(fU K608 (%) W]

avec
g6 =Lz
s

et

K’(S9 y) =c Iyl_zsmlz(;{(sélyp}—i_s_l/z |y| X{Qs;]ylz})'
Comme précédemment on déduit L29(f)=cAP4(f) des estimations

d ds . .
fcK'(s,») y—(,—%fc, et [o=K'(s, y)Téc, ce qui termine la preuve du théo-
réme 2.

II1. Théoréme de Sobolev et inégalités de Trudinger

Introduisons sur %5 (G) les normes de Sobolev définies par : | fll, o=l fl,

[ Al a=2y 1Xiflpam1s ®EN*, 1=p= + oo, ainsi que les normes de Lipschitz :
, 0" .

Ag(f)=sup,s {t"—”/2 WHtfn }, ou O<f<-+o et k=inf{néNn=p} (en

particulier, si 0<f<1, A;= A3 ). Dans ce paragraphe on supposera que d=D.

Théordme 3. Soient acN*, 1=p< 4, n¢[d, D).
) Si ap<n et q=pnf(i—ap), dlors | fly=cll fl,.. 5 (G).
i) Si ap=n et B=oa—nlp dalors Ag(=cl fl, . €5 (G).

Le résultat i) est di & N. Varopoulos [19]. Nous en donnons ici une autre preuve
reposant sur les résultats de [10] et la proposition 1. On vérifie qu’il suffit de prou-
ver i) avec a=p=1 et ’on sait d’autre part (voir [21]) que les estimations : h,(e)=
=% et XAl =ct~'* pour ¢=0, entrainent automatiquement I’inégalité
| flasm—y=clifly,1,» ce qui prouve i) d’aprés les résultats de [10] et le lemme 1.
La seconde partie du théoréme est trés facile. Considérons seulement le cas a=1,
les autres se traitant de la méme facon. Ecrivons :

0 "
_'5{Htf: AI—I’l‘f‘= —2i=1 HtXl Xl.f'

Du lemme 1 et de la propriété de semi-groupe on déduit que [ X;h,|,=ct—/2-"22,
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1 1

t>0, —+—=1. D’autre part |X;h], domine la norme d’opérateur |H,X;l|,-
P q

par dualité, ce qui donne

0

'(«)7Htf = ot~ 1+ Q-n/p)j2 Iflpas t=0,

qui est le résultat recherché. Le théoréme 2 permet d’interpréter ii) quand O<pf<1.

Remarque. Si apc)d, D[#8 on a & la fois || fll,=c{ fll,. et Az()=c| flipa
pour certains g€]p, +<o et certains f€]0, of. En fait on vérifie facilement que
Pon a || flle=cll fll,.. f€%5 (G), voir [5].

Pour compléter le théoréme 3 il reste & étudier les cas limites ap=d et ap=D
qui correspondent quand G=R", aux inégalités de Trudinger [17].

Théoréme 4. Si 1<p< + <, ap=d ou ap=D, il existe une constante c telle que :
[, exp [(f()fe] fll,, )=V} dx = c|@)

pour tout f€E, (2), Q ouvert de G.

Preuve du théoréme 4. On peut retrouver f a partir de ses dérivés d’ordre
a fixé de la fagon suivante : si « est pair, «=2k, on a (en notant fxg(x)=

foaf(We(y1x)ady) :
fe _(.k__l_l)_!f:“ BUH A fdi = AT, ob T, =c 77 rr-thd.

Si a=2k—1 est impair, on a :

i=1

1 +oo n e L
f:_(.m—fn FUH AR fdr = St ¢, f0 - H, X2 A1 fdt,
et
HXPA f(x) = [ b ) X242 fy dy=— [ X (T 9) X, 47 f(3) dy

et finalement :
f=Z1 XA HT,, ob T, () =c,f, (S EX h(xY)dr
Lemme 2. Avec les notations ci-dessus on a .
si. a#d O<=a<D, [T,(x)|=cy(x]) x|, x€G;

si a=d=D, T, = c(yp(x)log(IxI")+yxD " IxI*);

ou B={x/|x|=1}. Les mémes estimations sont valables pour T, ;, ic{l, ...,n}.
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Le lemme 2 est élémentaire a partir des estimations fournies par la proposi-
tion 1.

Lemme 3. Si O<o<D, l<p< oo, ap=d ou ap=D alors :
£, = e =YRIQIM | fll 0 1 <P <o, Q ouvert CG.

A partir du lemme 3, on conclut la preuve du théoréme 4 en développant la
fonction exponentielle en série, voir [17], [11]. La preuve du lemme 3 repose sur le

Lemme 4. Soit B={|x|=1}, B°={|x|>1}.

-1
[ R de = cpiaet, 0<p<d.

-1
[ 55 de = cpr1gp, 0<p<D,

pour tout ouvert QcCG.
On a en effet:
j‘ Xﬂ(x t) dé = dé

[x“léld B |x-1§i§inf(l,|9[‘/d)W
= 62:00(2_" mf(l, ,Q,l/d))ﬁ = cﬁ—l'g'ﬁ/d’

pour tout O<f<d ; Pautre inégalité se traite de la méme fagon.
11 reste & prouver le lemme 3. Supposons pour fixer les idées que o est pair et
ap=d=<D, et écrivons :

f=ARfsT, = APfxTO+ A2 f%T=, avec T°= ypT,.

Comme ap=d<D et T=(x)=c(l+|x[)~P*% nous obtenons : T=€I? aveéc

11 .
—+—=1 et donc [4*?f*T=|,=c|4*?f|, et la contribution de A**f* T= &
r q

Il fl. est donc contrdlée. En ce qui concerne A**fxT® on reprend les calculs
explicités dans [17], [11] en utilisant le lemme 4 pour terminer la preuve du lemme 3.

Dans le cas ot ap=D=d les roles de T° et T sont échangés ; dans le cas ol
ap=d=D, on n’effectue plus de découpage et les calculs sont ceux de [11]. Ceci
termine la preuve du théoréme 4.
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IV. Espace de Hardy
L’espace de Hardy Hp, est ensemble des fonctions fe€L' tel que f+=
Sup;so [H,fl€L'. L’espace de Hardy atomique H,, est I'espace des fonctions f€L!
qui admettent une décomposition f=>'1,a, ot > |1,]<+< et les a, sont des
atomes. Rappelons qu’un atome est ici une fonction a telle que f a=0 et quil
existe une boule B telle que supp(@)cB et |af_=|B|~1. Ces deux espaces sont
munis de leur norme naturelle. Rappelons enfin que ’espace BMO est ’ensemble
des fonctions f€L . (modulo les constantes) telles que :
|
supB{ B
sur B.

fB[f——f,,I}< +oo, pour toute boule B, ou f; est la moyenne de f

Théoréme 5. Sous les liypothéses du premier paragraphe on a :
Hl, = H} etdonc (HL.,)* = BMO.

Pour prouver le théoréme 5 nous nous référerons simplement aux résultats de
[18] comme c’était déja le cas dans [12]. Plus précisément, nous considérons sur
G la quasi-distance {cf. [18]) : d(x, y)=y(Ix"1y|) et posons pour une constante
a>0 a choisir :
K(r,x,y) = ay(D h,.(y71x), pour (x, )EGXG et r=7y(t)=0,

de sorte que:

s+ = swpit s = Loup LI [ ke x 0 10 ]}

a =0 LF

2

De Pestimation h,(x)=c[y(} ?)] ~lexp (~ ad

- ], on déduit que pour tout N=0 :
4

, ( -N
(40) K(r'..x,gi)éaCy_(1+d—‘):—y)] . (ry %, PDERT*XGXG.

De h(e)=[cy(Ve)]* (voif [19], par exemple), on déduit évidemment :

(41) K(r,x,x) = ac™ 1 =0, (r,x)¢RT*XG,.

De la proposition 1 et de la définition de la distance sur G on déduit :
()= hy(x2)| = ep(V1) 71z} 172 exp (= |x}¥er)

pour (1, x,2)ERT¥*XGXG avec |z|=(Jt +|x[)/2.
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On en déduit par des calculs élémentaires qu’il existe 6=>0 tel que :

42) |K(r, x, »)— K(r, x, 2)] = aCx(d(y, 2)/r)’ (1 +d(x, y)[r)~"

dés que (r, x, y, 2)ERT*XG® vérifie d(y, 2)<(r+d(x, y))/4c.
On peut alors choisir a=0 pour que (40), (41), (42) soient exactement les
propriétés requises pour appliquer les résultats de [18] (§4 — p. 586 de [18]).

V. Un résultat sur les transformées de Riesz

Notons, pour i€{l,...,n}, Ri=X;A~"% Les opérateurs R; sont trivialement
bornés sur L? puisque :

D XA f1E = =20 (XRATVR, A7) = (AR f, A7 f) = | fl3-

D’autre part R; est donné par la convolution a droite par un noyau K;, R; f=f*K;
et K; s’exprime sous la forme :

K, = cf0+°° (2 Xh dt.

Soit X; le champ invariant a droite sur G qui coincide avec X; a Iorigine.
On a:

Proposition 3. i) |K;(x)|=cy(Ix])71, x€G, i€ {1, ..., n}.

i) (XK ()l =c(Ix1y(xD) 7L x€G, (1 )HELL, ..., nf

La propriété i) est une conséquence élémentaire de la proposition 1 et de la
représentation du noyau K; donnée ci-dessus. Pour obtenir ii) remarquons tout
d’abord que, notant f(x)Nf(x‘l) on a &f=—(X,f) ; et comme h,_h,,
la proposition 1 donne :

(Bl () = [(X;h) (x| = er 72y (Y1) exp (~ |x|%et).
On en déduit (voir le lemme 5 ci-dessous) que :
f K h(x)2dx = ct™y(Y1) e, t=0, o> 0.

D’autre part, X, X;h (x)=2X,X,h(x)=[ Xih,s(y~'x) X;hs(y)dy. Ce qui donne
pour tout o=0 :

featx,Xifjht(x)’ = ‘/.IIA/iht,lz(y_lx)” fjktlz(}))l ePixl el gy
=ct 1y (V?)‘l et

En optimisant sur «>0 pour x et  fixé, comme au paragraphe VI—1 ci-dessous
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on obtient finalement :
X X1 ()] = ety (V1) exp (= |xI¥/en)

ce qui conduit immédiatement au ii) de la proposition 3:
Changeons de notations en posant k;(x.y)=K;(y~1x) de sorte que R, f(x)=
[ ki(x y)f(»)dy. Les estimations i) et ii) de la proposition 3 se traduisent en :

teiGe, W = ey(ly~tx)72,
ki (e, Y)—ki(x, o)l = elya ¥ ye txly(ye txD17L, si 2|ygtyl = |ystixl.

Le groupe G muni de sa mesure de Haar et de la distance du contrdle étant un
espace de type homogéne « & la Coifman—Weiss », les estimations de k; obtenues
ci-dessus donnent (cf. [3] [4]):

Théoréme 6. Pour tout i€{l,... n} I'opérateur R, est borné sur H}., de L'
dans L*-faible et donc de LP dans LP pour 1<p=2.

Corollaire. Pour tout i€ {1, ...,n} lopérateur Rf=A~'?X; est borné de BMO
dans BMO et de L? dans L pour 2=p< + .

Le corollaire est immédiat puisque R; est bien I'adjoint de —R;. Remarquons
que 'opérateur R a pour noyau k; (x, y)=—k;(y, xX)=—K;(x"1y). Pour appliquer
la méthode ci-dessus afin d’obtenir la bornitude de R sur HJ il faudrait savoir
controler correctement X;X;h, (i.e. par ct=2y(Y1) "t exp (—|x|?/ct), x€G, t=0),
ce que nous ne savons pas faire, et pour cause : un contre-exemple récent, con-
struit par G. Alexopoulos [1] montre qu’une telle estimation est impossible et qu’en
général Popérateur X} A~1 n’est pas borné, méme sur L% Pour terminer notons
que l'interpolation complexe fournit des résultats (sans aucun doute partiels) sur
la bornitude des opérateurs 'R,,ﬁzA’“XiA"”, o+pB=1/2, sur les espaces L7,
l<p< + oo,

Remarque. En fait on obtient par la méthode ci-dessus la bornitude de R;
sur HE pour p assez proche de 1 (cf. [4]). Cette remarque vaut aussi pour le paragrap-
he précédent au sens ot HZ=H?, pour p assez proche de 1 (voir [18]).

VI. Estimations du noyau et inégalité de Harnack

VI—I. Preuve de la proposition 1. On reprend ici les idées déja utilisées par
Pauteur dans [13]. On suppose k=0, le cas ou k€N* étant similaire. Des estima-
k

tions gaussiennes de ——- k4, rappelées au premier paragraphe on déduit en utilisant

otk

les hypothéses faites sur le volume :



Analyse sur les groupes de Lie a croissance polyndmiale 325

Lemme 5.

o -
eal'l—é?c_ht(')“ =c.y(V 1)t *exp [e,22t], pour t=0, a=0.
2
2|x|?

En effet:

ak 2 -
el ()| Sar () fo exp [2uiri—
2l xf?

cul élémentaire montre que 2u|x|———=c a2t— 7 pour tout a=0, r=0,
ct ¢

]dx Un cal-

xX€G, ce qui avec les mémes calculs qu’au lemme 1, donne le résultat. Ecrivons
X;h(x)= f 6 My () Xihys(y~1x)dy et utilisons Pinégalité triangulaire pour ob-
tenir :
|e¢|xlXiht(x)| = ||eal-l ht/2(')”2”eal‘lXiht/2(')”2'

]Ie“["h,/z( |z est contrdle par le lemme 5. Nous nous permettrons d’utiliser abusi-
vement la notation X;e*™*! et le fait que |X;e**||=wae?*! qui est (formelle-
ment) une conséquence immédiate de la définition dela distance sur G. Notons
Ei=”eal.[Xiht/2(')”2 :

E,2 = —-fG Xie2d|x| Xi htlg(x)htlg(x) dX"‘fGezalxl X?h,,g(x)h,ﬂ(x) dx
et donc
E} = 2;;1 E} = _2;;1 fG Xie%lxlXiht/z(x) ht/2(x) dx—fG eIl Aht/2(x) ht/2(x) dx

=c ”e2a|-lht/2( s (e ||Al/2hr/2”2+ “Aht/2“2)’
puisque > | X;h,plla=cl|4Y2h,pl;. On obtient en utilisant le lemme 5 :

le*1* X, b (x)] = cy (Y1)t~ Y2 exp (ca?).
Notons que nous avons utilisé pour majorer ||4Y2h,,|, Destimation classique :
|AY2 H, fllo=ct~2| fl., fEL? obtenue par exemple par théorie spectrale. Finale-
ment, le choix de «=|x|/2¢cs, conduit & :

| X;h, ()| = ey(Ve)~ 11‘1/2exp( ljlj]

ce qui termine la preuve de la proposition 1.

VI—2. Preuve de la proposition 2. Rappelons (voir [19] par exemple) que Pon
a: h(=[cy (V?)] ~1 ¢=>0. C’est une simple conséquence de I’estimation gaussienne
supérieure et de I’hypothése faite sur le volume : Par un calcul similaire a celui du
lemme 1, on montre qu’il existe a=0 tel que pour tout 4=1 on ait :

= i
flxlzéAt h(x)dx =cA™?, t=0.
On peut donc trouver 4 tel que :

f o g 1O =1 hy(x) dx = 1/2.

|x|2= At
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pour tout =0 ; et on obtient ainsi :
YA () = [ o 109 X = 12, t=0.
Lemme 6. I/ existe a=0 tel que :
h(x) = [cy(V?)]‘l, r=0, |x]2=ar
En effet nous avons:

|h(€)—h (x)| = c|x| sup {|X; BV, i€{1, ..., n}, |¥] = 2|x}
et donc:

me9 = [ D] =2y = e e i),

ce qui donne le lemme 6 (on a utilisé la proposition 1).

L’argument qui permet d’obtenir la proposition 2 & partir du lemme 6 est clas-
sique (voir [7] par exemple). Nous pouvons supposer que |x|*=>at, sinon le lemme 6
donne le résultat voulu. On a, pour tout NEN* et tout x€G :

4) hy(x) = [(Hyn)" =t hyy] (x)

= [ g m Bon O X ey (51 30) g (e =2) o oy

x
avec : S(x, N)={(x1, ...,xN_l)/lxi‘lyilé%}, olt Yp=X, ¥, ..., yy=€ est une
2)x .
suite de points vérifiant | yi"_,_l1 Vi §—-l—l—, i€{0, ..., N—1}. Par construction,

N
1 4 x|
on a alors pour (x,...,xy_)E€S(x, N): [x7 X éT, (avec xo=x, xy=e).
Choisissons NeN* tel que : N—1=16|x|*ar<N, de sorte que pour tout
at
(%, vy Xy _1)ES (X, N), x4 x,-|2_5_—17, ce qui permet d’utiliser le lemme 6 dans (4)

et d’obtenir pour tout =0 :

wo = [T [ (] = e

2
e : x
la derniére inégalité provenant du choix de N %ITI, et donc :

h(x) = [cy(}/;)]‘l exp (— ﬂ-);—l—z-] , (1, X)ERY*XG,

ce qui prouve la proposition 2.

VI—3. Preyve du théoréme 1. Nous suivons ici la démarche de [7] auquel
nous renvoyons le lecteur pour d’autres références. Il est cependant important de
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remarquer qu’il existe une différence essentielle entre le probléme résolu dans [7]
et le nétre: dans [7] les auteurs se raménent & prouver I’équivalent du théoréme
1 avec R=1 grice aux propriétés d’invariance des hypothéses par dilatation de
Yespace. Dans notre cas le théoréme 1 avec R=1 est essentiellement contenu dans
[2] et toute la difficulté est de prouver que la constante C dans Iinégalité de Harnack
est indépendante de R=0.

Fixons donc R=0 et, par translation, supposons que x=e est I’élément
neutre de G. B(R) est 1a boule de centre e et de rayon R.
0
Soit AR (x, y), teR*, x, y€ B(R) X B(R) la solution fondamentale de (3; -I—A] u=0,
avec condition de Dirichlet au bord, dans R**XB(R). Autrement ditu(t, x)=

0
hR(x,y) vérifie pour chaque y¢B(R) ( +A] u=0, u=0 sur Rt*XJB(R) et
u(0, x)=3(x"y).
Nous utiliserons les deux faits suivants concernant h® :

(5) Pour chaque #=>0 et chaque y€B(R) il existe une mesure g, positive et de
masse totale inférieure & 1 portée par [0, t[X9dB(R) telle que :

R (x, ») = h(x")~ [

[o, s[X ¢B(R)

he_ (x7'2) p,(dr X dz),
. .. J
(6) Pour toute solution positive u de (E+A) u=0 dans [a, b)]XB(R) on a :

u(t, x) = f @ u(s, Y hR o(x, y) dy,
x€B(R), scla,b], tcla,b], t=>s.

Lemme 7. Soir 6€10, 1], il existe une constante c¢=0 telle que :

_ —1y)2
hf(x, y) = [ey(Y1)] exp [—cl—x-—ty—]——] ,
R>0, O<t=R%, (x,y)cB(SR)XB(R).

En effet (5) donne, pour x€B(SR), y¢ B(R) et 1=>0, en utilisant les estima-
tions gaussiennes de h :

e ) = [ ()] exp [~ 2 sup fy(ymyrep [ L),

0<p=t cr

d’oui ’on déduit qu’il existe » dépendant de J et ¢, mais pas de R, tel que :

@) h,R (x, )= [2(7(1/}')]—1 exp [_ < Ix—tlylg]

pour x€B(SR), ye€B(R), |x~Yy|=rR, 1€[0,(rR)?.
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Considérons 0<§’<d8=<1, x€B(8 ' R), y€B(6'R) et |x~1y|=rR, t€[0, (rR)¥:
Nous pouvons relier x & y en restant dans B(é’R), (par exemple en passant par
I’élément neutre e de G) par un chemin de longueur inférieure 3 2R. Soit alors y;,

R
i={0, ..., n} des points pris sur ce chemin tels que y,=x, y,=y et Iyi‘lyiﬂ[éT.

R
Notons B; la boule B(y,-,—r3—J et choisissons n€]6/r, (6/r)+1] de sorte que :

2R rR

— == Si z€B;, nous avons alors |z}

Z;41|<rR, ‘ce qui permet d’assurer

n
d’aprés (7)
® Wn(ais 200) = 269 (Y 7] exp (-2 ).

Par ailleurs B(6R)NB; contient B(y;, (6—0)R) dés que (6—06')<r/3 et donc
|IBOR)NB|=y((6—6)R). Cette derniére inégalité, (8), et la propriété de semi-
groupe donnent :

W e, ) = Pen(Y )] exp (- 2R

) [y (6~ R

= [y (/)] enp |- 220

11 reste donc & examiner le cas ou x€B(8’ R), y€B(6’ R) et t€[(rR)% R?*. On choisit
n€lr—2, r~2+1)], de sorte que ¢/n=(rR)®. La propriété de semi-groupe et ce qui
précede fournissent alors :
, — An*(8’ R)? Ny
WG ) = @RI (TR exp [~ 22 = Lo
qui est suffisant pour conclure la preuve du lemme 7.
Posons pour (s, x)ERXG et u€é>([s— 0% s]XB(x, 0)) :

Osc(u, 5, x, @) = sup {lu(t, )—u(t’, ¥'); (1, 3), (', y)e[s— % s1XB(x, o)}
Lemme 8. Pour tout 0<d<1, il existe O<a<1 tel que
Osc(u, s, x, 8¢) = a Osc(u, s, x, 0),
. 0
dés que (s, X)ERXG, uc€=([s— g% s]XB(x, 0)), et (5;—+A] u=0 dans 1s— g% s[X
B(x, ¢), ¢>0.

La preuve du lemme 8, & partir du lemme 7 est identique 2 celle du lemme (5—2)
de [7] p. 335 et nous y renvoyons le lecteur.

Nous sommes préts 3 présent pour la preuve du théoréme 1. Comme indiqué
plus haut, nous supposerons x=e, mais aussi s=0 ; u est donc une solution posi-
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ot

et d’apres (6) et le lemme 7 nous avons pour tout t€]—R2 —aR¥, 0<& <1 :

0
tive de [—+A) u=0 dans ]—RZ O[XB(R). Nous pouvons supposer #(0,0)=1

P=u@0) = [ 12O x)ult, x)dx = 'A“y%ﬁ)‘ IS(t, 4, R)|

ou S(t, A, R)={xcB(¢' R); u(t,x)=4}, et 'on a donc pour tout r¢]—R? —aR¥
et tout A=0, [S(t, 4, R)|=A4Ay(R)A™L.
Supposons que (¢, y)€]—R?, —aRYXS(, 4, R) et que A est assez grand pour

24y(R 1
que, si Pon définit T=T(1) par Y(T)Z—Z}(»_). avec 0'=—2— (1—a), a étant la
o

constante apparaissant dans le lemme 8, on ait : £—(2T)*]—R2, —aR¥ et
B(y,2T)cB(8’R), alors on a :

(B, T)| =y(T) = 24y(R)(aD) ™ = Ay(R)(eN)* = |S(t, 0k, B)|,

donc il existe z€ B(y, T) tel que u(t, z)<gA. Cela implique en utilisant le lemme 8 :
1
Osc(u, t,y,2T) = ;Osc(u, Ly, T) = ~al—lu(t, y)—u(t, z)|

1+a
2a

avec b=>1. Il existe donc (¢, y)E[t—QT)% t}XB(y,2T) tels que u(t’,y)=
Osc (u, t, y, 2T)=Ab.

Fixons 6<d&’<1 et soit A>0 tel qu’il existe (¢, yo)€1—BR2, —aRYXB(6R)
avec u(ty, yo)=A4.

Par Pargument précédent nous pouvons construire une suite de points (7,, y,)
telle que :

z%(ﬁ-ﬂ):l( ]:bl

u(t,, y)=b"1
telto— 37T QT t0]s ya€B(6+ 37 Th)
24y(R)
oAb
Pour pouvoir passer du rang » au rang n+1 dans cette construction nous
devons nous assurer que :

ou T; est défini par »(T) =

fo— Sn (T )* >—R® et OR+23"T,<&R.

Finalement nous aurons terminé la preuve du théoréme 1 si nous pouvons trouver
un A=0, indépendant de R tel que pour tout A= 4 :

(%) —BR—FTQT)* >R et SR+237T, <8R
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En effet dans ce cas, l'existence de (4, ;) dans ]—pBR?, —aR}XB(0R) tel que
u(ty, xo)> A, impliquerait que u n’est pas bornée dans [—R?, 0] X B(R), ce qui est
absurde. Pour prouver I’existence de A remarquons que si R=1 T, =cR(A1b~*+1)/4
et donc (x) seréduitd : —f—4c2 A2 pH(B*—1)> —1 et §+2cA~ Y4B/ (B1 1)<
&', ce qui prouve ’existence de A dans ce cas. Si R=1, soit N le premier entier tel
24y(R)

oAb 1
SY2T,=c’A~YPR ; tandis que si k=N, on a T,=cRPI(A~-1p-*+1)-=] et
donc :

que =1, alors pour k=N, T,=cR(A b ~*+H)P et SN (2T )2=c'2~¥P R,

si d=D, T,=cR(A‘pF+1)-1/d
si d<D, T,=(cRPMQT b=+ U — cR(AT b~++1)=HP.

Dans tous les cas nous obtenons finalement la réduction de (%) a —f—ci=*>—1
et d+c’A~“<8 pour des constantes ¢, ¢/, a, & positive et indépendante de R,
ce qui termine la preuve du théoréme 1.
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