Sur Iexistence du cone tangent
a un courant positif fermé
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Résumé

Soit T un courant positif fermé sur un voisinage de 0 dans C". Nous montrons que T
admet un cdne tangent (limite de la famille de ses homothétiques), dés que les masses projectives
vr(r) convergent assez vite vers v (0) pour que (vy(r)—v,(0))/r soit localement sommable en
r=0. Cette condition suffisante est optimale : nous construisons des courants de bidegré (1, 1)
n’ayant pas de cone tangent, tels que Iintégrale de (v, (r)—vr(0))/r soit aussi peu divergente qu’on
le souhaite. Lorsque T est le courant d’intégration sur un ensemble analytique, on vérifie que
vr(P)— v (0)=0(r%), ce qui redonne le théordme de Thie-King sur I'existence du cone tangent.

1. Notations et principaux résultats

Soit T un-courant positif fermé de bidimension (p, p) sur un voisinage ouvert
Q de 0 dans C". Nous renvoyons le lecteur & P. Lelong [Le] ou & [L—G] pour les
définitions et résultats fondamentaux concernant les courants positifs fermés. Si
h, désigne I’homothétic complexe de rapport a€C*, “on s’intéresse au probléme
de Pexistence d’une limite faible pour la famille de courants (h}T) lorsque |a] tend
vers 0. Une telle limite, si elle existe, est appelée cone tangent au courant. T. La
question de savoir si le cone tangent existe toujours a été soulevée par plusieurs
auteurs, en particulier R. Harvey [Ha] en 1975.

Mentionnons les principaux résultats connus a ce jour. Lorsque 7T est le courant
d’intégration sur un sous-ensemble analytique 4<B(R), on sait que le cOne tan-
gent existe et coincide avec le courant d’intégration sur le cone tangent géométrique
A 4, muni de multiplicités convenables sur chacune de ses composantes irréductibles :
ce résultat a €té démontré par P. Thie [Th] en 1967 et R. King [Kg] en 1971. Trés
récemment, C. O. Kiselman [Km] a montré que la réponse générale est négative,
en constroisant. une fonction-plurisousharmonique  telle que le courant iddu n’a
pas de cone tangent. Simultanément, et suite 4 une suggestion du deuxiéme. auteur,
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le premier auteur de ce travail obtenait une condition suffisante d’existence du
cOne tangent : voir [Bl1] pour une méthode simple relative au cas des courants de
bidegré (1, 1), et [BI2] pour le cas général. Le présent travail reprend en partie
Ie preprint [B12] et 1a Thése de 3éme Cycle du troisiéme auteur : outre la condition
suffisante déja mentionnée, nous obtenons une deuxiéme condition suffisante plus
naturelle et montrons que les techniques de [Bl1], [BI2] pour les homothéties de
rapport réel s’appliquent aussi au cas des homothéties de rapport complexe. Nous
utiliserons les notations classiques :

a=iddloglz|l, B= %351212,

('*) T=2~qiq’2|1|=|]|=q7'[,]le/\df_,, q =n-—p.

La mesure trace de T est par définition la mesure positive
e
(% %) 0'T=T/\F=2|1|=4TL1'T

ol T=2""idz; AdZ A ... Aidz, A dZ,. On pose enfin or(r)=07(B(r)), o B(r) dé-
signe la boule euclidienne ouverte de centre 0 et de rayon r dans C”, et on considére
la masse projective

or(r)

(% % %) vr(r)———m’

quotient de o (r) par le volume de la boule de rayon r dans CP. On sait d’aprés
Lelong [Le] que v, (r) est fonction croissante de r. La limite vy (0)=lim,_ o, v¢(r)
est appelée nombre de Lelong de T au point 0. Notre principal résultat est le :

Théoréme 1. Le céne tangent a T au point O existe pourvu que la masse projec-
tive de T vérifie I'une ou I'autre des deux conditions :

(a) fro _____l/vr(r)—vT(r/_2)_ dr < + oo, (b) fro __vr(r):vT(O) dr <+

o r 0
pour r, assez petit.

La condition (a) est celle obtenue dans [Bl1] et [B12], tandis que (b) est celle
obtenue dans [Mz]. Les conditions (a) et (b) mesurent toutes deux la maniére dont
vy(r) converge vers sa limite quand r tend vers 0. Il est facile de voir néanmoins
qu'aucune des deux conditions n’implique 'autre. La construction de Kiselman
[Km] permet de voir que la condition (b) est en un certain sens optimale :

Théoréme 2. Supposons n=2 et soit n:10,1]-]0,1) une fonction continue
croissante telle que lim,.n(r)=0. Alors il existe une fonction plurisousharmonique
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u sur C" telle que le courant T=iddu n’a pas de cone tangent, bien que

fln(r) VT(")—'VT(O) dr = + oo,
o r

Nous obtenons en fait un résultat plus précis, analogue a celui de [Km], mon-
trant que I’ensemble limite de (h'T) peut étre une partie fermée connexe quel-
conque dans I’ensemble des courants coniques de nombre de Lelong égal & v, (0).
Par ailleurs, le théoréme 1 redonne le résultat de Thie—King affirmant 'existence
du c6ne tangent & un courant d’intégration sur un ensemble analytique ; dans
ce cas, la convergence des intégrales (a) et (b) est assurée par ’estimation suivante :

Théoréme 3. Pour tout ensemble analytique A de dimension pure p fermé dans
Q, le courant [A] vérifie une estimation

V[A](r)—v[A](O) = Cl’e
pour r assez petit, avec des constantes C, ¢=>0 convenables.

Des calculs plus poussés utilisant les techniques de Barlet [Ba] permettraient
sans doute de montrer que vy 4 (r)—v;(0) admet un développement asymptotique
en fonction des puissances de r et de log r, mais nous n’avons pas cherché 3 obtenir
ce résultat ici.

2, Formule de Lelong—Jensen et conséquences

Soit T un courant de bidimension (p, p) défini sur un ouvert QcC” et T;,
ses coefficients comme dans (*). Rappelons que T est dit (faiblement) positif si
T Aduy Aty A ... Afu, A, est une mesure positive pour tout systéme de (1, 0)-formes
u; de classe C=. Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 2.1. Soit A;=2, ...liq > OW Ayy ..., A, sont des réels =0 quelconques.
Pour tout courant positif T de bidimension (p, p), les mesures coefficients Ty, ; vérifient
Uinégalité :

AT = 22 2 A Ty, 5

ou M décrit I'ensemble des multi-indices tels que M DInJ et McluJ, avec [M|=
g=n—p.

Démonstration. Soient I, J tels que [I|=|J|=g. Posons K=CI, L=CJ, avec
K| =|L|=p. Alors

Z}'J'T =:tT/\2—pip’ de/\dZL = 215(2/‘2)’ 33T/\?;',
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avec g;==11 ou ¢; =47 et
7= AL, % (dz,,+ % dz,) A (dzy+ i dz;).
En effet, on peut écrire :
dzg ndzy, =t (dz, AdZ) A ... A(dz,, AdZ)).
Le résultat découle alors de 'identité de polarisation :
4dz, A dz) = (dzy+dz) AMdzg+ dz))— (dzi— dz) ANdz— dzy)
+i(dz+ idz) Ndz+ idz) — i(dz~ idz) AN(dz,— 1dz).

Chaque terme T Ay, est une mesure positive, donc
i . ——
Tl € = 33 Tn0: = TA Ny { Do (o + o) A 7 T Pz}

=TAN, (—;— dz, ndz, + é dz; A dE,’]

=TA2KNL 3y w5, 2 PP dzy AdZy =22 D ragem T s

avec M=CNOCKNCL=INJ et TA27PiPdzy Adzy=Tyy ox-T=Tip,u 7. Ainsi,
pour tout courant T positif, on a

11,41 = 27 3 \mi=q,m>107 Tay,u-

Appliquons cette inégalité au courant S=A4*T, ou A est I'isomorphisme de C"
dans C" défini par :
A: C"-’C”, Zj'—>}.j2j,

avec 4;>0. Dans ce cas, S} ;=4;4;T; ;(Az). Comme A*T est positif, I'inégalité
précédente se traduit par

Apdg|Ty sl = 2% 3 uorng AT, m-

Ceci reste vrai A la limite pour 4,=0, et le lemme s’obtient en prenant 1,=0 pour
k¢rud. |

Soit maintenant T un courant positif fermé défini sur un voisinage ouvert Q
de 0 dans C" et B(R) la plus grande boule de centre 0 contenue dans Q. Pour O<ry<
ry<R, ‘la formule classique de Lelong-—Jensen [Le] s’écrit

1

2.2 —v == AP,
(2:2) v (ra)—vr(ry) P f B \BGry)
La fonction r—v(r), définie sur 0, R[, est donc positive croissante ; sa limite

en 0, notée v (0), est appelée nombre de Lelong de T en Q. Pour r=ry<R, on obtient
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la majoration

P
or(r) = B(r)T ABP=Cr?, C= %'—VT(I‘O).

En remplagant T par le courant homothétique 4*T, dont le domaine de définition
a~1Q contient la boule B(R/|a]), on trouve

oper(r) = lal=ar(lalr), vuer(r) =ve(lalr) si lal < R/r,
et les formules précédentes impliquent :

)
TP J Bir)\B(ry)

24) fB(r)hZTA PP=Cr¥® si |a] = ryr.

2.3) haTno? = vr(lalr)—vr(lalry) si |6l < Rfr,

11 résulte de (2.4) que la famille de courants (h}T) est uniformément bornée en
masse sur tout compact de C* pour |a| assez petit. Les résultats de compacité
usuels pour-la topologie faible des courants impliquent alors :

Conséquence 2.5. De toute suite (hjkT) avec |a;| tendant vers O, on peut extraire
une sous-suite faiblement convergente. Le courant T admet un cone tangent si et seule-
ment si toutes ces sous-suites ont méme limite.

Lemme 2.6. Soit @ un courant positif fermé de bidimension (p,p) sur C. Il y
a équivalence entre les quatre propriétés suivantes :

(a) © est invariant par les homothéties h, de rapport acC* ;

(b) @ est invariant par les homothéties h, de rapport r=0 ;

(©) OAa?=0 sur C\{0};

(d) @ est I'extension a C* de I'image réciprogue d’un courant positif fermé 0 sur
P! par la projection n: C™\{0}—P 1,

Un tel courant sera appelé un courant conique.

Démonstration. 11 est évident que (d) implique (a) et que (a) implique (b).
Sous I'hypothése (b), la fonction v, est constante, et la formule (2.2) montre que
la propriété (c) est vérifiée. Reste & voir que (c) entraine (d). Placons-nous par
exemple sur Pouvert de C" défini par z,#0 et utilisons les coordonnées projectives

Zp—1

1
W =, ey W, 1 = w, = Z,.
1 Zn’ s Wn—-1 z, > n n

Dans ces coordonnées,  s’écrit + 0 log (1+|wy2+... +|w,—4|?) et un calcul clas-
sique montre que

a=(1+WwP2p ob ﬂ’=—§35(|w1|2+...+|w,,~1|2).
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Soient @ ; les coefficients de @ dans les coordonnées (w;). L’hypothése @ Aa?=0
et la formule

g’
O Y =2a 017

entrainent @, ;=0 pour I3n. Le lemme 2.1 appliqué avec 1,=0 quelconque
et ,;=...=4,_,=1 donne O; ;=0 siletJ conticnnent n et

AulO1sl = 2P a3 Oppp

si un seul des deux indices I ou J contient #n. On a donc @, ;=0 dans ce cas aussi.
L’hypothése d© =0 implique maintenant 00, ,/0w,=00;, ,/0w,=0 pour tous I, J,
c’est-a-dire que @ dépend uniquement des variables wy, ..., w,—;. Comme la pro-
jection n: C"\\{0}—P"~1 s’écrit (wy, ..., w,)—~(Wy, ..., w,_,) dans les coordonnées
(w;), on voit que O,cm (o) €st bien I'image réciproque par = d’un courant positif
fermé 6 défini sur P*~1.

Proposition 2.7. Toute valeur d’adhérence © de la famille (h:T) est un courant
conique.

Démonstration. Comme v;(r) a une limite en 0, la formule (2.3) implique en
effet Ona?=0 sur C"\{0}. |i

Corollaire 2.8. Si (a,), (b,) sont deux suites de nombres complexes non nuls ten-
dant vers Q telles que les quotients |a,|/\b,| et |b.|/|a,) restent bornés, alors h;‘kT—h;‘kT
converge faiblement vers 0 sur C".

Démonstration. Grice a des extractions de sous-suites, on se raméne 2 la situa-
tion o (hjkT), (hy T') admettent des limites faibles @y, ©,, et olt de plus ¢, =b,/a,
converge vers une limite ¢€C* Pour toute forme test ¢, on a alors

R T, @) = (M he T, @) = (g T, b @) - (O, hi @)

car h ¢ tend vers h7 ¢ en topologie C*. La limite est égale a (©,, p) d’aprés la
proposition 2.7, par conséquent @;=0,. |

11 résulte du corollaire 2.8 que I’ensemble des valeurs d’adhérence de la famille
(h:T) ne change pas si on se restreint aux homothéties de rapport réel positif.

3. Conditions suffisantes d’existence du cone tangent
La majoration (2.4) montre que la famille (}T) est de masse uniformément

petite au voisinage de P'origine. On en déduit que (h}T) converge faiblement sur C”
si et seulement si (h,)* T converge faiblement au voisinage de tout point z°¢ C™\ {0}.
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Aprés une homothétie et un changement unitaire de coordonnées, nous pouvons

supposer que z°=(0,...,0,2)) et 1/2<zl<l. Nous utiliserons de nouveau les
coordonnées projectives et poserons

41 Zp—1
le—,..-, Wn_1= s w,,=z,,,
g Zn

T=27% 3112 11=q 1,5 AWy A dVFy.
Dans ces coordonnées, I’homothétie h, s’écrit
3.1 hy:w=W,w)—W,aw,), W =W, ..., W,_1)»
de sorte que les coefficients de A}T sont donnés par
T, W, aw,) si n¢l, n¢J,
32) () = aT; ;(w', aw,) si nel, ngJ,

aTy, ;(w', aw,) si n¢l, ncd,
laltTy ; (W', aw,) si n€l, neld.

Lemme 3.3. Soit U le voisinage du point z° défini par les inégalités |z,|=1/2 et
|zl<1. On considére la fonction
Y(r) =VT(7')—VT(I"/2), rE]()’ R[
Soit ry<R. Il existe des constantes C,, Cy, C3=0 telles que pour |a|=r, les mesures

T} ; admettent les majorations de masse

C pour tous 1, J,
[T =1Car(la)  si nel et mel,
CoVy(lal) si nel ou neJ.

Démonstration. Comme U est compact dans la carte définie par les coordon-
nées (w;) et comme la (1, 1)-forme B est définie positive, on a une minoration
B=C,idd|wf* sur U. L'inégalité (2.4) avec r=1 entraine que [y > Ty, est bor-
née par une constante C; indépendante de a pour |a|=r,. Par ailleurs, nous avons
vu que

a=C,p sur U, avec f = %39(]w112+...+|w,,_1|2).
L’inégalité (2.3) avec r;=1/2 et ry,=1 entraine donc
Sy ZonTtr = Co(vr(lad—vr(lal/2)) = Cy(la) si |a] <R.

La majoration pour T/, quelconque résulte alors du lemme 2.1. Montrons-le par
exemple dans le dernier cas, en supposant n€l, n¢J. Sinous choisissons 4;=...=
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A,y =1, il vient
do [ \T8S = 20 [ (Sasn T st 22 Saeon T, n) = 2(Cs+Co A2y (la)).
L’inégalité cherchée s’obtient en prenant A,=y(la)~V% |}

Nous cherchons maintenant des conditions assurant que A}7 admet une limite
faible sur U quand |a| tend vers 0. Le lemme 3.3 montre que le coefficient T/, tend
vers 0 en masse dés que I ou J contient n. I suffit donc d’étudier la convergence
faible des mesures T/, lorsque n¢l et n¢J. Soit ¢ une fonction C~ a support
compact dans U. Pour I, JHn, on considére la fonction

fra@ = [ TEswow) de(w) = [ T;,(w', aw,) o (w) de(w).

La fonction f;; est de classe C= sur le disque pointé O<|a|<R et bornée au
voisinage de 0. Le probléme consiste & voir si f; ;(a) admet une limite quand |a|
tend vers 0. Pour cela, I'idée est de rechercher une estimation des dérivées df;, ;/0a,
0f1,1/0a ou 0%*f; ;/0ada au voisinage de 0. Par dérivation sous le signe somme

s _ [ " EL (', an,) o () de ().

da
Le coefficient de dw;y,, Adw; dans dT est donné par
(—1r——== (')T,, =t Disk=q (— 1DF el (AN 1(k) = (IN{i})v{n}-

ix
Ce coefficient est nul car dT=0 et on a Ty, ; (W', aw.)=a"*Tg, ,(w), d’oll
a]};.’ ’ I g+ k a]}a(k)».’
“ow, o @) = G Znmrag (IS, 00)
Substituons maintenant cette relation dans I'intégrale donnant df; ;/da et intégrons
par parties. 11 vient

d 1 99
{;1; - 321§k§q (— 1)q+k—1f W T, 1 5 p dr(w)

On a naturellement la formule conjugée

o, 1 Al e 09
—a:—,L == stz (1) lfU LIS o, dr(w).

En redérivant cette deuxiéme égalité par la premiére formule, on obtient

T stz (= l)k'”f 1Wal® Ty, 5t -az—q)dr(w).
dada — |a]2 1=ki=q gl IO Gy 9,
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La fonction ¢ et ses dérivées sont bornées sur U. Comme n€l(k) et ncJ({), le
lemme 3.3 fournit les majorations suivantes :

Conséquence 3.4. [/ existe des constantes C,,Cy=0 telles que
| For | |1 | _ o V30aD  [0%1| _ o 7(aD)
[ da || da |T ' {a ° |dada|= " [al®

Pour exploiter ce résultat, nous énoncons maintenant deux lemmes élémentaires
permettant d’affirmer Pexistence de la limite limy, ., f(a) & partir d’estimations
sur les dérivées de f.

-+

pour 0 < la] = r,.

Lemme 3.5. Soit fune fonction de classe C* définie sur le disque pointé 0<|a|=r,.
On suppose .qu’il existe une fonction mesurable u: 0, r)] >R, telle que

|df(@)l = u(lal), avec [u(r)dr<+-oo.
Alors f(a) admet une limite quand |a| tend vers 0.

Démonstration. D’aprés le critére de Cauchy, il suffit de montrer que
| f(a)—f(ay)] tend vers O lorsque a,=r,e’, a,=r,e® tendent vers 0. On sup-
pose r;=r,, et on considére les points b,=re'™, b,=re'® avec rcl0, r,[. Le théo-
réme des accroissements finis et I'inégalité triangulaire entrainent

Map-fbpl = [ u@dt= [Fu@adr, j=1.2,
LAY -1 (b)) = f

(64, 6,]

u(r)rdb = nru(r),

\fa)—f(ap)| = 2 [ u()dt+nryu(r).

Prenons la valeur moyenne des termes de la derniére ligne pour r€10, ry[. II vient
| fla)—f(a)|=(2+m) f ol u(t)dt, ce qui tend vers O lorsque 7, tend vers 0. J

Lemme 3.6. Soit f une fonction de classe C* définie sur le disque pointé O<|a]=r,.
On suppose que f est bornée et qu'il existe une fonction mesurable u:'10,r)]»Ry
telle que

l4f(a)| = u(lal), avec f:r [log r| u(r) dr < + .

Alors f(a) admet une limite quand |a| tend vers 0.

Démonstration. Quitte & modifier f en la multipliant par une fonction plateau
égale 4 1 au voisinage de 0, il n’est pas restrictif de supposer que f est définie sur
C* et A support dans le disque ouvert |a|<r,, avec |ry|<1/2. Comme f o u(ryrdr
converge d’aprés I’hypothése, la fonction g(a)=A4f(a), acC*, est intégrable sur C.
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Par ailleurs f est bornée, donc f définit une distribution sur C. On note 4f€2’(C)
le Laplacien de f au sens des distributions.

La distribution Af—g a son support contenu dans {0} et elle est au plus d’ordre
2 car fet g sont d’ordre 0, par suite

Af_g = Z]a|§2 Caa(()a)’

ol 5@ désigne la dérivée 0'*/0a"19a* de la masse de Dirac en 0. Effectuons une
convolution avec la solution élémentaire E =2—11r log |a]. 11 vient

Cio _ Coa _ Coo , Cop + Cia
dna 4na 4dna® ' 4nal 4

f—Exg=C log|a]— dg-

"0
Si nous montrons que Exg est une fonction continue sur C, alors comme f est
bornée et ne porte pas de masse en 0, il en résultera que tous les coefficients C,
sont nuls; par suite f=Exg et en particulier f sera continue en 0.

Soit ¢,€C=(C) une famille de fonctions tronquantes au voisinage de 0:

1 pour lal=¢

Qg(a)={ et 0=9,=1.

0 pour |a] <¢g/2

Puisque la fonction g, g est continue 4 support compact dans C, la convolée Ex(g,8)
est continue sur C. Il suffit donc de montrer que Ex(g.g) converge uniformément
vers Exg sur le disque |a|<1/2, quand ¢ tend vers 0. Comme |[g(2)|=u(|z|)
et comme la fonction 1—g,(z) est a support dans le disque |z|=¢, nous avons
pour g<1/2:

[Ex(1-0) )@ = 5= [ _ ~logla—zlu(lz) dA()

|z]=e
car le logarithme est toujours négatif. L’égalité de moyenne pour la fonction har-
monique z—log la—~z| avec |z]=r=|a| et pour a—log|a—z| avec la|<r donne
1 e i9 -
Efo log |a—re'} df = max {log |4, log r}.
II en résulte
IEx((1—0)g)(a)| = f: min {~log |a], —log B} u(r)rdr = f:r llog | u(#) dr,

donc Ex* ((1 —Q,,)g) converge bien uniformément vers O sur le disque [a|<1/2. ||

Démonstration du théoréme 1. Nous avons vu que (hXT) admet une limite faible
si et seulement si la fonction

Jra(@ = [ T, w) o (w)di(w)

admet une limite quand |a| tend vers zéro, pour tous 7, Jdn et toute fonction
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test €D (U). Daprés les estimations 3.4 et les lemmes 3.5, 3.6, il suffit que la
fonction y(r)=v(r)—vr(r/2) vérifie 'une des deux conditions :

f'°——-‘/v(r) dr <+, (b) frn______llogrl'y(r) dr < + oo,
o r 0 ¥

La condition (a) est précisément celle donnée dans le § 1. On a par ailleurs

r, — 0 ry -k w fre27F
f VT(r)rVT()d’,:fo 27(: )d"zz:___o 02 —’—)—(r—r-)—d

0

_ | logQ2ry/r)] y(r)
- f log 2 r @

ol [ J désigne la partie entiere. Ceci montre I’équivalence de la condition (b) avec
celledu §1. |

Remarque 3.7. On peut voir facilement qu’aucune des deux conditions (a) et (b)
n’implique Pautre. Prenons en effet T=iddu avec u=yx(log |z]) ot x: ]—os, t,[-R
est une fonction convexe croissante. On sait alors que r vy (r) est la dérivée 3
gauche de la valeur moyenne de u sur la sphére de rayon r, d’ou

vr(r) = ¥’ (logr—0).
Le choix x(z)=(log |#|)~ sur ]—<o, —1[ donne v;(0)=0 et
vr(r) = |logr|~*(log llog r[)~2, y(r) = log2|log r|~*(log |log r|)~2
donc (a) diverge et (b) converge. De méme, il existe une fonction y affine par mor-

ceaux telle que

vp(r) = L sur Je ¥, e~ D k=1,

k2
d’ou
LY =ve(2) , oo 1 1
fo‘__r‘_‘—'dr— k=110g2 ﬁ—m<+
1y (r) vr(0) e~ (k12 - 2k—1
fo T T—dr=37" 1_k710 — = o =t

4. Optimalité de 1a condition suffisante (b)

Soit K, 'ensemble des courants positifs fermés coniques de bidimension (p, p)
et de nombre de Lelong égal & 1; c’est une partie convexe métrisable et faiblement
compacte dans 1’espace des courants. Si T est un courant positif fermé sur un voi-
sinage de 0 dans C", 'ensemble limite de la famille (h}7) est donné par

Nken {AET; 0 < |a] <277},
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Comme chaque facteur de I'intersection est une partie compacte connexe de 'espace
des courants, 'ensemble limite est une partie compacte connexe, contenue dans
v7(0)-K,. Inversement, pour p=1, C. O. Kiselman [Km] a montré que toute
partie fermée connexe- M CK; peut étre réalisée comme ensemble limite des homo-
thétiques d’un courant T de bidegré (1, 1). Notre objectif est de démontrer le
théoréme suivant, qui contient le théoréme 2 et précise le résultat de Kiselman.

Théoréme 4.1. Soit M ‘une partie fermée connexe de K. Pour toute fonction
continue croissante n: 10, 1]1--10, 1] telle que lim,,,n(f)=0, il existe une fonction
plurisousharmonique u sur C" telle que le courant T=iddu vérifie

f:’?(") VT(");'VT(O) dr <+ oo

et telle que I'ensemble limite de la famille (h}T) soit égal a M.

Lemme 4.2. Pour toute partie fermée connexe MCK,, il existe une suite de
fonctions v, £C*(P""Y) telle que |vy,,—v,l. tende vers zéro et telle que

i9d(log |z| +v.om)
soit une suite de courants positifs dont I'ensemble limite est égal a M.

Démonstration. Soit 6 une distance définissant la topologie de K;. Comme
deux points quelconques d’un espace métrique compact connexe peuvent &tre reliés
par une chaine de points arbitrairement proches, il existe une suite de courants
(6,) dense dans M telle que 5(0O,, ©,,,) tend vers zéro. On sait que le potentiel
canonique

_ (2m 1 1 08 2yl
7@ =L [ (e~ o= g=r) OO @B 10

vérifie i9df,=O,. Un calcul simple utilisant P'invariance de @, par homothéties
montre que f;(az)—f;(z) est une constante. Cette constante est égale a log |al
parce que le nombre de Lelong de f; en O est 1. Par suite f,(z)—log]z| est in-
variante par homothéties, Cest-d.dire que f;(z)—log |zl=w,(n(z)) ol w, est
une fonction sur I’espace projectif P*~'. Par construction @,,,—®, converge
faiblement vers 0, donc il en est de méme pour fi,,—/f; €t Wyiq1—Ww. Soit g,(g)=
=" o(lg—1|%e?) une famille de noyaux régularisants sur le groupe uni-
taire U(n). 11 suffit de prendre pour v, une convolution sphérique v, =g, *w, dé-
finie par
w@=[ . e(@w(e()dg.

La différence Ilggkﬂ—ggkll,, tend vers 0 dés que & 7;—¢ ™ tend vers 0, ce qui a
lieu par exemple si & ™ =y (k) ou ¥ est une fonction croissante concave telle que
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Im,, . Y(f)=+ et lim,, . ¥’ (#)=0. Dans ce cas, ll(g‘,k“-gek)axewkllg° tend
vers O car la norme L! des fonctions w, sur P*~! est uniformément bornée. Par
ailleurs la convergence faible de w,,,—w, vers O entraine que {g,* (W11 —wWllw
tend vers O pour tout ¢, donc | 2, ., ¥*(Wer1— W)l tend vers O si g =y (k)"
tend vers O suffisamment lentement. Alors

k1 —Vklloo = €api* Wes1— Wl + ”(st,,l—Qek)*Wk"w

tend vers 0, et de plus-la suite

99 (log | 2| +v,0m) = iDB(0s, #£) = 05 % O = [

*
Jcu 2e(8)8" O dg
a mémes valeurs d’adhérence que la suite (8,). |

Démonstration du théoréme 4.1. Soit v, la suite de fonctions données par
le lemme 4.2. Nous avons alors |v]l..=0(k) et nous pouvons supposer que
logs1—0elle<1 pour tout k. On pose

u(2) = (1+8) log |z] +v,(n(2)) 3k, u(2) = sup 4,(2),
ke

ou d,>0 est une suite telle que J,,,<35;/5. Pour |z|<1, nous avons

Ur1— We(2) = — (04~ 11) log |2 +(vk+1_”k)(n(z))—3 v
{< — 0, loglz|—2
= —(46,/5) log |z] - 4.
On a donc 4 (2)>1y11(2) si |zl>e %% et uy >, (2) si |z|<e %%, c'est-d-dire
que les deux fonctions se « croisent » dans la couronne
G e %% = |z| = e~ 2,

De plus, ces couronnes sont deux a deux disjointes d’aprés le choix initial 6, ,,<
/5. 1l en résulte que u coincide avec u, dans la couronne %, séparant %, et %,_,,
a savoir

Cr e < |zl < €%,
On a par ailleurs

d
Via3y, (F) = r—g;-(valeur moyenne de u, sur S(r)) = 146,
pour tout r, donc T=id0u vérifie
vp(r) =148, sur €5, 14+8;4; =vyp(r) =148, sur €.

En découpant I'intégration sur [0, 1] selon la subdivision e~%° et en posant &_,=
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+ o, on trouve

1 v (r)~v (0) oo — €%, - _
Jon( =T dr = 3 n(e e 6y log ——gp— = 3,5 Snlem ).

11 est clair que la série converge dés que la suite &, tend vers O assez vite.

Nous allons voir maintenant que 'ensemble limite de la famille (h}T) coincide
avec I'ensemble limite de la suite i90u,, qui est égal 3 M d’aprés le lemme 4.2. Soit
z! un point fixé sur la sphére unité de C". Etant donné a<C tel que O=<|a]l<1, soit
k=k(a) un entier tel que wu(az’)=u,(az'). Nous avons alors az'€¢%, V%, V%1,
c’est-a-dire

e~ %% =< |g| = e %,

en particulier k=k(a) tend vers +<o quand |g4| tend vers 0. La suite 1/kd,_,,
qui est minorée par 5~!/k§,, tend donc vers +oo. Pour z dans la couronne

Fk: e—l/kék_l< lzl - el/kak_l

on voit facilement que az€%,,,V6,VE, Vb _,Ub,_,, donc u(az)=uaz) avec
I=k, k+1 ou k—1. Or

u(az)—u(az) = (8,— ) log |azi+(v,—v)(n(2))—3(—k);

pour z€I, I’écart de cette fonction avec sa valeur en z! est majoré par

1 1
|5t"5k|k—5k':+2”?f'z—vk”m = F+2 max {|v+1— Ul 10k-1— Vil }-

L’écart de 1a fonction u(az)—~u, (az)=max {u(az)—u,(az)} avec sa valeur (nuile) en
z' est majoré par la méme quantité tendant vers 0, donc [uoh,—uoh,| =y,
tend vers 0. Par application de I’opérateur i3, on voit que

h: (l‘aau) - h: (l'aguk(,)) = h: T— iaguk(,,)

tend vers zéro faiblement sur tout compact de C™\{0}. |

5. Cone d’un ensemble analytique

Nous commencerons par rappeler quelques notions trés classiques relatives a la
construction géométrique du cOne tangent d’un ensemble analytique. Soit (4, 0)
un germe d’ensemble analytique de dimension pure p dans C". On suppose que
A est défini par des équations f;(z)=...=fy(z)=0 dans un voisinage ouvert Q de 0.
L’ensemble analytique F dans 'ouvert

U = {(t, 2€CXC"; 1zeQ}
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défini par les équations f;(#z)=0 est la réunion de {0}XC" et des homothétiques
{r}Xt714 de 4 pour t€C*. Soit E* la réunion des composantes irréductibles de
E qui ne sont pas contenues dans {0}XC". Chacune de ces composantes E; est
de dimension p+1, donc E* est un ensemble analytique de dimension pure p+1.
De plus E;\({0}XC") est dense dans E;, donc E*=|J E; est Yadhérence de

EN({0}XC") = Usees {} X124.

Le cdne tangent ensembliste C(A) est Pensemble analytique de dimension pure p
défini par

(.1) {0} xC(4) = E*n ({0} xC").

Draprés ce qui précéde, c’est exactement I’ensemble des limites des suites #; 12,
lorsque z,€4 et #,£C* tendent vers O.

Si [A4] désigne le courant d’intégration sur 4, alors hX[A]=[r ~14] sur r~1Q.
Pour B(R)<Q et r<R nous avons :
1

pr=— pr-tng Bl

1
G2 veal) = ve-ra() = _an r 7P J r-1ans@

-14NBQ)

La derniére égalité résulte du théoréme de Stokes, qui s’applique dés lors que r
n’est pas valeur critique de la fonction |z| sur 4, ; d’aprés le théoréme de Sard
I’ensemble de ces valeurs critiques forme un ensemble au plus dénombrable D.
Considérons I’ensemble analytique réel M=E*n(RXS(1)) et, pour tous réels
r;<ry<R, V’ensemble

M(ry, 1) = E*n(]"u rz[XS(l)) = Mn(]"n ra[XC")-
Nous avons dimg r 724AnS(1)=2p—1 et
M = {0} X(CA)NSM))UU,er {r}X(rr4nS(D)),

de sorte que M est de dimension réelle pure 2p. Pour ry, r¢ D, le bord oM (ry, rs)
s’identifie & | Jj=y1,2 {r;}X(r;'4nS(1)) et il est lisse aux points réguliers de r;*4 ;
la formule (5.2) et le théoréme de Stokes donnent

1
—_ —_ P
(5.3) vl —valr) = = f, P
Cette formule reste vraie par continuité pour toutes valeurs r,>r;=0. L’inéga-
lité classique de Wirtinger montre que la 2p-forme (B?/p!),,, est majorée en va-
leur absolue par le volume riemannien 2p-dimensionnel de M. Nous obtenons en
particulier :

(5.4) Y ()~ va© = 5 Voly, (M0, ).
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Le théoréme 3 du § 1 résulte maintenant aussitét de I'inégalité (5.4) et du lemme
élémentaire suivant.

Lemme 5.5. Soit M un ensemble analytique réel de dimension =p dans un
ouvert QCR" et soit g une fonction R-analytique sur Q. On pose

M@O,r) = {xeM; 0 < g(x) < r}.
Alors pour tout compact KC R, il existe des constantes C, ¢>0 telles que
Vol, (M(0,r)nK) = Cr.

Démonstration. Le résultat est visiblement local. On peut supposer que M
est un germe d’ensemble analytique irréductible au voisinage de 0, dont Pidéal
est engendré par un nombre fini de séries entiéres A, (x) convergentes sur le cube
[x;/<R, et que g est une série entiére convergente sur ce cube. On suppose
de plus dimg M=p et g0 sur M, sinon il n’y a rien & démontrer. Soit M=
{z€C”; b (2)=0} le complexifié de M dans le polydisque |z;/<R (voir par exemple
R. Narasimhan [Na]). Pour R assez petit M est irréductible (de dimension com-
plexe p). Aprés un changement éventuel des coordonnées réelles (x;), toutes les
projections 7;: z+>(z; , ..., 2; ), J=(Ji» .--»Jp), Téalisent M comme revétement
ramifié au dessus du polydlsque de rayon R de C". Pour tout J=(j, ...,f,), soit
g;(z;) la fonction holomorphe égale au produit des valeurs g(z) aux dif-
férents points z€Mcnn;'(z;). Quitte 3 diminuer R, nous pouvons supposer g
bornée, donc

75 (M(0, 1)) < {(xDER?; |x;,| < R et |g;(x))|l < Cr}.

Comme le volume euclidien de M (0, r) est majoré par la somme des aires de ses
projections, on est ramené & démontrer le résultat suivant : si w0 est une série
entiére convergente au voisinage de 0 dans RP?, alors pour R assez petit 'ouvert

{x€R?; |x;| < R et |lu(x)| < r}

est de volume majoré par Cr®. Pour cela, il suffit de vérifier que |uj~° est sommable
au voisinage de 0 lorsque ¢ est assez petit. Si u est un polyndme de Weierstrass en
x, & coefficients analytiques en x’=(x, ..., X,—;), nOUs avons

u(x) = H:l=1 (xp"‘ak(xl))’ lu(x)|~* = '%2;;1 |xp““k(x’)|’m

griace 4 T'inégalité entre la moyenne arithmétique et la moyenne géométrique. Le
théoréme de Fubini montre alors que |u|—* est sommable pour e<I1/m. §

It résulte maintenant des théorémes 1 et 3 que le courant [4] admet un cbne
tangent C([4]). Comme tout compact disjoint de 'ensemble C(d) est également
disjoint de r ~14 pour r assez petit, il est clair que le support de C([4]) est contenu
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dans le cone tangent ensembliste C(4). D’aprés les théorémes classiques de support
(¢f. H. Federer [Fe] et R. Harvey [Ha]), le courant C([4]) est un cycle analytique
de dimension p :

c) =341z, %4 =0,

ou les Z; désignent les composantes irréductibles de C(4). De plus, les multipli-
cités 4; sont des entiers =0.

Pour le voir, plagons-nous au voisinage d’un point z° de Z; qui est régulier
sur C(4) et non contenu dans le cone tangent de A, (lequel est de dimension
au plus p—1). Dans des coordonnées convenables z=(z’, z”) de C" il existe un
voisinage ¥V'=V'XV " de centre z° autour de Z; tel que C(A,;,c)NV =0"et tel que
C(A)nV =Z;nV soit le graphe z”=u(z’) d’une fonction holomorphe u: V'~V ".
Pour r<r, assez petit, I'intersection r ~14,; . ne rencontre pas ¥, donc r “t4nV est
lisse; comme Z;~(V’'XoV”)=0, on a de plus r AN’ XV ")=0. Alors la
projection r~14nV V" est propre et par conséquent c’est un revétement ramifié
fini de V'”. Soit SC 4 le sous-ensemble analytique -des points ou la projection
z—z"” n’est pas étale. Quitte & déplacer 1égérement z°, on peut supposer que z°
n’est pas sur le cone tangent C(S) et choisir V" assez petit pour que r 1SNV =0
si r<ry. Alors r='AnV V" est un revétement étale fini de V', nécessairement
trivial si ¥” est un polydisque. Dans ce cas, r 14NV se compose d’une
réunion de graphes de fonctions holomorphes w ,: V'—~V", 1=k=m;. Ces
fonctions convergent uniformément vers # quand r tend vers O, et leur nombre
my teste constant par un argument évident de conmexité. 11 en résulte que
la famille de courants rt[4], =2 [2"=u,,(z")] converge vers m;[z"=u(z')]=
m;[Z;], et que A;=m;. Nous avons donc redémontré le théoréme classique
suivant :

Théoréme 5.6 (Thie [Th], King [Kg]). Si A est un ensemble analytique de dimen-
sion p passant par 0, le courant [A] admet un cone tangent

Cc({4) == m;lz))

ot les Z; sont les composantes irréductibles du céne tangent ensembliste C(A) et
ou les multiplicités m; sont des entiers positifs. L'entier m; est égal au nombre de
feuilles de r A dans un voisinage d’un point générique de Z;, pour r assez petit.
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