Comparaison des projecteurs de Bergman et
Szegb et applications

A. Cumenge

Introduction

Soient D un domaine borné strictement pseudo-convexe de C", S et B les pro-
jecteurs de Szegd et Bergman relatifs 3 D. Si nous voulons comparer, pour f (0, 1)-
forme 9 fermée dans D, 1a solution » minimale en norme L2(dD) de I’équation dyu=f
(ou du=f), soit v=u—Su, et la solution canonique de J. J. Kohn u—Bu de
cette méme équation du=f, nous sommes amenés i comparer les projecteurs
Bet S.

Nous allons montrer que ces deux projecteurs sont, sur certaines classes de fonc-
tions, proches 'un de 'autre et donnerons des estimations fines sur la différence
Su—Bu en fonction de du.

Pour cela nous cherchons a «calculer» Su—Bu en fonction de du seulement.
Pour les domaines strictement pseudo-convexes a bord suffisamment régulier
N. Kerzman et E. M. Stein (respectivement E. Ligocka) ont donné des développe-
ments asymptotiques de I'opérateur et du noyau de Szeg8 (respectivement Bergman).
I est alors naturel d’essayer de comparer S et B par le biais de leurs développe-
ments asymptotiques, en exhibant la partie «principale» de B—S sous forme
d’un opérateur intégral explicite.

Cette méthode a 'avantage de permettre des estimations par calcul direct, et ce,
sans limitation au cadre L2 puisqu’il n’est fait appel a aucune technique hilbertienne.

Les estimations que nous obtenons sont rassemblées dans le théoréme
0.1. Avant d’énoncer le théoréme, précisons quelques notations. Pour #=0,
D,={zcD’: r(z2)<—njccD’'cC’, ou r est strictement plurisousharmonique de
classe C™, m=5, dans D', avec dr(z)#0 si z€dD. On note D=D,.

d(z) désigne la distance de z a la frontiére oD de D. H?(D) est I’espace usuel
de Hardy. La définition des espaces de mesures W*(D); ou 0=a=1, est rappelée
un peu plus loin dans la rubrique notations,
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Théoréme 0.1. Soit D un domaine borné strictement pseudo-convexe de C", a
frontiére de classe C™, ot m=5; S et B désignent les projecteurs de Szegé et Berg-
man relatifs a D.

Pour 1<p<oo, £>0, il existe des constantes C,=C,(p), Co;=C,(p, ¢), C3=
Cs(e) telles que I'on ait pour toute fonction u de C'(D):

a) |Su—Bulgep) = G, . S:IP" ’H;)u|uwl-1/1’(v,,)~

=<y

b) | Su—Bulkepy = C, |67~ 10ul"] 11 p)-
¢©) [|Su—Bu|g=p, = Cysup ess & |log §|***|0u].
D

Dans le paragraphe 1, nous montrons comment on peut exprimer pour u¢C'(D)
la différence Bu—Su en fonction de du, en commengant par le cas trés simple de
la boule.

L’objet du paragraphe 2 est de démontrer les estimations données dans le
théoréme 0.1.

En application, nous montrons dans le dernier paragraphe que dans bien des
cas, en fait sous toutes les conditions suffisantes connues pour que ’équation du=f
(ou d,u=f) admette une solution u dans L?(dD), ol 1<p<e=, la solution cano-
nique #—Bu de I’équation satisfait la méme estimation au bord que u et u—Su:

Théoréme 0.2. Le domaine D satisfait les hypothéses du théoréme 0.1. Soit f
une (0, 1) forme d-fermée dans D telle que I'équation dv=f admette une solution u
dans LP(@D)NL*(D), ot l<p<oo et e=0; dans les cas suivants (i), (ii), (iii),
la solution canonique u—Bu de [I'équation Ov=f satisfait encore [lestimation
u—Buc1?(gD):

(@) sup | flwiinp,y <o et 6°2~1[dr A fPELA(D), avec 1<p=2.
0=n

(i) sup |flwr-svey <o et 6~2[r A fIEWSYP(D), avec 1<p<oe.

0=1n

(iii) [f1€L*(D) avec 2=k <2n+2 et p=2nk/2n+2—k.

Le cas p=2 des théorémes 0.1 b) et 0.2 (iii) a déja été étudié par A. Bonami
et Ph. Charpentier (voir [S]) par des techniques hilbertiennes. Dans ce méme travail
les auteurs comparent, pour les domaines étoilés au sens de Barrett, le projecteur
de Bergman et un projecteur P de type SzegS (mais différent de §) et obtiennent
des estimations L2 fines sur la différence P—B; dans le cas particulier de la boule
leur projecteur P coincide avec celui de Szeg8 et les estimations données dans [5]
sont alors valables pour tout p=1.

Ces résultats appelaient une question naturelle, nous semble-t-il, qui a motivé
notre travail:
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Comment obtenir sur la différence B—S des estimations fines de type LP
pour tout p>1 et un domaine strictement pseudo-convexe borné quelconque?

Notons que dans le cas de la boule unité de C*, notre méthode permet d’obtenir
trés simplement 1’expression exacte de Bu—Su en fonction de la seule composante
«normale» de du, 3 savoir Nu, ou:

2
N=2iaznigg

nous retrouvons ainsi le résultat de [5], exprimé par la proposition suivante:

Proposition 0.1. Soit B la boule unité de C". Pour ¢=>0 et 1<=p=<co, il existe
des constantes C,=C,(p) et C;=C5(e) telles que 'on ait pour tout u de C(D):

a) |Su—Bulgrgy = Cy sup [Nujyr- Ve(B,) >

O=n=n,

b) [ Su—Bu|g-m, = Cssup ess d|log 8|*+¢|Nu|.
B

Notations et définitions

A?P(D) désigne T'espace de Bergman des fonctions holomorphes dans D ap-
partenant a Lf(D).

I*(D), ou I'*(dD), est Iespace des fonctions holomorphes dans D appartenant
a la classe usuelle de Lipschitz A*(D).

W¢(D) désigne Pespace des mesures bornées sur D, Wi(D) celui des mesures
de Carleson dans D. (La définition des mesures de Carleson est rappelée au pa-
ragraphe 2. a)).

L’interpolé réel W*(D)=[W°(D), W{(D)], ,),» ol 1<p<eo et a=1—1/p, est
introduit dans [3] et peut &tre caractérisé de la maniére suivante:

Pour 1 <p<o:

0.1)
( VEWIYP(D) < JueWI(D), IhCLP(u)/v = hy.

Nous identificrons souvent une fonction v intégrable sur D et la mesure vA, ol 4
est la mesure de Lebesgue sur D.

Si w est une fonction poids positive définie sur D, L?(w) désignera I'espace des
fonctions mesurables sur D telles que:

f wiul? dA < e,
D

Si f—zln_m Jmq @2 AdZ’ est une (m,q) forme sur D nous notons classique-
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ment:

1= 3 g1m ol

[Ji=q

Nous identifierons souvent formes de degré total maximum et mesures. Nous dé-
signerons par:

©2) e;({,z), ou j=0, toute forme différentielle de classe C> sur DxD
T telle que: e; (L, 2)) = O(IL —zP).

Lorsqu’il existe une constante A indépendante de @ et ¢ telle que ©=A¢ nous
utiliserons 1a notation standard @< ¢; @~¢ signifie que 'on a: ¢S et &2 0.

1. Expression de (S—B)(x) en fonction de du

1. a) Cas de la boule unité B de C".

Les noyaux de Szegd & et de Bergman # sont explicites:

RGeS D

P =gy (€0B z€0B
L
(=Lt

¥
B, 2) = ;’— eB, zEB.

K, 2)da({) peut s’écrire comme une forme de Cauchy—Fantappié associée a la
section g=({;, ..., {,) du fibré de Cauchy—Leray au-dessus de BXB—A4,5:

(252 Gal)A (S Al ndl)y
1=z .

Soit u#€C*(B); nous obtenons en appliquant la formule de Stokes:

Su(z) = [ w0 2 = [ u©d2¢ )+ [ Q) rQ(, 2).

(L) ZE 2)de(Q) = Q¢ 2) = Qim)~"

Remarquons que:

QA (S LAl A(S o dlAdl) = (n—D!Nu [T, dT; n d{;
ou

n 0
N=2G1b

et 8,2(, =B dA().
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Nous avons donc:

(1.2) (S—B)u(z) = (n—l)!n"”fB LV:T(?ZL;;(Q

1. b) Cas général d’un domaine strictement pseudo-convexe borné.

Lorsque D est un domaine strictement pseudo-convexe borné de C7,
F({,z)do({) n’est pas en général une forme de Cauchy—Fantappié; toutefois
N. Kerzman et E. M. Stein ont donné dans [10] pour Je noyau de Szegd un développe-
ment asymptotique dont le terme principal » est donné par une forme de Cauchy—
Fantappié. Suivant la méme méthode, E. Ligocka a donné dans [11] un développement
asymptotique pour les noyau et opérateur de Bergman.

Nous utilisons ici pour » un noyau de Henkin et ferons appel au lemme ci-
dessous de G. M. Henkin et J. Leiterer ([9] 3.1.1).

Nous notons 4({, z) le polynéme d’Ovrelid relatif 2 D.

(13) A@a=zjwcm@ mzhlﬁac@@ )20,
&, 2)eD" x C".
(14) 36 >0, 3C>=O0Re A =TT crzp,

V(¢ 2)eD' X D)L —z| = 2.
Lemme 1.1 [9].

a) Il existe un voisinage U, de 0D et des fonctions Fy({, z), F({, z), Co((, z) et
C((, z) de classe C"* sur Uyx(UyuD) telles que:
(1) Fy((,2) et F(,z) sont holomorphes en z€UyuD pour tout { de U,.

(i) F((, 2)=0 et F( 2)=0 si (€U, zcUuD, [{—z=¢.

(ii) Cy(C,2)20 et C(C, 2)=0 si (€U, 2z€U,uD.

(iv) B((,2)=Co((, )AL, 2) et F( 2)=C(, 2)[-r)+4(( 2)] si (€U,
zeUyuD, [{—zl=¢,.

™) R 2)=F( 2) (et Co((,2)=C(,2)) si (€dD, z€UuD.

(Vi) Co(, D=C( D=1 si (€U,

b) Il existe un voisinage Ucc U, de OD et des fonctions fi({, 2), j=1, ..., n,
de classe C™=* sur UX(UuD) holomorphes en zcUuD ftelles que:

R 2 = 3, £ D¢—2)
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(La propriété (vi) n’est pas mentionnée dans [9] mais il n’est pas contraignant
de la supposer vérifiée.)
Il a été remarqué dans [10] que 'on a:

~r1(Q+4( 2)+r(2)~A4(z,{) = 0({—2I") pour ({,2)¢DXD.
Nous aurons alors en tenant compte du lemme 1.1:
(L5) K, 2)—F(z,0) = OO —zP+ {2l IR 2)l], si (€dD, z€dD
F(, 2)—F(z,0) = Ol — 2P+~ 2l |F(, 2)l), si (C, 2)€DXD.

Posons:

f(Cs Z) = 21;:1 f;(Ca Z) de

(16) #(t2) = QinyL ’;(é{):_ - ;(%j)) teaD, z€D

XL 2) A 0(XOSfE ) ] _ v 2)
F(, 2)" - OF(G ot

(¢, 2)eDXD\4p,
ot X({)=1 sur U ouvert cc U, U’ voisinage de JD

L, 2) = (2m)—"9;[

X() =0 hors de U et XeC™=2(UuD, [0, 1]).
Nous avons (cf. [10] 2.5):
vo(L, 2) = 7, (10r () A (100r () +er((, 2)  (ob 7,€R)
vo(l, 2) = ap(Q) do (D) +ey (¢, 2)
(1.7) ol ao(Q)€R%, VIEU; a,cC"2(U)

e; est une forme différentielle telle que |e, (¢, z)| = O(J{—z})

de méme :
v({, 2) = 71X Q) CE, DAr Q) Aidr Q) A(iddr (O))'~*+ei(C, 2)

v(§, 2) = nX(Qa, (D dA) +ei(, 2)

1.8
- ol ¢ est telle que [ef((, 2)| = OIF(E, 2)|+I{—z[].

Définissons pour ucL?(9D), p=>1, la fonction Hu par:

(19) Hu(z) = [ u@x(,2), ou zD.
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D’aprés [10] (Th. 2.4.4, Th. 3.2.1, Th. 3.3.2 et § 2.5) la fonction Hu appartient
a I'espace de Hardy H? (D) et admet une valeur au bord (par limite non tangentielle)
Hu, ol Iopérateur H est défini par une intégrale singuliére et représente la partie
principale du projecteur de Szegd S; dans la suite nous noterons encore H et non H
cette partie principale. Nous avons plus précisément:

Propesition 1.1 [10].
a) Pour tout keN, le projecteur S de L2(0D) sur H2(D) s’écrit sous la forme:
S=H+HI+...+ H*+ Sr*+!

ot I' est un opérateur continu de LF(0D) dans L1(0D) pour l<p<-+e et 1/g=
1/p—1/2n, de LP(OD) dans A°(dD) pour p=2n et c=1/2—n/p, de A°(OD) dans
AT (@OD) pour 0<c<m—4.

Le noyau 4 de I' est défini pour ({, 2)€0D XOD —A, par:

31(C, Z) € (C» Z) +Zm—1 (E)(C, Z)_E)(Zs C))eO(C9 Z)
RC2" " RED T KRG RGO

b) H et S sont des projecteurs continus de LP(0D) dans H? (D) pour 1<p-<oo,
de A°(0D) dans I'¢(0D) pour 0<c<m—4.

4, 2) =

Remarque 1.1. Dans le développement asymptotique de S, nous avons con-
sidéré S et H comme des opérateurs de L2(9D) (1<p< +e<e) dans H?(D) ce qui
est justifié grace aux théorémes de [10] invoqués plus haut. Par ailleurs dans [10]
le domaine D est supposé 3 frontiére de classe C* mais les résultats de la proposi-
tion 1.1 restent valables avec dD de classe C™, m=5,

L’opérateur L défini pour ueL?(D), ou p=1, par:

(1.10) Lu(z) = fn u@Q) £, 2)

représente la partie principale du projecteur de Bergman.

L’opérateur L’ envisagé dans [11] n’est pas exactement celui envisagé ici mais
(1.5), (1.6), (1.8) et le lemme 1.1 prouvent que L satisfait les m&mes propriétés que
L’ et nous avons :

Proposition 1.2 [11].

a) Pour tout k€N, le projecteur de Bergman de 12(D) sur A%(D) s'écrit:

B=L+LA+...+LA*+ BA*+?

ot A est un opérateur continu de LP(D) dans LA(D) pour 1<p<2n+2 et l/g=
1/p—1/2n+2), de L7 (D) dans AY?~C"+VP(D) si p=2n+2, de A°(D)dans A°+'/*(D)
pour O<c<m—4.
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Le noyau 9 de A s’écrit pour (¢, z)cDXD:

e 2) e, 2) s (F 2)—F(z,0))e (. 2)
FC GO S R R D

b) L et B sont des projecteurs continus de LP(D) sur A?(D) (1<p<-+oo) de
A°(D) dans I'“(D) pour O0<c<m—4.

Q(C, Z) =

Posons pour ({, 2)ED XD\ 4,y,:

1 XQOFE A0 (XOSE, )]
Qin)" F(, )" )

Tenant compte de (1.6), nous déduisons de la formule de Stokes, pour u€C'(D),
zeD:
Hu(2) = [ u@Ox@ 2= [, u@Q&C 2 = [ wQLC D+ [ 0@ nC 2).

Les fonctions Hu et Lu admettant, pour u€C'(D), des valeurs au bord par
limite non tangentielle, nous pouvons valider la formule ci-dessus pour z€9D et
écrire:

(1.11) &, 2) =

(H—L)(u) = EQQu) pour ucCY(D)
ot EQu)(z) = fD dquQ) A&, 2), zeD.
Notons R=S—H, R"=B—L et vérifions que (R—R’)(x) ne dépend que de du.

D’aprés les formules de type Koppelman—Leray, # admet une décomposition de
la forme:

(1.13) u = Pu+M(0u), ou Pu est holomorphe dans D.
Pu est, par exemple, dans C°(D) si ucC:(D);

(1.12)

Comme
(S—B)(Pu) = 0 = (H—L)(Pu),
nous aurons: )
(R—R)(#) = (R—R)M@u)

et

Pour ucC'(D):
(1.14) (S—B)(u) = E(0u)+ RM(0u) — R"M(0u)

ot R=HI+. . +HI*+SI**, R = LA+...+LA¥ +BA¥*L, Kk, K'eN*,

Remarque 1.2. 11 est possible par des procédés standard d’affaiblir les hypothéses
faites sur u; la formule (1.14) et tous les résultats du paragraphe 2 ci-aprés sont
valables dés que u satisfait, par exemple, les hypothéses suivantes, avec p=>1:

u€C'(D), sup {[u]Le@p,y+ 110l w12y, 0 =1 =15} =< +co.
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2. Estimations sur (B—S)(u)

Nous allons prouver le théoréme 0.1 en étudiant successivement la partie prin-
cipale E(0u), puis le terme d’erreur (R—R")M(0u).

2. a) Etude de E(0u).

Proposition 2.1. Soient l<p<-4o, ¢>0, l<k=g=+o; il existe des con-
stantes C=C(p,¢), C’'=C’(g), C"=C"(k, q), C”=C”" (k) telles que l'on ait pour
toute (0, 1)-forme v sur D:

a) [E@fewy = Cl107~1* 0" o)
b) |E®)|g=@y =C’ su%ess dlog 8}1+¢|v)

¢) |[E@)aamy =C"lol|xpy, i 1<k=n+1 et k=gq<nkj(ntl-k)
E@|remy = C” |10 py» si k=n+1 et c¢=1—(n+1)/k.

Nous avons l'estimation classique suivante dans laquelle @((, z)=—r({)+

A, 2): -
Pour ((,2)eUXD, [{—z| <g,

2.0 IFE, D =~ —r(—r(@)+Im A, 2)| +1{—2* ~ [0, 2)].
Pour ({,2)eUXU, |{—-zl<g: |F({2)|~I|F(z )l
Le changement de variables usuel ({y, ..., {)—(t; +if,, ...)
22) ou H=r)—r(2), ta=ImA 2), ty_1+ity=1_,—z,, k=2,..,n
a un jacobien J,({) non nul et uniformément borné en
zéD-D,,, (€B(z,06) (1,>0, o >0).

Pour 7€[0, ny], dD,NB(z, 6) peut de méme Etre paramétré par (fy, t3, ..., tay).
Rappelons les estimations, trés classiques, suivantes (voir par exemple [7], [8]).
Pour a=—1, BcR et zeD:

O(1) uniformément en zcD si a>f

di
@3 f, (|F(rc(2))|"+1§3 =10 Jlog(-r(2)| si a=p
o(-r()* si a<8p.

Pour a=—1, BER et zeD:
O(1) uniformément en zéD si B<0
do,({) .
CH 22 S, TR oy~ OWloe(—r@)] st =0
oOD)(—r(z))* si B=0.
Preuve de a) et b)
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E(v) étant une fonction holomorphe, il suffit d’évaluer lorsque I<p<eo:

sup [[E(v)|recn,y-

O=n=mn,

L’estimation du a) découle immédiatement de (2.3) et (2.4) aprés application
de P'inégalité de Holder; le b) s’obtient aisément a 1’aide du changement de varia-
bles (2.2).

Remarque. L’estimation a) est en fait conséquence de la proposition 2.2 b)
ci-aprés. En effet, il est immédiat de vérifier en utilisant la caractérisation (0.1) des
espaces W*(D) Pinclusion suivante:

Lp((slﬁl/p_slp)cwl_l/p(D) ou ¢=>0 et 1 <p<-eo.

L’analogue de cette inclusion pour D, (n=0) reste vraie et 'on a de plus pour toute
fonction mesurable g:

(2.5) sup [lgllfi-1emy S 107711 glP Ly -
O=n=y,
Preuve de c)

Supposons 1<k=g<nk/(n+1—k) et posons:

g =1/q, 1l/gs=1-1/k, 1/g3=1/k~1/q.

Nous déduisons de I'inégalité de Holder:

4 a/93 lv(C)|k di({) i) 19+
50 < it [, 58 57w o 77 97 )

_ . k-(g=1 k
=n 7 =1 +6 =1

Il suffit de choisir 0=0 et de tenir compte de (2.3) et (2.4) pour obtenir
I'estimation cherchée.
Lorsque k=n+1, il suffit de vérifier I’estimation suivante:

lgrad E(v)(2)| = O (1)(—r(2))" "+,

Remargue 2.1. La proposition 0.1 b) n’est autre que le b) de la proposition 2.1,
si Pon tient compte de Uexpression (1.2) de S—B dans le cas de la boule unité
de C".
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Proposition 2.2. Pour 1<p<-+oo, il existe C=>0 telle que pour toute (0,1)
Jorme v:
a) [E@)|ropy = C|lvl|wr-vr
b) sup [E@)|repy=C sup [lvlfwr-1e)y.

0=n=q, 0=n=n,

Nous ne détaillerons que la preuve du a), celle du b) étant analogue. Le noyau
& défini par (1.11) s’écrit, compte-tenu de (1.5) et (2.1), sous la forme:

E = &+ 6,
ou
C(XQY Dr@Qa@or@Qrt  BE
6, Z)_( 2n ) F(z,0)" - F(z, 0
et

cste
6 2) = TFG o ® -

Posons: E;v(z)=[p v({) A&;(¢, z) pour j=0 ou l.

» Le noyau &, étant trés régulier, le terme E)v s’estime aisément grace au
lemme 2.1 ci-aprés.

» Le noyau &, portant toute la singularité de &, I’étude de E,v demande un
lemme plus technique.
Faisons tout d’abord la remarque suivante:

v(DABQ) = 1, (D dAQ)

[l d’”l wi-1/p(p) = cSte D) ]Il "W‘“‘“’(D)'

Le fait que E, est un opérateur continu de Wi, 3j7(D) dans L?(9D) découle
du théoréme 2 de [3], d’aprés lequel:

La balayée d’une mesure de W—Y?(D), 1 < p <<o, par un noyan &
(2.6) est dans L?(9D) dés que £ satisfait la condition (%,) rappelée dans
la définition 2.2 donnée ci-aprés.
Le lemme 2.2 ci-dessous prouve que &, satisfait (€,).
Avant d’énoncer les lemmes 2.1 et 2.2, précisons quelques notations.

Définition 2.1. On appelle noyau de type o tout noyau 2 sur DXD tel que
|2, 2| = OM)|F(E, 2)|—+* sur %,

L%

lgrad, Z2((, 2)| = O |F(¢, 2)|~"**~' sur 4%,
|2, 2)|+Igrad, 2(, 2)| = O(1) sur DxXD-%,,
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avee
%ﬁo = {(C’ Z)EonUO/IC_ZI =< 80}'

Si 2 est un noyau sur D XD, u une mesure positive sur D nous noterons:

Pu(@) = [ 2 2D du(2).

o désigne la pseudo-distance de Koranyi sur gD.
Si (€D, { estla projection normale de { sur ¢D; posons pour a=>1 et weoD:

Q,(w) = {CED/Q(C’, w) = %(—r({))}.

Définition 2.2. Un noyau 2 sur D XD vérifie la condition (%) si pour a>1 et
1 <g=<oo, il existe une constante C(a, g) telle que 'on ait pour toute fonction g de
L1(9D):
|#.1gll somy = C (2, @) gl Laom)

A lg)(w) = sup [, 2 2g@da(2)-

A,

ou

Lemme 2.1. Soient # un noyau de type 1/2 sur DXD, u une mesure positive
sur D.
a) Pour 1<p=2n et 1/p—1/2n<1/k=1/p:

19 bl xomy = este(D, p, 1) [lwi-vivy.
b) Pour 2n<p=+4<, c=1/2—n/p
|27 ull aeomy = este(D, p)|ulwr-112p)-
Lemme 2.2. Le noyau &, satisfait la condition (€,) de la définition 2.2.
Preuve du lemme 2.1
Soit ¢ une mesure de W—?(D);
p=hv ot KELP(), vEW'D), |ulwrm = [Alircy-

Vérifions tout d’abord le résultat auxiliaire classique (2.7) suivant (cf. [3], [13]) dans
lequel on a noté F pour X({) F:

sup [ IFQ, 2~ dv(0) = 0(1)
(27) Pour véeW!(D) et a=0]*
[ IF@ Dl="=av(©) = 0()(=r ()™

11 suffit d’effectuer les calculs pour ({, z)€%, .
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Pour z€dD, t=0, notons (z,¢) la pseudo-boule de Koranyi:
Az, 1) ={{eD/-rQ)+e({’, 2) 5 1}-

Rappelons que v est de Carleson dans D si il existe une constante C telle que I'on
ait pour tout z de oD et tout £=0:

v((z, 1)) = C".
Nous avons, en désignant par z’ la projection normale de z sur dD:
IFC 2| 2 —r(D+|FC, 2)), sur %,
Jo,[FC DI dv(@)

\FE 2"+ dv(Q)+ [ |F(, 2)~"=* dv (D).

Uy (2, —1(2))

SEr@)f,
Les estimations (2.7) découlent immédiatement de (2.7):

Sy JJFE 2@ 5
(2.7) v od a=0, O<t=1, z0D.
F@ 2" av(©) 5 1

(', —r(z))

f Uy/ (29, 0)

Pour prouver (2.7°), il suffit d’écrire:
A (z,, 1) = Ujer @ et U (20, ) =U 50 %
€; = A(zy, 21111)) A (24, 2°1),
et de remarquer que I’on a:

IF z)l 2 27t si (€%

ol

Preuve du lemme 2.1 a)

Supposons 1/p—1/2n<1/k<1/p.
Posons:
VYpy=1/k, 1/ps=1/p—1/k, 1/ps=1-1/p.
Soit ¢ tel que O<e<nk (1/k—1/p+1/2n).
Nous déduisons de I'inégalité de Holder:

) [Z*u(2* = L(2) L(2) I;(2)
ou

L() = [ IKQPIFE, 2"+ dv(0)

L(2) = [, 1h1? V)" = [y

L(2) = [ |F(, Dpsrobersz=em gy ()] en,
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D’aprés (2.7), nous avons:
sup |l3(2)] <+
z¢D

d’olt 'estimation cherchée.

Preuve du lemme 2.1 b)

Nous avons puisque £ est de type 1/2:

lgrad 2*u(2)| = O [hlzwy [1+(f

. IFl—qlz—nq dV((:)]l/q]

avec
I/p+1ljg=1 et u=hv.

Par suite d’aprés (2.7):
lgrad 2*u(2)| = O(1)(—r(2))~*="/7 [ k] Locy-

P*u appartient a I’espace de Lipschitz I'*(D), ot ¢=1/2—n/p et se prolonge
en une fonction de I'“(D) qui n’est autre que Z* u puisque ’on a pour tout z, de 6D :

P*u(z) ~ P*u(z,) lorsque z - zy, z€n(zy)nD.
{n(z,) est la normale & 8D en z,).
Preuve du lemme 2.2

11 suffit de considérer, pour g€LI(9D), la fonction maximale:
M, [gl(w) = su F(z, ) "g(z)de(2).
(10 = sup |f,, Fz. 07" [
Pour z€gD: Fy(z,{)=F(z, (), de sorte que nous avons, d’aprés (1.6) et (1.7):

g(z)do(z) _ g(2)
E)(Z, C)n ao(z)

(2, Ol = O(DIF (2, OI7"*2 et 1/age C"~2(9D).

x(z, )+ 8(2)n(z )

ou

Le terme I,({)= f op 8(2)3,(z, () s’estime aisément car le noyau »; est trés
régulier; il suffit d’appliquer P'inégalité de Hélder en remarquant que:

si z€dD, weaD, (€Q,(w) et |z—{| <g:
IRz, Ol 2 —r()+e({’2) 2 e, w)+e(l, 2).

Le terme délicat est

1@ =[ £2q0.

D ay(2)
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L’opérateur H de noyau x (cf. (1.9)) est un projecteur continu de L#(9D) dans
H*(D) pour 1<g<+ (la preuve de ce résultat, non trivial, repose sur I’étude
d’une intégrale singulidére, voir [10] théoréme 3.4.2); par suite I, est dans HY(D)
dés que g est dans LI(OD) et, d’aprés le théoréme de Hardy—Littlewood ([14]
page 40):

” sup |Io(§)|”Lq(aD) S | Llaawy S 18lLeon-
1€ 2,(w)
Nu({)da (0)

Remarque 2.2. Dans le cas de la boule &,((, z) Adu(l)=cste (—z0r
—Z

et on obtient la proposition 0.1.
2. b) Etude de R’ M (9u)— RM (0u).

Proposition 2.3. Pour 1 <p= +oo, 1 <k<oo, il existe des constantes C(p, k)=0,
C’(p)=0 telles que l'on ait pour tout u de C(D):

a) [(R ~RM @) axwy = C(p, W) |10ul[w1-12y, 02 1<p=2nm, 1jk>1/p—1/2n
b) [(R' = R)M @) rew) = C(P)10ullwr-1oy, 0t 2n<p =e, c=1/2—np.

Si ’on tient compte de (2.5), on déduit de la proposition 2.3 le résultat suivant:

Corollaire 2.1. Pour 1<p=+o, l<k<o, >0, il existe des constantes
C=C(p, k,e)=0, C’'=C"(e, p)=0, C"=C"(e)>0 telles que I'on ait pour ucC*(D):

a) (R’ ~R)M(@u)| ) = C[6P ' ~*10ul| sy, ot 1 <p=2n 1/k=>1/p—1/2n
b) [(R"=R)M(0u)|pepy = C’ |62 2~%10u|?| iy, o0 2n < p <o, ¢ = 1]2—n/p.
©) (R =R)M(Qu)|rixpy = C” sup ess & |log 8|1 +°|du.

D

Nous allons établir plusieurs lemmes avant de prouver la proposition 2.3,

R’ M(0u) et RM(9u) sont explicités dans (1.14). La différence (R—R’)M (9u)
est plus réguliére que le terme E(du) précédemment étudié car il existe une com-
pensation entre les termes I'M(0u) et AM(Du).

Nous allons en un premier temps préciser la singularité de la différence
((T—4)Mou).

Notons N le champ de vecteurs holomorphe “normal” 4 gD:

_n Or 0

Lemme 2.3. Pour u, v¢CY(D):

(T = A M@Ou)(z) = Ty(Nu)(2)+ T, M@u)(z), z€0D
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Tio(z) = [ 7, 2)o©) d2);

T, (resp. 7,) est de type 1/2 (resp. 0) au sens de la définition 2.1.

Rappelons que le noyau » de 'opérateur H s’écrit pour (€oD, z¢D, (#z:

)= 228D (2 =A@ S

F( 2y’ (Zim)"
Notons:
dfj =dl A AdL_Adl A AdE,
(2.8) dl =d{in...AdL,
_ (__ 1)n(n—1)/2 . -1 or N
Q(C) = W 2j=1 -1 3Cj © dzj/\ a¢.

Remarquons que sur D nous avons Q=do, et par suite:

v(l, 2) = 3", 0;(C, Dy df;adl, (¢, 2)eDxD

(2.9) _
‘ W(C, 2) = 0@ Do) = 0 (), (€D, zeD
ou
0C. 2 = (~ 1Ye=DR iy 35, <1/ 2L ¢ 2, L, 2D,

Remarque. Nous noterons encore 6({, z) 'expression donnée dans (2.9) méme
lorsque {¢D.

L’opérateur I'=H~H*, olt H* est I'adjoint de I'endomorphisme H de L2(9D),
a un noyau absolument intégrable ¥ donné par:

8¢ 2 0z

D= e

C€3D3 ZEaD, C Z Z.

D’aprés le lemme 1.1 et la définition de la fonction X donnée dans (1.6), nous
avons pour z€gD:

G L XOrIC ) (X@)0G D
Y62 =902 = gy F&O'

, {, z€dD.

Pour v fonction de C1(D) et z€0D:

Iv() = [, 4 22O
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Appliquons la formule de Stokes en tenant compte de la convention de nota-
tion (0.2):

(2.10) o(z) = [ 4¢ 2B A0

_ (XY DI FL DAL (X)) 0(z DI F(z HAQ
"o ”(C)[ FG 9™ o

WOel2) | 2022 _ i
+fD F(C(’) Z)n fD F( C) = Zj=1 r:iv(z)y ZEBD

Rappelons que nous avons:
2.11) vzedD, X(z)=C(z,z)=1 et 0(z z)€ER.

En conséquence, il découle de (2.1) et de la propriété (1.5) de «presque symétrie
hermitienne» de F({, z) I’estimation suivante:

|9, 2)l = ODIF(, 2)I="+Y2 sur %, (cf. définition 2.1).

La premiére intégrale I';v(z) intervenant dans I'expression (2.10) de I'v(z) est
donc de 1a forme:

Lo(2) = [, % DNv©)di(), z€oD
o % D = OIFE, D" si (¢ D,

Pour étude de la seconde intégrale I,v(z), remarquons que nous avons pour
{eUs, [{—2l<&p:

F(,2)=C( 2)9(,2) ot &, z)=—-r)+A(, 2)
(2.13) 9,4, 2) = e (¢, 2)

(T)C@(Za C) = 5§¢(C’ Z)+e2(Ca Z)'
Nous en déduisons, en faisant appel comme plus haut 4 (2.11), (1.5) et (2.1):

(2.12)

F2U(Z) = fD lF((JC(,C’Z)Zn)-}-l - f—%z(,‘z—&)c,,)+llv(C) d'l(C)+fD U(C)@o(c, Z)

ol a((, 2)=n(XQ){¢ HCE, 2)
12, 2)l = OMIF(, 2)~" sur %

&

(2.149)

Explicitons a son tour 4v(z) pour v fonction de CY(D).

XA @ (X)) ]
F(C 2)" ’

L, 2) = (2in)‘"5;[
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Rappelons que X est identique a 1 sur un voisinage U’ de dD, et 1a fonction Ftelle que:

IF, 2l 21 si (eUNU’, zeD.
Par ailleurs:

FAQ@ ' = 0r A(00r)"2+ey(L, 2).

Nous avons donc, en tenant compte également de (2.13) et (2.1):

(XQ)'CE, 2)0r () Avy(C, 2)

g(L Z) =n F({ Z)"+1
(2.15) ] o
— Qi) X () C(, Z)ai;éc:\ Za):rl(aar) N X%’zgog; 7).

Il est aisé de vérifier les égalités suivantes:

(2.16) or(Q) Ave(C, 2) = 0(C, 2)dA(0)

_ 9 .
D A, ) = ,42k1%§25 LA

O ANOr At = ,1(0) Z}le%(@(c i—z)dlAadl+ex((, 2)
.17 ’

ou I{{) est le produit des valeurs propres de la forme de Lévi de r
o = (= P DR(n— D)1,
Le noyau 2 de Yopérateur A=L—L* ou L* désigne 1’adjoint de I’endo-
morphisme L de L*(D), s’écrit donc d’aprés (2.15), (2.16), (2.17) sous la forme

suivante:
_ a(C, Z) a(Z9 ()
#¢. 2= (F(C, 2T F_‘(TC)"“]

b(C’ Z) . b(Z, C) eD(C’ Z) eO(i: Z)
+{H&”“ F@o”J+F@a“+Hzﬁ

ol a est défini dans (2.14),
b((, 2) = —nla="X()"C (¢, 2I) 2", (% = (O¢—2-
Nous déduisons de (2.11) et de la formule de Taylor:

b((, 2)—b(z,0) = &((, ) +y(X@)'C(z, DI (O)—r(z)], ob y€R.
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Par suite, en tenant compte une fois encore de (2.5) (et (2.1)):

_ a2 a@Dh
@(Cs Z) - F(Ca Z)"+1 F(Z, C),H_l +'%1(C9 Z)

ou [#.( 2l =O0MIFE ™" (& 2)eX,,.

Le lemme 2.3 découle de (2.10), (2.12), (2.14) et (2.18).

Les lemmes suivants donnent les estimations sur (4—I)M(du) nécessaires a
la preuve de la proposition 2.3.

Dans la décomposition (1.13) d’une fonction u de C(D), nous pouvons intro-
duire des opérateurs P et M avec noyaux 4 poids de type Berndtsson—Andersson
(voir [4’] théoréme 5). Nous choisirons plus précisément pour M l'opérateur con-
sidéré dans [6]; nous avons pour w (0, 1)-forme sur D:

M@)(D) = [ (~rOfeE Hr0@,
ol k est arbitrairement grand.
Nous noterons:

(2.18)

M, 2) = (—rOFIQE 2)I.
Si v est une mesure positive sur D:
AMv(2) = [ M 2)dv (D).
Rappelons quelques résultats contenus dans [6] (lemmes 2.2 et 2.3).
Lemme 2.4,

) sup [, (~1(@) VA ) dA) <+

b) si v est une mesure positive de W'=V¥(D), la mesure (—r(z))"'?.M*v ap-
partient @ W=17(D) (0=p= +) et:

”(— r(Z))_l/zﬂ* V”pyl—l/p(l)) = CSte(D) ”v”Wl“l/P(D) .
Lemme 2.5, Soient 1<p=-+ et a(p)=n/p—1/2.
Si peW'=2(D), (—r(@)YDH* 1 est de Carleson dans D et:

”(—— r(z))““’),/ﬁ'i*/z“m(p) = cste(p) ][,u” wi-1/p(D)-
Preuve du lemme 2.5
u=hv ot véeWLYD) et hecL?(v).

Soit x€dD et /(x,t) la pseudo-boule de centre x et de rayon ¢. Nous déduisons
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du lemme 2.4 et de U'inégalité de Hoélder (1/p+1/g=1):
-[ oA(x,1) (—r@y® M u(2)dA(2)

= O A oo [ [ (—r(YP=12 M (L, 2) dA(@D@ V(O] = O(D) | ] Loy "

A(x,t)XD

(puisque la mesure (—r(2))~**#*v est de Carleson dans D d’aprés le lemme 2.4).
Lemme 2.6.

a) Pour 1<p=2n l1/k=>1/p—12n: |L,M()|wen < |loljw-m

b) Pour 2n<p=e, c(p)=1/2-n/p: |LM(@)|r«on <

Preuve de a)

[l wi-1/p(p).

Si |w|eW'='7(D), la mesure m,=(—r(z))"”M(w)(z) est de Carleson dans
D d’aprés le lemme 2.5. 11 est immédiat de vérifier en utilisant le lemme 2.4 a):
Pour p=1:

(=r(2)®=*¢L(m;) ou s=2n/2n—1+2), &=>0;
et
(=) M(w)eW-1(D) si jwlcW(D).

nous avons de méme pour [w|¢ W'=1/2*(D):
(- M(@)eW' YD) ou k=1/2,
d’ot1 par interpolation pour 1<p<2n:

(1) M(@)EW=YI(D) si |wle W=V (D)
avee
1/g =1/g(e) ~ (1/p—1/2n)* quand &— 0.

Le noyau (—r(2))|t,(z, w)| vérifiant la condition (%,) de la définition 2.2, 1a balayée
par un tel noyau d’une mesure de W*~/4(D), 1<g=<<, appartient a L?(éD),
d’aprés (2.6), ce qui achéve la preuve du a).

Preuve de b)

La mesure m,=(—r)*» M (w) est de Carleson, avec a(p)<0 puisque p=>2n;
le noyau 1, étant de type O nous aurons d’aprés (2.7), en tenant compte de (2.1):

lgrad T, M (w)(w)| < (—r(w)y=2-m2;

nous en déduisons, comme dans la preuve dulemme 2.1 b), que T, M(w) appartient
a I°(D), ou c¢=1/2—n/p.

Lemme 2.7. Soient 1<p=-+to, l<k<ow, ¢=>0; il existe des constantes
C1=Ci(p, ), Co=Cy(p), C3=C;(p, k), C;=C,(p) telles que I'on ait pour toule
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(0, 1)-forme w de classe Ct sur D:

a) [[AM(0)|Le-1+4 = Cylol|wr-172m)

b) [TM(®)|rrop) = Co ||| wi-1/p(p

0) |[E@AM@))|urr = Cillollwisoys si 1 <p=2n 1k =>1/p—1/2n.
|E(@4M (o))

repy = Cilllolwr-rvemy si 2n<p =o, c¢=1/2—n/p.
Preuve du lemme 2.7

La preuve du a) est analogue a celle du lemme 2.1 a), si 'on remarque que
02| M(w)| €W~ YE(D).

Pour vérifier le b) nous écrivons d’aprés le lemme 2.3, le noyau 2 de 4 étant par
ailleurs de type —1/2:

219) ITM@ @] 5 [ l0@UFC D=2 a2+ [ IM(@)|IFI="-d2.

Le second terme du deuxiéme membre appartient a L?(9D) d’aprés (2.6) et le lemme

2.4 b) puisque le noyau (—r)/2|F|-"-1/2 satisfait (¢,); il en est de méme de I’autre
intégrale d’aprés le lemme 2.1.

Preuve du c)
Remarquons tout d’abord que nous avons d’aprés le lemme 1.1 a)
pour zeD, (€U,, {{—z] <¢g:
0.F(,2)=0 et 3.F(z0 = el D+eo((, l-r(D+A4( Dl

Par suite, en tenant compte de (2.1) et de 'expression de & donnée dans la
proposition 1.2:

(2.20) 0. 2(, 2)l = OMIF(, 2)|="*.

Par un raisonnement analogue & celui de la preuve du lemme 2.5, on vérifie que
la mesure n,=(—r)"®|04AM(w)| ou «a(p)=n/p—1/2, est de Carleson dans D
lorsque || W'—?, Les estimations c) se prouvent alors comme celles du lemme 2.6,
puisque le noyau & de F est de type O comme celui de opérateur T,.

Preuve de la proposition 2.3
Supposons que |0u|c¢ W-2(D), 1 <p=co.
RM@u) = LAM@u)+ ...+ LA*M@u)+ BA**'M(Qu), ou keN*
RM@u) = HTM@u)+ ...+ H¥ M(Qu)+SI'*+*M(du), o k'€ N*.
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Le dernier terme de la décomposition de R’ M (du) est aussi régulier que I'on
veut; en effet AM(du)cL?(D) d’aprés le lemme 2.7 et il existe d’aprés la pro-
position 1.2 pour tout «=0, un entier k, de N* tel que:

Vk=ky, A*'M@u)ca*(D).
| BA*+* M (Qu)| repy S [[10ul]lwi-172(0).-

De méme, si I'on tient compte de la proposition 1.1 et du lemme 2.7, il existe pour
=0 un entier k,=k, tel que:

vk =ky: HI*M(@u)cIr*(D), SI*M(@u)cI*(D).

Létude des termes (LA*—HI*)M(9u) se raméne a celle de (LA—HT)M(9u).
Ecrivons:
(LA—HD)M@®u) = (L—H)AM@u)+H(A—-T)M(0u)

= E(0AM(0u))+ H(A~T') M (Ou).

Les lemmes 2.3, 2.1, 2.6 et 2.7 permettent de conclure.

3. Applications
Les trois propositions prouvées dans ce paragraphe correspondent aux cas (i),
(i1), (iii) du théoréme 0.2.
Proposition 3.1. Soient 1<p=2 et fune (0, 1)-forme d-fermée dans D telle que:
sup [1f{lws-vep,y <= et 8P3~1|9r A fIPEL}(D),
alors: =

a) l'équation du=f admet une solution appartenant a L?(0D), (et L (D)).

b) u— BucL?(9D).
Preuve du a)

B. Berndtsson a prouvé dans [4] qu’il existe une solution u€L?(9D) de I'équa-
tion du=f, dés que fest une (0, 1) forme 9-fermée telle que | /1€ L3(D).

Antérieurement H. Skoda a construit un opérateur linéaire 7' vérifiant: Il existe
une constante C=0 telle que pour toute (0, 1) forme 9-fermée f dans D:

WIf =/ et [Ifluen = ClIA+710r A flluw.-

Rappelons que E. Amar a retrouvé dans [1] et [2] le résultat de [4] en considérant
une solution Tf de I’équation d,v=f, ol T est un opérateur intégral dont le noyau
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différe de celui de T par un poids du type

-r@ 1"

——|, ou m=1.
F(, 2)

Plus précisément:
3.0 Tf=TLf+TLf ou:
L= [, fOrKQC D et Tf@)= [ drafaky(, 2), pour z€dD.

Le noyau X; est plus régulier que K, et nous avons d’aprés [3] et [13] (le poids, borné,
n’intervenant pas ici):

(3.2 17 f ey S N Hwr-repy si 1 =p=2.
Draprés [2] pour p=2, [13] pour p=1, nous avons d’autre part:

1T flxomy S 107 A S| 2oy
I T flixony S 1672107 A f1| 2.

Soient 1<p<2 et #=2-2/p; nous avons:

(3.3)

L7(9D) = [L'(@D), L2@D),,, et L7(572-Y) = [L1(5-12), LA(D)]qo,p)-
Nous pouvons donc déduire de (3.3) par interpolation:

(3.4) IT; f15r00) S 16722107 A f1P] L1y

Pour z€dD, Mf(z) s’exprime 4 I'aide d’un noyau a poids du méme type exactement
que celui de T en sorte que nous aurons encore:

(3.5 1Mf12r0my S W fllwr-vioy+ 167272101 A f17] 1)

La solution u=MJf de I'équation du=f a ’avantage d’étre définie sur D et non
seulement sur D comme Tf.

Preuve du b)

Sous les hypothéses faites sur f, on vérifie aisément (en tenant compte de la
caractérisation (0.1) de W*(D) que u=MfcL'*+*(D)), avec O<e=p—1, ce qui valide
Iexistence de Bu pour 1<p=2.

Il suffit ensuite de vérifier I’appartenance 3 H?(D) de Bu—Su, avec u=Mf;
elle découle du théoréme 0.1 a), compte-tenu de la remarque 1.2.

Proposition 3.2. Soient 1<p<o et f une forme O-fermée dans D telle que:

6~Y2|9r AfIEW'=Y2(D) et sup | flwr-irm,y <o
n=0
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Si u est solution de du=f avec ucLP?(dD), et, par exemple ucL*(D), on k=1,
alors: u—BucLP(9D).

Soit f satisfaisant les conditions de la proposition. L’existence d’une solution
v=Tf appartenant a L?(dD) de I’équation 9,v=/ est prouvée dans [3]. La solu-
tion u=Mf de Odu=f appartient elle aussi & L?(dD) et nous avons de plus
Mfe12(D).

La proposition est conséquence immédiate du théoréme 0.1 a).

Proposition 3.3. Soient 2=k<2n+2 et p=2nk/2n+2—k, f une (0, 1)-forme
O-fermée dans D telle que | f|cL¥(D). Si u est une solution de I'équation du=f,
avec uc1?(9D) et, par exemple, ucLE(D), alors: u—BucL?(9D).

Il est montré dans [2]:
(3.6) 1Tfleomy < 11 zxcy-

Nous avons, ici encore, lorsque | f|€ L¥(D), u= Mfc L?(AD)AL?(D). Si |du|c L*(D),
nous aurons également |du|€ W ~*(D). L’appartenance de Hu—Bu a H?(D) dé-
coule alors des propositions 2.1 ¢) et 2.3.
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