Espaces de Hardy et domaines de Denjoy

Michel Zinsmeister

1. Introduction

Soit L une droite du plan complexe: Hayman et Wu [1] ont démontré qu’il
existe une constante universelle C=0 telle que si Q est un domaine simplement
connexe propre de C,

A(fYLnQ)) =C,

oll A* désigne la mesure de Hausdorff linéaire et f une représentation conforme du
disque unité D sur Q. Lorsque Q est & bord rectifiable, on peut paraphraser ce
théoréme en disant qu’il existe C=0 telle que

M f 1ol F@11d2) = Cl1Flingey VFEHH().

ou H(Q) désigne Pespace des fonctions holomorphes F sur @ telles que || F || gi0y=
sup, [, |F(2)|'|dz]<+eo, I, désignant, pour- O<r<1, Iimage par f du cercle
{lz}=r}. Sous cette derniére forme, le probléme peut se généraliser & des domaines
Q non simplement connexes, L’objet de cet article est ’étude de (1) dans les domaines
de Denjoy, c’est-3-dire les domaines de la forme Q=C\K ou K est un compact de
R de mesure positive.

Si Q est un tel domaine, désignons par R;, §=0, Padhérence de la réunion
des carrés centrés sur K de c6té 5, et I le bord de R;. On définit alors Iespace de
Hardy H'(Q) comme Pespace des fonctions F holomorphes dans Q telles que
lim},)»0 2F(2)=0 et

|Fllmay = sup [ IF(2)| 1dzl <+

Si F appartient 3 H(Q), on vérifie facilement qu’il existe une mesure g sup-
portée par K telle que [, du=0 et

_ 1 pdu(x) aer
F(z) = E'Efx —— S0, Q.
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Réciproquement, si g est une mesure sur K, alors j définit une fonction holo-
morphe dans Q et, si [ du=0, la restriction de 2 & R% appartient & I'espace de
Hardy H*(R%) si <p<1. En particulier 2 admet des limites non tangentielles
fiy et fi_en f)resque tout point de K. Ceci nous conduit & définir HY(K) comme
Pespace des mesures u A support dans K, d’intégrale nulle, telles que:

llmao = 18+l pa 18-l < +e°,
. /\ 2
et 'on vérifie que HY(Q)c{f; uc HY(K)}=H*(K). Deux questions se posent alors:

N
A-t-on HY(Q)=HYK) et pour quels compacts K a-t-on (1)? Ces deux questions
sont, comme nous allons le voir, trés liées.
Le résultat principal de ce travail est la caractérisation des compacts K

tels que l'on ait (1) pour @(). La remarque fondamentale est que (1)
est vrai si et seulement si (1) est vrai pour L=R, car alors H*(X) est inclus dans
H1(R), I'espace de Stein et Weiss et, par le résultat fondamental de Carleson, on aura
[[r2 102 v(2)=C | ullgsx, pour toute mesure de Carleson v dans RY . Comme

AN AN
corollaire, notons que si HY(K) vérifie (1), alors HY(K)=H?'(Q) car les mesures
de longueur d’arc sur Iy vérifient uniformément la propriété de Carleson.
I1 nous faut donc caractériser les compacts KR, |K|=0, tels que H'(K)<
H'R). Un compact KCR sera dit homogéne s’il existe ¢=0 tel que

vxeK, v6=0, éd=diamK, |Kn(x—348,x+J)| = é&d.

Cette notion a été introduite par Carleson [2] en liaison avec le probléme de la
couronne pour les domaines de Denjoy.

Théoréme 1. Soit K un compact de R de mesure positive; sont alors équivalents:
2 HY(K) ¢ H(R),
3) K est homogéne.

L’implication (2)=>(3) est, & ma connaissance, nouvelle; sa démonstration oc-
cupera le paragraphe 2. L’implication (3)=(2) peut se déduire d’un résultat de
Jones [3]. Cet auteur montre que si K est homogéne et si b€ L”(R\K), on peut
trouver F définie sur Q telle que OF=bdx et |F| =& =C|bll. Un argument de
dualité prouve alors I'implication (3)=>(2). Nous proposons au paragraphe 3 une
autre démonstration de (3)=(2), basée sur la méthode des majorants harmoniques.
Le «coeur» de cette nouvelle approche est le théoréme suivant, d’intérét indé-
pendant.
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Théoréme 2. Soit K un compact e-homogéne; il existe alors py(e)=1 tel que
pour toute fonction g€LF(K), p=>p, on puisse trouver une fonction harmonique u
‘dans Q, symétrique (i.e. u(z)=u(z) pour z€Q) telle que u converge non tangentielle-
ment vers g presque partout sur K et telle que u*c LF(K).

Cet énoncé demande quelques mots d’explication. Si x€R on définit I't(x)=
{xX'+iye€R%; |x'—x]<|y]}.
On dit que u converge non tangentiellement vers g(x) si

lim  u(z) =g(x) etlonmnote ufi(x)= sup |u(z),
z+%zeME(x) zert

w* (x)=sup (1% (x), u*(x)). Comme corollaire de ces résultats, nous obtenons une
théorie cohérente des espaces H1(Q) si K est homogéne.

Corollaire 1. Si K est homogéne, sont équivalents pour une fonction F holomorphe
dans Q telle que lim,,.. zF(z)=0,

@) FeH(Q),
TN
(%) FeHY(K),

©6) F*¢LY(K) et FJa =0 tel que |F|* ait un majorant harmonique.

Enfin, nous donnons au paragraphe 4 une version n-dimensionnelle des résultats
précédents que nous formulons en termes d’inégalités  priori pour ne pas alourdir
Pexposé.

La notion de compact homogéne a un analogue évident dans R”. Désignons
par R, ..., R, les transformées de Riesz dans R et, si a=(x, ..., ®,) est un multi-
indice, notons |a|=o0y+...+0a, et R*=R%...R%. Enfin HY(R") est I'espace de
Hardy de Stein et Weiss [4].

Théoréme 3. Soit K un compact de R" tel que
vxekK, limr "|KnB(x,r)| > 0.
r-0
(i) Si K est e-homogéne, il existe C(g) et N(g)=0 tels que:
M I lm@n = C€) 2 sne | R flng

pour toute fonction feL*(K) d’intégrale nulle.
(ii) Si (7) est vrai pour une constante C et un entier N alors K est homogéne.
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2. Démonstration de ’implication (2)=(3)
Si x€K et =0, nous noterons I(x, 8)=(x—5, x+9). SiI est un intervalle
I(x, 6) nous noterons également, pour k=0,
1® = I(x, 2%8), I, = I(x,27%6).
Une premiére remarque est que si X vérifie (2) alors
yxeK, v¥6=0, |Knl(x,?d)]=0.

Si ce n’était pas le cas, soit I(x,8) tel que |KnI(x,d)|=0. Alors la mesure

1
5,.— l—Kl— 1x(x) dx appartient 2 H'(K) mais pas a H*(R).

On considére alors deux cas:

ler cas: 11 existe une constante C=0 telle que pour tout intervalle I centré
sur K,

IKnI®| _ ~ [Knlj ]/ ell|
) o = C T Log K]

Supposons (8) vérifié et qu’il existe I centré sur K tel que

IKnl

I =g¢. Quitte

a restreindre ¢ on peut supposer que 1'une des extrémités de I, soit a, appartient & K.

. I .
Soit alors J’ lintervalle de méme centre que 7 et de longueur —I-;— , J” Tintervalle

1
centré en g et de longueur % et J=J"®nJ"®,

KnJ
Alors l - ,§3a et 'on peut supposer |KnJ’|=0, |[KnJ”|=0 par la re-
1 1
marque préliminaire. Posons f, (x)=——— 1~ .(x), f1.(X)=——x 1, . ,.(x) et
f_fq_fP minair f’() IK(-\J/I Lﬂ]()fl() |K('\J”| Kﬂ.’()
=Jr=Jy-

a) Estimation de || fl gk, De fagon évidente, [ |f(x)| dx=2, [¢f(x) dx=0
et, si x¢J, |Hf(x)|=C|J|(x—a)~? ol H désigne la transformée de Hilbert, d’oti;

|Hf(x) dx = [ ey B dx =C.

Pour estimer [, [Hf(X)| dx nous utilisons I'inégalité de Cauchy—Schwarz
et la continuité L* de H:

\Hf ) dx = [ (Hfy ()l dx+ [ |Hf- @) dx

= VIKaJ (1 follz+1i]12)
VIKnJ] | VIKnJ]

T VK~ ViKAT'|

_ el]/l ]3/4 ( eIJ'l ]3/4}
= C{(Log xo7) Tt kAT I

f KNERN\J)

p
Jxns
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la derniére inégalité découlant de (8). Finalement,

1Al ey = 1 lpaay 0 hac

{[L"g {£|J}IJ3M+[L0g ui—'f;%)m} ’

dit moins si g est assez petit.
b) Estimation de || f| gy Soit u Uintégrale de Poisson de f dans R%.
Alors ([41),

Il = Clwtlugy = C{ [ o, Ml () dx+ [, Mfyr () dx—C},

ol u* désigne la fonction maximale non tangentielle et Mg désigne la fonction
maximale de Hardy—Littlewood de g.

Lemme 1. S7 ¢ est assez petit,

- el'|
fJ,me, (x)dx = CLog,J, X

Preuve du lemme 1. Si feL(R) alors (voir [5] p. 23),

[ty =] = 5 [, U d.

Drautre part, MfJ,(x)§|JL, si x¢J'®, d’ou

|
oM dx= | Mfy (x)dx

{Mf >[I}
f11//||:f[nKl i( f; l{fl = t}l dl] dx

1 v
PRI~y iR

it}

d’ou le résultat si ¢ est assez petit. Finalement,

= elJ'l elJ’]
AN me =C {LOglJ’ K|+L° Vila Kl}

Nous pouvons 4 présent conclure la preuve de (2)=(3) dans le cas ou K vé-
rifie (8). Si K vérifie (2), le théoréme du graphe fermé implique qu’il existe M tel que

1l = M flmx pour toute feH(K).
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|IKn 1

Or si l§g pour un intervalle I centré sur K, I’étude précédente fournit une

fonction fe HY(K) telle que
1Al me = Clog 1/e)*]| fll gacxy -
Si donc K vérifie (2) et (8) alors K est homogéne avec une constante =M

2éme cas: K ne vérifie pas (8). Pour tout N=>0 on peut donc trouver un inter-
valle Iy centré sur K tel que

KNI KNIyl ellyl
=N Lo .
[£D] [Zn} g [Kn Iy

En particulier on peut trouver, pour tout ¢=0, un intervalle I centré sur K tel que
IKn I

=g et
i ( o
K IW| |[KnI| ell|
9 = .
@ or =7 | FERAR
Supposons tout d’abord que pour tout k,
lKﬁI(k)| lKnI(k+1)! eII(k+1)I

(10 = Log —3 >

) lI(k)] II(k+])| & leI(k+1)|

e
(cf. les notations en début de paragraphe). Alors, en posant Y(x)=x Log—;

et @(x)=y1(x) (¥ est une bijection croissante de [0, 1] sur lui-méme),

Kol _

Tl o™ () = 2-* si g est assez petit.
)

et

Soit alors {a} = (im0 lgy €t u=0,. Alors H,(x)= ——

dx 1
T = d
'/Kﬂl |x—al 2 ‘[Kn(l(k)\l(kn))[x"al 8
= S 2Kl S | 527" <+,
et 'on construit comme plus haunt une fonction de H!'(K) n’appartenant pas a

H'(R).
On peut donc supposer qu'il existe un plus grand entier n, tel que (10) ait liew
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pour k=n,. Appelons encore I cet intervalle T, g €t =1y 13y. Alors I vérifie (9),

K|
1]

K1) [KnJ| elJ|
(11 7] < 7] l/ Log KTl
ell| -
Posons C;= Logl—K——il—; alors [KnI®|=2C,|KnI| et désignons par k, le plus
s

petit entier tel que

=¢ et

IKNI®*+D] = 2C, |[KN1H.
Alors,

C2
LogC; "’

21| = |[KnI®)| = C)-1IKAI| = ky = 2
Soient J; et J, les deux composantes de I%\I®~D, K;=KnJ; j=1,2 et supposons
|K;|=|K,]. Alors:
2[Ky|+|KnI%-D| = |[KAI®| = 2C,|Kn %=1

= 1Kl = 2L g ooy

= [KnI®o=D]| = 2C,|Kn 1|
= 2C1(| K|+ Kol + | K 1 R 1))

2
= 2C; [2 +5— 3C,— ] Kl

Par conséquent, si ¢ est assez petit,
(12) [KnI1%=D| = 10C,|K,].

Nous avons maintenant tous les éléments pour conclure. On pose J=f-1,

ol f= et f; =

—_1
KnJg) ]K 7 Ieas:

a) Estimation de | f g1 x,- Comme dans le premier cas, [x|f]=2, [(f=0 et
me(k,,+1)|Hf(x)l dx =C.
Drautre part, par Cauchy—Schwarz et (12),

]/|KnI("° +D)|
VIKn-Ill

S e strorn ()l dx = =2yC,
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et

me(koH.‘leJ(x)I dx me+fKn(1("o+l)1)

_ VIKnI} 2f2"omé
= VIKAT] e x

. IKnJ| _ (IKmI|]> (K| [ elll ]*”2 .
Mais, par (11), = @ )= C W Log K] , d’olr.

[Hf; ()| dx = CYC,+Ck,

f kn1tko+1)

= '™ LogcC,’

En regroupant les estimations, on obtient alors, si ¢ est assez petit,

_c_Ct
IAmgm=C TozC, "

b) Estimation de | f| gig)- De méme que pour le premier cas on a, en utilisant
le lemme 1,

1wy = fl Mfy(x) dx—C

eVl _ opon €Ml
Kol =~ PR

= CLog =CCt.

En résumé nous avons construit pour tout &=0 une fonction f€ H*(K)

I flm@y = C LogLog 1/e]l f |l gk

dans le cas ou K ne vérifie pas (8). Mais ceci contredit (2) et'la preuve de (2)=(3)
est finie.
Remarque. En suivant de plus prés les constantes on montre que si || /] pg)=

oM

M| fllmsx alors K est e-homogéne avec ez=e™*°

3. Démonstration de Pimplication (3)=(2)

Nous commengons par deux observations.

La premiére est que si K est homogéne alors K, muni de la distance induite
par R et de la mesure de Lebesgue également induite par R est un espace de nature
homogeéne au sens de Coifman et Weiss [6].

La deuxiéme observation est que dans un domaine de Denjoy on a un « prin-
cipe de Harnack a la frontiére ». Plus précisément, on a le
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Théoréme 4. (Ancona [7; p. 252].) Soit Q=CN\K un domaine de Denjoy, x€¢K
et I=I(x,0). Posons zy=x+Ii|I|. Soit alors u et v deux fonctions harmoniques
positives et symétriques sur Q s'annulant continiment sur Knl(x, 28). Alors

1 u(z) _ u(z) _ ., u(z)
13 C o) = 0@ = e

sur QnB(x, 8), pour une constante C=>1 universelle.

Les 3 propositions qui suivent sont des conséquences de ces deux observations:

Proposition 1. Soit Q un domaine de Denjoy, Q=C\K, x€K et I un intervalle
centré en x. Alors si FCINK et si z€Q, |z—x|=2|1],

w(ZI, F, Q)
w(z;, Knl, Q)

1 w(z, F,Q) _ w(z, F, Q)

14 — =
a4 C w(z, Knl, Q) ~ w(z, Knl, Q)

=C

pour une constante C=>1 universelle.

Preuve. Soit B, le disque de diamétre [x—2|I|, x—|I|], B, le disque de dia-
métre [x+|I], x+2|I]] et ¥ I'enveloppe convexe de B, U B,. Soitaussi x; le centre

de Bj et Z;=x;+i '—;'— Par (13),

_1_ w(z;, F) _ _o(zF) w(z;, F)
C o(z;, Knl) = w(z,Knl) ~ 7 o(z;, Knl)

(15

pour z€B; et, par le principe:de.Harnack « classique »,
(16) 1. oz, F) _ olzF) __, oz, F)
C o(z;s Knl) T w(z, KnD) = ~ w(z;, Knl)
pour z€0E\(0B;, v 0By).
Les inégalités (15) et (16) impliquent alors que (16) reste vrai pour z€9¥; on
conclut alors avec le principe du maximum.

Proposition 2. Si K est homogéne, la mesure w=w(~,., Q) est absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue et w=w(x)dx ot w(x)c A(K), la
classe de Muckenhoupt sur I'espace de nature homogéne K.

Cette proposition a été observée par Jones—Marshall [8], ol un résultat plus
fort est démontré.

Preuve. Considérons tout d’abord un domaine de Denjoy quelconque. Avec
les notations de la proposition 1 et par le principe du maximum,

Lp_nd _ oIrl

39 = s L'y 2)= v Azl = 71
ol B = ol ER) =2 | e = €
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Avec (14), cela implique

o(Knl) c o(F)

(a7 i IF]

{iA

ol l'on a abrégé w(e, E, Q) en w(E).

Si maintenant K est homogéne, soit I un intervalle centré sur K (une boule de
K), xX’¢KnI et J une boule de K centrée en x” et incluse dans I. Appelons égale-
ment u la mesure 1y(x)dx. La condition d’homogénéité ajoutée & (17) impliquent

1 1
mfldw§C—w(J) fjda).

Ecrivons do=w du+v la décomposition de Radon—Nikodym de w par rapport
a p. Alors

. i X' +8 ,
8,71 8) J ws 90 = @) PP

On en déduit que pour toute boule 7 de K on a

L
u()
Mais (18) implique aussitdt que v=0 et que le poids w(X)€ A (K).

Proposition 3. Soit gcL'(K,dw) et u(z)=[xgdw(z,.,Q). Alors u*(x)=
C(e)M,g(x) sur K oit M_,g(x)=Supss,

(13) fl do =Co(x’) upp.p. sur L

m[z lgl do.

do(z, ., Q)
—

Preuve. Si zcQ et x€K, posons K(z,x)= Alors u(z)=

f x K(z, x)g(x) do(x). Fixons un x,£K, et z=x,+Iy. So‘it M=+ de sorte que
siTon pose I;=I(x, M'p)nK, C;=INI;_, et z;=x,+iM’p, on ait,

(19 o(z;,C;, 2)=6() >0 si My=diamk.

On écrit alors:
lu(@)| =0(2) = [ K(z %) gl 0(x) dx = Zjzo [ -

ou I'on a posé, pour simplifier, Cy=1I,.
Par la proposition 1, si J est une petite boule cCj,

(D(Zj,]) — C

@) o) T o)’

On veut maintenant comparer w(z, F) avec w(z;,J).
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Lemme 2. 1] existe a=a(e)<1 telle que pour tout xcK et r<diamK,

o(z, dB(x, Mr), B(x, Mr)nQ) = a(e)
pour z€)B(x, r).
Preuve du lemme. Soit z€0B(x,r) et x,€K tel que |z—X,|=d(z, K). Soit
U=B(x,, 2|z—x,)nQ. Alors
o(z, KnB(x, Mr), B(x, Mr)nQ) = w(z, KnB(x, Mr), %)
= Co(zy, KnB(x, Mr), %)

ou zy=X,+i|z—x,|, par le principe de Harnack. Mais
o(zy, KNB(x, M), %) = w(zy, KnB(x, Mr), #R%) = C(¢)

car |[KnB(x, Mr)|=C(e)r, ce qui termine la preuve du lemme 2.
Revenons a la preuve de la proposition 3.
Par le lemme 2 et le principe du maximum,

w(z,J)=a sup o(z,J)
2’ € dB(xg My)
puis, en itérant

V1) o(zJ)=a"t  sup w(,J) si Mj-!=diamK.
2’ € 0B(xy, M-;' b

Par une nouvelle application du théoréme 4,

o, J) _ , o(z-07) _

22 o(z,C) ~ 7 w(zj-1,C)) T

Ca(zj-y,J) sur 0B(xy, MI™1)

si M/"ly=diam K, par (19).
Les inégalités (20), (21) et (22) impliquent alors

w(z,J) _ 1 1

= ot su; w(z,J
CO(J) (D(J) dB(xy, MIJ?—ly) ( )

= j-1 s y

=20 o~ tw(zj_4,J)

Caol

—— si M7ly =diamKk,
w(lj) d

-<
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J
d’ou il découle que K(z, x)=C x

sur C, et donc que
J

v(z) = Zj:zofC.K(Z’ x) g (x)| w(x) dx

|
= CZ];Mj"IyédiamKaJ‘w—('E)—ij lg(x)| dw(x)
=CM,g(X).

La proposition 3 se déduit maintenant de T'inégalité de Harnack appliquée a v.
Puisque le poids w appartient & 4'(K) et que K est de nature homogéne, il
existe py(e)=0 et C(e)=>0 tels que YI=I(x,d), x€K, 6=diam K,

1/p,
(23) [FII) f Ia)(x)Po dx] = C(e) u_(l—ﬁ f ,© (x) dx.

Soit p;, I'exposant conjugué de p,. Nous pouvons maintenant prouver le théo-
réme 2 pour p>p;.
Soit en effet g€ LP(K), avec p=>p;. Alors

legIa) = (leglp]llp[wap,)l,p,

par Holder et donc g€l'(w) car wéLP(K)cLP(K). Posons alors u(z)=
[k g(x)do(z, x, Q). Par la proposition 3, u*=C(e)M,g. Mais

1 1 AP (] . Uro ||
mfl |g|w§[mfl|g|p°] [TI_I-[ICOP) m

= C[M(lgl")]"7 (x),
d’ou ) )
[ w7 @)dx = C [ [M(gl™)(x)]) 7 dx

=C [ lglP(x)dx

par le théoréme de Hardy—Littlewood.

La fin de la preuve est alors standard.

Passons 4 la preuve de (3)=>(2). Soit pc HY(K) réelle et F=f. Soit également
p un exposant =2p; ol p, est donné par (23).

Proposition 4. 1/ existe une fonction u harmonique positive dans Q telle que
|F(2)l=u(z)? sur Q et telle que u"cL?(K).
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Preuve. Puisque p est réelle, la fonction |F(z)] est symétrique, F admet des
valeurs au bord F(x) presque partout sur K et |F(x)|€L'(K). Soit p=2p, et
g(x)=|F(x)|"?; notons

u(z) = ng(x) dw(z, x, Q).

Par le théoréme 2 (ou plutdt par sa démonstration), #*¢IP(K). 1l suffit donc de
montrer que « est un majorant harmonique de [F(z)|*.
Soit =0 et K;=|J,cx1(x,0); on vérifie sans peine que Kj est uniformément

homogéne et que |Ks\K|5=5>0. Posons également Q;=CN\Kj,.

Soit €2 (R), ¢=0, d’1ntegrale 1, de support c[—1/2,1/2] et @z(x)=
1 x d
5—(/)(3] On pose alors fy=p*@; et Pé(z)———— f X, f,;(x) x. La fonction

|F5*'P est alors sousharmonique dans 2, continue jusqu’au bord tandis que u;(z)=
f K, |F5()"? dw(z, x, Q;) est harmonique et continue jusquau bord dans Q;.
Par le principe du maximum, |F;(2)[*?=u,(z) dans Q;. Il suffit alors, pour achever
la preuve de la proposition 4, de montrer que #; converge simplement vers u dans Q
car il est clair que F; converge vers F.

Tout d’abord uc H4R) si %<q<1. Par la théorie « variable réelle » des
espaces de Hardy [9],

FP(x) = sup |[F3(x)|€LIR) si 5 <g=<1.
=0

Soit d’autie part z€Q. Alors z€Q; si d est assez petit et dow(z, x, Q;)=
w3(x)dx ol wi(x)€LP(K;) par la proposition 2 et (19), uniformément en §. Par
la théorie classique du potentiel ([10]), wi(x)dx converge vaguement vers ®(x)dx
et, si x€K, oj(x)=w(x) par le principe du maximum. On en déduit facilement
que w;(x) converge presque partout sur K vers o°(x). Le théoréme de convergence
dominée implique alors que

lim fKIFa(x)I””wi(X) dx = u(2).

Pour estimer [ ki | Fs(O)I? @3(x) dx, on remarque tout d’abord, par Har-
nack, que cette expression est =C(z) f KK |F|HP co‘5 pms on considére des ex-

posants ¢;, ¢, qs tels que D>q1>=% , ga<p, et —+ + =].
Par Holder,

[ Fs@PP 005 () dx = IRNK I ([, 1} ([ gy

= CIK\K[5 =~ 0,
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car FPcL%P(R) et w,cL% uniformément en §=0. La proposition 4 est dé-
montrée.

L’implication (3)=>(2) découlera alors immédiatement de la proposition 4 et
de la proposition 5 suivante:

Proposition 5. Si K est e-homogéne et u est harmonique positive dans Q alors
24 lutloqy = C@E| ¥l Lo (xys

ot I est Uintervalle double du plus petit intervalle J contenant K, et u* la fonction
maximale radiale de u.

Preuve. Soient {I;} les composantes bornées de R\K. Pour chaque j on
appelle I'; la réunion des deux segments non horizontaux du triangle équilateral
inclus dans R?% et de base I;. On considére de méme I'_ et I'y associés aux inter-
valles J_ et J., de méme longueur que J et le jouxtant & gauche et & droite respective-

ment. Enfin,
I = (U; L) VlTy o TN IXR)].

Si z€I' on note I,. L’intervalle des x¢R tels que zeI'(x). Par 'homogénéité de
K et de la géométrie élémentaire,

(25) vz€l, |InK| = C(e)|L].

Soitalors A>0 et &;={zcI'; ut(2)=21} ol u™(2)=sup,., u(x+iy’) si z=x+iy.
Alors
(26) K\(Uszee, L) € {x€K; u*(x) > 2}.

Par le lemme de Vitali, on peut extraire des I,, z€&; une sous famille au plus dé-
nombrable (Iz,.) telle que les I:j soient deux A deux disjoints et que

@7 V€8, VjEN; I c 5L,
Par (25),
(28) [{xeK; u*(x) > )] = 3;1L,0K| = C(e) 3 1L,

N
et, par (27), &,cJ; 101, ou [=Ix[0,|I]], d’ou

(29) A& = 3, 4@EnI0L)=C S |L).
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En regroupant (28) et (29),
A1(8) = C@)[{xeK; u*(x) > A}
= [ Lut(PdA (D) =p f ;" PA(E)dh=Ce) [ () dx.

Le fait que ut¢L?(I) découle alors simplement de 'inégalité de Harnack.
Fin de la preuve de (3)=(2): Soit K homogéne ¢t FcH'(K). Puisque F(z)=
+(F(2)+F(2))+%+(F(2)—F(z)), on voit que 'on peut supposer |F| symétrique.
Par la proposition 4, il existe p>1, u harmonique positive dans Q telle que
|[Fl=u? et u*¢ LP(K). Par la proposition 5 on a méme u*€I?(I) ou I est I'inter-
valle double du plus petit intervalle contenant K. Donc F*¢ L'(I). Comme d’autre

1
part F+(x)§C(—||——)7 si X€K et x4¢l, il vient F*¢LY(R) ce qui implique
x—xO

([9]) que FeH'(R%).

4. Démonstration (abrégée) du théoréme 3

Tout d’abord le théoréme 4 est vrai pour les « domaines de Denjoy » de R*+1,
c’est-3-dire les domaines Q de la forme R"*\K ou K est un compact de R" (voir
[7]). 11 s’en suit que les propositions 1, 2, 3 admettent des versions n-dimensionnelles,
et la démonstration est la méme.

Le théoréme 2 reste donc valable dans ce cadre. La seule différence provient
de la proposition 4. Si u est une fonction harmonique, il n’est pas vrai que |Vu|*

n.—

. . 1 .
est sous-harmonique dans R"*! du moins si a< . Pour obtenir un analogue

n

de la proposition 4, il nous faut donc faire usage de gradients d’ordre supérieur
(141, [91) d’ot1 1a présence des transformées de Riesz d’ordre supérieur dans I’énoncé
du théoréme 3. Naturellement, plus « et petit plus grand est Pordre nécessaire des
gradients ce qui explique entier N(¢) dans (i). Quant 3 la réciproque (ii) on re-
marque que vu I'hypothése qualitative faite sur K, le paragraphe 2 reste valable
pratiquement sans changement une fois que ’on a remarqué que les opérateurs R*
sont tous des opérateurs de Calderon—Zygmund [5].
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