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1. Introduction 

Soit L une droite du plan complexe: Hayman et Wu [1] ont d6montr6 qu'il 
existe une constante universeUe C > 0  telle que si f2 est un domaine simplement 
connexe propre de C, 

az(f-x(zc~g2)) ~ C, 

o~ A 1 d6signe la mesure de Hausdorff lin6aire e t f  une repr6sentation conforme du 
disque unit6 D sur ~2. Lorsque g2 est ~ bord rectifiable, on peut paraphraser ce 
th6or~me en disant qu'il existe C>O telle que 

(1) fLnr~lF(z)l Idzl <= CIIFlln!(m VFEHt(I2), 

off Hi(f2) d6signe l'espace des fonctions holomorphes F sur f2 telles que [IFl[m(a)= 
Sup, frriF(z)lldzl<+~, I", d6signant, p o u r  0 < r < l ,  l'image :par f du  cercle 
{[z[---r}. Sous cette derni6re forme, le probl6me peut se g6n6raliser ~ des domaines 
12 non simplement connexes, L'objet de cet article est l'6tude de (1) dans les domaines 
de Denjoy, c'est-gt-dire les domaines de la forme ~2 = C \ K  off K est un compact de 
R de mesure positive. 

Si ~2 est un tel domaine, d6signons par R~, 6>0 ,  l'adh6rence de la r6union 
des carr6s centr6s sur K de c6t6 5, et F~ le bord de Rs. On d6fmit alors l'espace de 
Hardy H1((2) comme l'espace des fonctions F holomorphes dans I2 telles que 
limlzl_~.~ zF(z)=O et 

[IFIIHI(m = supf [F(z)l Idzl < +~'. 
~ 0  F 6 

Si E appartient ~ Hz(O); on v6rifie facilement qu'il existe une mesure g sup- 
port6e par K telle que ffK d # = 0  et 

1_1__ f d~(x) ~f  
F(z) = 2izc JK ~ -~  #(z), zE~2. 
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R6ciproquement, si # est une mesure sur K, alors/2 d6finit une fonction holo- 
morphe dans ~2 et, s i f  d#=0 ,  la restriction de/~ ~t R~: appartient h l'espace de 
Hardy HP(R~)_ si ~ < p <  1. En particulier/2 admet des limites non tangentielles 
/~+ et/2_ en presque tout point de K. Ceci nous conduit ~t d6finir HI (K)  comme 
l'espace des mesures tt h support dans K, d'int6grale nulle, telles que: 

I}~llR, o o  = II~+ IIL,~X) + 11~-IILI(K) < "At- 0% 

et l 'on v6rifie que Ha(f2)c{/~; #EHI(K)}=HX(K). Deux questions se posent alors: 

A-t-on Ha(f2)=HI(K) et pour  quels compacts K a-t-on (1)? Ces deux questions 
sont, comme nous allons le volt, tr~s li6es. 

Le r6sultat principal de ce travail est la caract6risation des compacts K 

tels que l 'on ait (1) pour Hi(K). La remarque fondamentale est que (1) 
est vrai si et seulement si (1) est vrai pour  L = R ,  car alors H~(K) est inclus dans 
H~(R), l'espace de Stein et Weiss et, par le r6sultat fondamental de Carleson, on aura 
ffR~ IP(z)l dV(z)~CIII~IIH,<K) pour toute mesure de Carleson v dans R~,  Comme 

corollaire, notons que si Hi(K) v6rifie (1), alors HI(K)=HI(12) car les mesures 
de longueur d'arc sur Fn v6rifient uniform6ment la propri6t6 de Carleson. 

I1 nous faut done caract6riser les compacts K c R ,  IKI >0 ,  tels que H I ( K ) c  
HX(R). Un compact K c R  sera dit homog~ne s'il existe ~>0  tel que 

VxEK, V 6 > 0 ,  6 < - d i a m K ,  IKn(x-6,  x+6)l~-e6. 

Cette notion a 6t6 introduite par Carleson [2] en liaison avec le probl~me de la 
couronne pour les domaines de Den joy. 

Th~or~me 1. Soit K un compact de R de mesure positive; sont alors dquivalents: 

(2) H~fK) c Hi (R) ,  

(3) K est hornog~ne. 

L'implication (2)=*(3) est, ~t ma connaissance, nouvelle; sa d6monstration oc- 
cupera le paragraphe 2. L'implication (3)=*(2) peut se d6duire d 'un r6sultat de 
Jones [3]. Cet auteur montre que si K est homog6ne et si bEL=(R\K), on peut 
trouver F d6finie su r t-2 telle que OF=bdx et llFlfL~tK)<=filbll~. Un argument de 
dualit6 prouve alors l'implication (3)=-(2). Nous proposons au paragraphe 3 une 
autre d6monstration de (3)=*(2), bas6e sur la m6thode des majorants harmoniques. 
Le ~ cceur >) de cette nouvelle approche est le th6or~me suivant, d'int6r~t ind6- 
pendant. 
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Th6or~me 2. Soit K un compact e-homogOne; il existe alors Po(e)> 1 tel que 
pour route fonction gE LP(K), P>Po on puisse trouver une fonction harmonique u 
dans O, sym~trique (i.e. u(~)=u(z) pour zE f2) telle que u converge non tangentielle- 
ment vers g presque partout sur K et telle que u*E LP (K). 

Cet 6nonc6 demande quelques mots d'explication. Si xER on d6finit F + ( x ) =  

{x '+iy 'ER~; Ix ' - x l<ly ' l } .  
On dit que u converge non tangentiellement vers g(x) si 

lim u ( z ) = g ( x )  et l 'on note u~: (x)=  sup [u(z)l, 
z~x.zEr+ (x) zEF+(x) 

u*(x)=sup (u~(x), u*(x)). Comme corollaire de ces r6sultats, nous obtenons une 
th6orie coh6rente des espaces Hi(f2) si K est homog6ne. 

Corollaire 1. Si K est homogdne, sont dquivalents pour une fonction F holomorphe 
dans f2 telle que limlzl_,.~ zF(z)=O, 

(4) FEHI(O) ,  

(5) FEHI(K),  

(6) F ' E L l ( K )  et 3g > 0 tel que IFI = ait un majorant harmonique. 

Enfin, nous donnons au paragraphe 4 une version n-dimensionnelle des r6sultats 
pr6c6dents que nous formulons en termes d'in6galit6s ~t priori pour  ne pas alourdir 
l'expos6. 

La notion de compact homog6ne a un analogue 6vident dans R". D6signons 
par Rx . . . . .  R, les transform6es de Riesz dans R" et, si ~=(a l  . . . . .  a,) est un multi- 

~tl ~n indice, notons Ict l=~lq- . . .§  et R = R  1 . . . R , .  Enfin H I ( R  ") est l'espace de 
Hardy de Stein et Weiss [4]. 

Th6or6me 3. Soit K un compact de R n tel que 

VxEK, lira r-" [KnB(x, r)l > 0. 

(i) Si K est e-homogdne, il existe C(e) et N(e)>O tels que: 

(7) llfllx~<R-~ ~ c (~) ~'I~I ~_N<~) II R~fllL~(x) 

pour toute fonction fEL2(K) d'int~grale nulle. 
(ii) Si (7) est vrai pour une constante C et un entier N alors K est homogdne. 
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2. D6monstration de l'implication (2)=~(3) 

Si xEK et 6>0 ,  nous noterons I(x, 6)=(x-6 ,  x+6). Si I e s t  un intervalle 
I(x, 6) nous noterons 6galement, pour k->0, 

I (k) = I(x, 2k6), I@) = I(X, 2--k6). 

Une premi6re remarque est que si K v6rifie (2) alors 

VxEK, V6 > 0, IKnl(x, 6)1 > 0. 

Si ce n'6tait pas le cas, soit I(x, 6) tel que ]KnI(x, 6)[ =0.  Alors la mesure 

- ~ 1K(x ) dx appartient h Hi(K) mais pas ~ Hi(R).  
IKI 

On consid6re alors deux cas : 

let cas: I1 existe une constante C > 0  telle que pour tout intervalle I centr6 
sur K, 

el*l [Knl(1)[ [KnI[  Log . 
(8) IIm----~ <= C iI----(-- IKmlI 

IKc~II 
Supposons (8) v6rifi6 et qu'il existe I centr6 sur K tel que <=e. Quitte 

III 
restreindre e on peut supposer que l'une des extr6mit6s de I, soit a, appartient h K. 

Soit alors Y' l'intervalle de m~me centre que I e t  de longueur - -  [I[ J "  l'intervalle 
3 '  

centr6 en a et de longueur [I[ et Y-Y'(8)nY"(a) 
3 

Alors [KnJ'[<=3e et l 'on peut supposer [ K n J ' [ > 0 ,  [Kc~J"[>0 par la re- 
IJq 

1 1 
marque pr61iminaire. Posons f s , ( x )=  [Kn J'[ 1Knj'(x)' fs"(X)=[Kn J"] l rn s ' (x )  et 
f =fs'--fs"" 

a) Estimation de IJfllmao. De fa?on 6vidente, fK [J(x)[ dx=2, fKf(x)  dx=O 
et, si x~Y, ]Hf(x)]~ClJ[(x--a) -2 off H d6signe la transform6e de Hilbert, d'ofl; 

f lU/ x)l dx <- f IH/Cx)l dx <= C. 
K n (R~ J )  R ~ J  

Pour estimer f g n J  I/-U(x)I dx nous utilisons l'in6galit6 de Cauchy--Schwarz 
et la continuit6 L 2 de H: 

r lHf(x)l dx <- f [Hfs,(x)l dx+f~ns IHf~,, (x)l dx 
J KNJ K n l  

-< 1 /~ - -~  (llfJ, lh+ Ilfa-II=) 

fWAZ 1/tK JI 
- -  - -  "JI- - -  

t / IKnJ'l  1/IKnJ"l 

C ['( ~g elJ'l ]a/~_(~__ elJ';'l /a/4/ 
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la derni6re in6galit6 d6coulant de (8). Finalement, 

Ilfll < Ilfll + Ilfll HI(K) = LI(K) LI(K) 

~f(_ elY'l ~314 . L elJ"l ~=/41 

367 

du rnoins si e est assez petit. 

b) Estimation de IflIV(R)" Soit U l'intdgrale de Poisson de f dans R~.  
Alors ([41), 

,S,..,R,>Clt.*Jl > c { f  MS. (x)ax+f M/. (x)ax-C} LX(R) j*(,) j#(1): 

og u* d~signe la fonction maximale non tangentielle et Mg d~signe la fonction 
maximale de Hardy--Li t t lewood de g. 

Lemme 1. Sie  est assez petit, 

J a'rm Mfj. (x) dx > ~ "  e IJ'l = I.. Log ~ .  

Preuve du lemme 1. Si fELl(R) alors (voir [5] p. 23), 

1 
l lMf > o~} I >= -~ f If(x)l ax. 

{ifl>~} 

1 
D'autre part,  Mfj,(x)<=]--~ si xgiJ "~ d'ofl 

f ..,Mf.. (x) a~ >= f {v,,,>(~/la, i, Mfj, (x) dx 

> 1 f]/la'n~! 1 ( = -~.,,,... 7 ,  f=" I{f,' > tII dr) e= 

1 []'1 1 
=~ -~-Log I]'nKI 2 '  

d'ofi le r6sultat s i e  est assez petit. Finalement, 

{ !J'nglelJ'l elJ"l~ Ilfll~l(m => C Log + t o g ~ j .  

Nous pouvons h pr6sent conclure la preuve de (2)=*0) dans le cas off K v6- 
rifle (8). Si K vdrifie (2), le th6or6me du graphe ferm6 implique qu'il existe M tel que 

Ilfll~l(m --< Mllfllm(K) pour  toute fEH~(K). 
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Or si IKn/l-<_s pour un intervalte I centr6 sur K, l'6tude pr6c6dente fournit une 
III 

fonction fEHX(K) telle que 

llfll.,(R) => C(log l/e) 1/4 IlfllH,(r). 

Si donc K v6rifie (2) et (8) alors K est homog6ne avec une constante =>e - "  M' 

2dme cas: K ne v6rifie pas (8). Pour tout N > 0  on peut donc trouver un inter- 
valle Iu centr6 sur K tel que 

IKnI~X)l ~ ] /  ellNl " 
=> N I ul [ L ~  [K---n--~sf" 

En particulier on peut trouver, pour tout 5>0,  un intervalle I centr6 sur K tel que 

IKc~II <=c et 

tll 
[Kc~1")l > IKc~l[ ] / - r  ellI (9) 

I1~ - I1----]--- I / '~~  Igc~II" 

Supposons tout d 'abord que pour  tout  k, 

(10) IKc~l~)l IKcaI~k+.l og elI~+.l 
II(k)l --> lI~k+,l I ~ ) 1  

r 
(cf. les notations en d6but de paragraphe). Alors, en posant 0 ( x ) = x  Log 

et ~o(x)=0-X(x) (0 est une bijection croissante de [0, 11 sur lui-m~me), 

IKc~I(k)l <= 9(k)(e) <= 2 -k si * est assez petit. 
I l<k)l 

Soit alors {a} = ~k~Ol(k) et /~=3 a. Alors H , ( x ) =  1 
x - - a  

et 

dx f 
f Ix~-al = Zk Kn(Z,k,~r,k+.)lx--al 

~- Zk2klKc~I(~)[ ~--III Z ~ 2  -k < + ~ ,  

et l 'on construit comme plus haut une fonction de Hi(K)  n'appartenant pas 
Hi(R). 

On peut donc supposer qu'il existe un plus grand entier no tel que (10) ait lieu 
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pour  k<=no . Appelons encore I cet intervalle I(,o) et 3"=I(,o+1). Alors I v6rifie (9), 
IKn l I  

~ e  et 
III 

(11) lKnI__._~[ < 
III 

[ /  eM . 
Posons 6"i= Log [ K n l l '  alors 

petit entier tel que 

Alors, 

IKnJ l  C L o g  elJ._____~l 
IJI IKnJI " 

[KnI(1)l =>2Cjr [KoII et d6signons par ko Ie plus 

IKoI~ <-- 2CI IKnPI. 

2 ~~ lll => [KnI(k~ -> (2 (7 / )  k ~  [KnI[ =* ko ~- 2 ~  c~ 
LogCx �9 

Soient 3r~ et J2 les deux composantes de /'(koKNIfko--1) , Kj = K n J ]  j =  1, 2 et supposons 
IKxl =>lg21. Alors: 

2IKd+IKnI(~~ =~'IKn I(k~ => 2Cjr [Ko P~ 

2Cjr-  1 [Koi(k,_l)  I 
Igd ~ - - -5- - -  

[KnI(ko-1) l <-- 2C~ [KmI(ko) I 

< = 2Cjr(lKd + IK=I + [KnI(~~ 

< 2c (2+2c~_  1) 1Kd J r  , 

Par cons6quent, si ~ est assez petit, 

(12) IgnI(k0-X)l ~ 10Cjr [g,[. 

Nous avons maintenant tous les 616ments pour  eonclure. On pose f = f j - f j ,  
1 I 

off fj-IKc~J--------I 1KnJ et fj  =lgnJl l  1Knj,. 

a) Estimation de IlfllmtK). Comme dans le premier cas, f x  If l  =2 ,  f~ f=O et 

fKnt(ko+x) IHf(x)l dx <- C. 

D'autre part, par  Cauchy--Schwarz et (12), 

l/[Knl(ko +1) 1 
f ,,~,(~.+,)lUf,~(x)l dx <- 1/l--g~l < = 2 r  
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et 

fKnI(ko +1) IH f s ( x )  l d x  = f ,,~, + f ,,N(i(ko+l)l ) 

-< ~ § x"  

Mais, par  (11), I K n J t  ( I K n l l ] >  l K n l I  (_  elll ]-1/2 
IS----~=> ~ t - q T V - ) - -  c II---T-LLogl-2-A~!j  , a ' o ~  

fKni(ko+l) IHfs(x)l dx <- C l/-~+Cko 

Log C t " 

En regroupant les estimations, on obtient alors, si ~ est assez petit, 

c ,  ~ 
Ilfllnx(~) =< C L o g C i  

b) Estimation de Ilflln,(m. De marne que pour  le premier cas on a, en utilisant 
le lemme 1, 

f Mfs(x) d x - C  Ilfl[n~(R) => I 

elJ[ =>CLog  eli] =CC~. 
=> C L o g  IKnJI  I K n l l  

En rdsum6 nous avons construit pour tout e > 0  une fonction J~H~(K) 

Ilflln,(R) ~ c Log Log 1/ellflln*(K) 

dans le cas off K ne v6rifie pas (8). Mais ceci contredit (2) e t ' la  preuve de  (2)=~(3) 
est finie. 

Remarque. En suivant de plus pr6s les constantes on montre que si [tf][n,(m ~ _ 

M[lf[[m(~) alors K est ~-homog6ne avec e ~ e  -~e~'.  

3. D6monstration de l'implication (3):.(2) 

Nous commenqons par  deux observations. 
La premi6re est que si K est homogSne alors K, muni de la distance induite 

par R et de la mesure de Lebesgue 6galement induite par  R est un espace de nature 
homog6ne au sens de Coifman et Weiss [6]. 

La deuxi~me observation est que dans un dornaine de Denjoy on a un << prin- 
cipe de Harnack ~ la fronti~re >~. Plus pr6cis6ment, on a l e  
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Th~or~me 4. (Ancona [7; p. 252].) Soit f 2 = C \ K  un domaine de Denjoy, xEK  
et I = I ( x ,  6). Posons z , = x + i l l I .  Soit alors u et v deux Jbnctions harmoniques 
positives et symdtriques sur f2 s" annulant contin~ment sur K n I ( x ,  26). Alors 

1 u(z,) u(z) u(z,) 
03) c v ( z ~  <- v(z) <- c v(z~) 

sur f2nB(x, 6), pour une constante C > I  universelle. 

Les 3 propositions qui suivent sont des cons6quences de ces deux observations, 

Proposition 1. Soit f2 un domaine de Denjoy, f 2 = C \ K ,  xE K et I un intervalle 
centrd en x. Alors si F c l c ~ K  et si zE(2, [ z -x[>2l IJ ,  

1 ,o(zx, F, ~) o9(z, F, ~) og(z,, F, ~) 
(14) C o~(zl, K n I ,  f2) - og(z, K n I ,  f2) = C og(zt, K n l ,  12) ' 

pour une constante C > I universelle. 

Preuve. Soit B1 le disque de diam~tre [ x - 2 l l h  x- [ I ] ] ,  B2 le disque de dia- 
m&re [x + l I I, x + 2 [I[] et cg l'enveloppe convexe de B1 u B~. Soit aussi xj le centre 

B se t  Z j = x j + i  ~ - .  Par (13), de 

1 co (z j, F) co (z, F) co (z~, F) 
(15) C og(zj, K n l )  <- og(z, K n l )  <- C og-(-~,~, K--c~l) 

pour zEB s et, par Ie principe de Harnack ~ classique )), 

t .  og(z t , F )  < co(z,F) < C  co(zI, F) 
(16) ( ' o g ~ ' K - n - i )  = o~(z, K n I )  = r K n l )  

pour Z~O~.(OB 1 k30B~). 
Les in6galit6s (i5) et (16) impliquent alors que (16) reste Vrai pour zEOCg; on 

condut alors avec le principe du maximum. 

Proposition 2. Si K est homogkne, la mesure o9=o9(oo,., f2) est absolument 
continue par rapport ~ la mesure de Lebesgue et og=og(x)dx oft Og(x)EAI(K), la 
classe de Muekenhoupt sur l'espace de nature homogdne K. 

Cette proposition a 6t6 observ6e par Jones--Marshall [8], off un r6sultat plus 
fort est d6montr6. 

Preuve. Consid6rons tout d'abord un domaine de Denjoy quelconque. Avec 
les notations de la proposition 1 et par !e principe du maximum, 

og(&r, F, f2) =~ co(zx, F, R~_) 1 f ~ d_t ~ IFI 
= ~ a r ( x _ t ) e + l l P  >= t . - ~ .  
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Avec (14), cela implique 

(17) o ( K n I )  C co(F) 
III Igl 

o~ l'on a abr6g6 co(~, E, f2) eu co(E). 
Si maintenant K est homog~ne, soit I un intervalle centr6 sur K (une boule de 

K), x'EKc~I et J u n e  boule de K centr6e en x'  et incluse dans L Appelons 6gale- 
ment/z la mesure l~:(x) dx. La condition d'homog6n6it6 ajout6e ~ (17) impliquent 

1 1 
#(I) f ,  do ~= c ~ f  do. 

Ecrivons dco--co d#+v la d6composition de Radon--Nikodym de co par rapport 
h #. Alors 

lim 1 (~'+~ co(x') g-p.p. ~o #(X'--6,  x'+6) .' ~-~ do = 

On en d6duit que pour toute boule I de K on a 

(18) 1 f do ~ Cog(x') #-p.p. sur I. 
/t(I) I 

Mais (18) implique aussit6t que v--0 et que le poids co(X)EAI(K). 

Propositlon3. Soit gED(K, dco) et u(z)=frgdco(z , . , f2) .  
1 

C(e)M~,g(x) sur K oft Mo, g(x)=suplgx co(InK) f l  lg[ dco. 

dco (z, ., O) 
Preuve. Si zEf2 et xEK, posons K(z ,x )= 

do  
f rK(z ,x)g(x)dco(x) .  Fixons un xoEK, et z=xo+iy.  Soit M =  T 
si l'on pose I~---I(x, MJy)c~K, C~=I i \ I j_  1 et z~=xo+iMiy, on ait, 

(19) co(zj, C~, f2) => 6(~) > 0 si MJy <= diamK. 

Alors u*(x)<= 

Alors u(z)= 

de sorte que 

On 6crit alors : 

lu(z)l ~ v(z) = f K(z, x)Ig(x)l o(x)  dx = 2j _o fc 

oft l 'on a pos6, pour simplifier, C o = I  o. 
Par la proposition 1, si J est une petite boule c C j ,  

(20) co(zj, J )  C 
co(J) o,(1i)" 

On veut maintenant comparer co(z, F) avec o(z~, Y). 
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Lemme 2. Ilexiste ~ - - a ( e ) < l  telle quepow" tout xEK et r < d i a m K ,  

~o(z, OB(x, Mr), B(x, Mr)c~2) <- ~(~) 

pour zEi)B(x, r). 

Preuve du lemme. Soit zEc~B(x, r) et xoEK tel que 
qg=B(x o, 2lz-xol)C~f2. Alors 

Iz-x01=d(z, K). Soit 

~o(z, KcaB(x, Mr), B(x, Mr)c~I2) >= o)(z, Kc~B(x, Mr), all) 

>= Co)( zo, Kc~B(x, Mr), vii) 

olx Zo=Xo+ilz-xol, par le principe de Harnack. Mais 

o)(zo, Kc~B(x, Mr), ql) >: cO(zo, Kc~B(x, Mr), q/nR~_) ~ C(~) 

car IKc~B(x, Mr)l >=C(e)r, ce qui termine la preuve du lemme 2. 
Revenons ~t la preuve de la proposition 3. 
Par le lemme 2 et le principe du maximum, 

o)(z, J )  <_- a sup o)(z', J )  
z'  E OB(x o, My) 

puis, en it6rant 

(21) co(z, J )  - ai-1 sup og(z', J )  si M]  -1 <_- diamK. 
z, ~ OBCxo.M ~- l) 

Par une nouvelle application du th6or6me 4, 

~o(z', :) co(zj_l, J) 
(22) og(z', Cj) <- C <= Cco(zj_l, J) o~(z~_l, C~) 

si MJ-ly<-diamK, par (19). 
Les in6galit6s (20), (21) et (22) impliquent alors 

sur OB(xo, M/-~) 

~o (~, ] )  1 
_ _  ~ _ _  ~j-1 sup o) (z', J )  

1 
(/)(j) ~J-l(~ -1, J )  

C~ j 
< - -  si MJ-~y <- diamK, co(6) 
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cJ 
d'ofl il d6coule que K(z, x ) ~ C  

~o(b) 
sur Cj et donc que 

v(z) = ZjLo f c K(z, x)Ig(x)l co(x) dx 

�9 1 
< c �9 �9 �9 ' - - f , ,  Ig(x)l do~(x) : Z'nMa-'Y~d'amKO~ (.O(Ij) 

CM,~g(X). 

La proposition 3 se d6duit maintenant de l'indgalit6 de Harnack appliqude ~v.  
Puisque le poids co appartient ~ AI(K) et que K est de nature homog6ne, il 

existe p0(e)>0 et C(e)>O tels que V I = I ( x ,  b), xEK, 6=<diam K, 

(23) 
1 ,,1/po ( f ~(x).odx/ ~= c(~) t, p (I) Jx I I ~o (x) dx. 

Soit P0 l 'exposant conjugu6 de P0. Nous pouvons maintenant prouver Ie th6o- 

r6me 2 pour P>Po. 
Soit en effet gCLV(K), avec P>Po. Alors 

f~lglo~ <= ( f  ,, [gf)l lv(f  r ~ 

par H61der et donc gCLa(o)) car co~LP'(K)cLV~ Posons alors 
u =C(QM,,,g. Mais fK g(x) dog(z, x, f2). Par la proposition 3, * < 

1 (1  - ,~1/~o(1 hl/po I I I  
J, Iglp~ f J ,o(;) o~(I) f ,  igloo <- 7 f  ~ Y~" 

u(z) = 

d'ofl 
<-- C [M(Ig[P'O] lip; (x), 

f ( )dx c f  [M(Ig[ ")( )] ' U *p X "~ Po x r/po dx 
K K 

<= c f I g V ( x )  dx 
K 

par le th6or6me de Hardy--Lit t lewood.  
La fin de la preuve est alors standard. 
Passons/t  la preuve de (3)=~(2). Soit ~tCHI(K) r6elle et F= /Z  Soit 6galement 

t p u n  exposant >2po off Po est donn6 par (23). 

Proposition 4. II existe une fonction u harmonique positive clans 0 telle que 
]F(z)[<-u(z) p sur f2 et telle que u*ELP(K). 
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Preuve. Puisque # est reelle, la fonction IF(z)[ est symetrique, F admet des 
valeurs au bore  F(x) presque partout sur K et ]F(x)IELI(K). Soit p>2Po et 
g ( x ) =  ]F(x)[~/P; notons 

u(z) = f Kg(x) dw(z, x, t]). 

Par le theoreme 2 (o5 plutet par sa demonstration), u*EU'(K). II suffit donc de 
montrer que u e s t  un majorant harmonique de IF(z)[ I/p. 

Soit 6 > 0  et Ka=U,<KI(x,6); on verifie sans peine que Ka est uniformement 
homogene et que IK~\KI ~ O. Posons egalement fan= C~Kn. 

Soit ~ p ~ ( R ) ,  ~o~0, d'integrale 1, de support c [ - 1 / 2 ,  1/2] et ~pn(x)= 

~ o  , On pose alors j;=#*~0a et /~;(z)= fK~ f~(x)dx La fonction 
X - - Z  

IFal ~/~' est alors sousharmonique dans Q, continue jusqu'au bord tandis que ua(z)= 
fr~ [Fa(x)ll/p&o(z, x, (an) est harmonique et continue jusqu'au bord dans (an. 
Par le prineipe du maximum, [Fa(z)l~/~ue(z) dans ~2~. II suffit alors, pour achever 
la preuve de la proposition 4, de montrer que ua converge simplement vers u dans ~, 
car il est clair que Fa converge vers /7. 

Tout  d 'abord #EHq(R) si ~ - < q < l .  Par la theorie ~ variable reelle >) des 
espaces de Hardy [9], 

1 F~(x) ---- sup IFa(x)I~L~(R) s i ~  < q < 1. 
~>0 

Soit d'autre part  z~Q. Alors z~f2 a si 6 est assez petit et doo(z, x, Oa)-- 
co](x) dx o~ a~=a(x)~LPo(Ka) par la proposition 2 et (19), uniformement en 6. Par 
la theorie classiqne du potentieI ([10J), a~(x) dx converge vaguement vers o~=(x) dx 
et, si xCK, oog(x)~m=(x) par le principe du maximum. On en deduit facilement 
que a~a(x) converge presque partout sur K vers o~=(x). Le theor~me de convergence 
dominee irnplique alors que 

lim~.o f IF~(x)lV" ~ dx = u(z). 

Pour estimer f~z~\r I&(x)l lip eo~(x)dx, on remarque tout d'abord, par Har- 
nack, que cette expression est -~C(z)fK.\K IFI1/P~176 puis on considere des ex- 

1 + 1 4 _ 1  posants ql, q2, qa tels que p>q,>.~, qz<Po et ~ _ W _ W = I .  
Par H61der, 

f ,~\, IF~(x)P/" o# (x) dx ~ [_t~\K] 1/qa ( f K,i ]Fb[ql'p)l/q' ( f.~ (0#)~') '/'' 

< C I K ~ \ K I  vq~ + O. 
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car FbELq, lp(R) et ~%EL q, uniform6ment en 6~0.  La proposition4 est d6- 
montr6e. 

L'implication (3)=>(2) d6coulera alors imm6diatement de la proposition 4 et 
de la proposition 5 suivante: 

Proposition 5. Si K est e-homogdne et u est harmonique positive dans f2 alors 

(24) 

o~t I e s t  l'intervalle double du plus petit intervalle J contenant K, et u + la fonction 
maximale radiale de u. 

Preuve. Soient {Ij} les composantes born6es de R \ K .  Pour chaque j on 
appelle F i la r6union des deux segments non horizontaux du triangle 6quilateral 
indus dans R~_ et de base Ij. On consid6re de m~me r_ et F+ associ6s aux inter- 
valles J_  et J+ de mSme longueur que J e t  le jouxtant h gauche et ~t droite respective- 
ment. Enfin, 

r = ([2j G.)u[(r+ u r _ ) n ( I x R ) ] .  

Si zEr  on note I~. L'intervalle des xER tels que zEF(x). Par l'homog6n6it6 de 
K et de la g6om6trie 616mentaire, 

(25) v z E r ,  II=nKI >=C(e)ll~l. 

Soitalors 2>0  et 8x={zEF; u+(z)>2} off u+(z)=supy.>yu(x+iy ') si z=x+iy .  
Alors 

(26) Kn(U~r z I~) c {xEK; u*(x) > 2}. 

Par le lemme de Vitali, on peut extraire des I=, zESa une sous famille au plus d6- 
nombrable (I=s) telle que l es /~  soient deux ~ deux disjoints et que 

(27) 

Par (25), 

(28) 

et, par (27), ~'~cUj 10/~l 

VzEgx, VjEN; /: c 5I=j. 

]{xEK; u*(x) > 2}] -> Z ]  II,,nKI => C(*) Z II,,I, 

A 

off I=I• IIJ], d'ofi 

(29) A'(Sz) <= 2 iA ' (San l0 I= )  <= C ,~ II=~]. 
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En regroupant (28) et (29), 

Al(oa~.) -< C@)[{xEK; u*(x) > A}[ 

=~ f ru+(z)" dA'(z) = p f o ~'p-IA'(~ d l  ~ c(.) f u*p(x) dx. 

Le fait que u+ELP(I) d6coule alors simplement de l'in6galit6 de Harnack. 
Fin de la preuve de (3)=,(2): Soit K homog~ne et FEHI(K). Puisque F(z)=  

-~(F(z)+F(zj)+~(F(z)--F(z)), on volt que l'on peut supposer IFI sym6trique. 
Par la proposition 4, il existe p >  1, u harmonique positive dans f2 telle que 

IFl<=u z' et u*ELP(K). Par la proposition 5 on a mame u+ELP(I) og ! est l'inter- 
valle double du plus petit intervalle contenant K. Donc F+E L~(I). Comme d'autre 

III 
part F+(x)<=C - si xoEK et x~I, il vient F+ELI(R) ce qui implique 

(X-Xo)" 
([91) que FEH~(R~_). 

4. D6monstration (abr6g6e) du th6or/~me 3 

Tout d'abord le th6or6me 4 est vrai pour les << domaines de Denjoy >> de R n+l, 
c'est-~-dire les domaines ~2 de la forme R " + I \ K  oll K est un compact de R" (voir 
[7]). II s'en suit que les propositions 1, 2, 3 admettent des versions n-dimensionnelles, 
et la d6monstration est la mSme. 

Le th6or6me 2 reste doric valable dans ce cadre. La seule diff6rence provient 
de la proposition 4. Si u est une fonction harmonique, il n'est pas vrai que [Vu[ ~ 

n--1 
est sous-harmonique dans R "+1 du moins si 0c< Pour obtenir un analogue 

n 
de la proposition 4, il nous faut donc faire usage de gradients d'ordre sup6rieur 
([4], [9]) d'ofi la pr6sence des transform6es de Riesz d'ordre sup6rieur darts l'6nonc6 
du th6or6me 3. Naturellement, plus 0~ et petit plus grand est l'ordre n6cessaire des 
gradients ce qui explique l'entier N(e) darts (i). Quant ~ la r6ciproque (ii) on re- 
marque que vu l'hypoth6se qualitative faite sur K, le paragraphe 2 reste valable 
pratiquement sans changement une fois que l'on a remarqu6 que les op6rateurs R ~ 
sont tous des op6rateurs de Calder6n--Zygmund [5]. 
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