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TOPOLOGIE FAIBLE SUR DES VARIETES DE BANACH.
APPLICATION AUX GEODESIQUES
DES VARIETES DE SOBOLEV

JEAN-PAUL PENOT

L’idée de munir d’une topologie faible certaines variétés de Banach, les
vari€tés fonctionnelles notamment, n’est pas nouvelle. L’importance de cette
topologie pour I’analyse non-linéaire (cf. J. L. Lions [12]) plaide en ce sens.
C’est a R. S. Palais que I’on doit d’avoir mis en lumiére dans son intervention
au Congrés de Nice [16] la clarification qu’apporterait I'introduction d’une
topologie faible dans les variétés fonctionnelles. Ainsi les ensembles intrin-
séquement bornés de K. Uhlenbeck [20] sont les parties relativement com-
pactes de la variété de Sobolev W%(x) pour la topologie faible introduite dans
cet article et on a ’analogue du théoréme classique: les sous-ensembles bornés
de W¥(x) pour sa métrique canonique sont les parties relativement compactes
pour la topologie faible. Bien entendu la topologie faible coincide avec la topo-
logie forte dans toute variété de dimension finie.

Il est facile de voir qu’on ne peut espérer transporter la topologie faible
usuelle des modeles au moyen des cartes canoniques de la variété W«(x) (ou
plus généralement d’une variété fonctionnelle #(x) ou n: P — M est une
submersion de base compacte). En effet I’'image d’une telle carte est I’ensemble
ZF (M, U) des sections de classe & d’un fibré vectoriel &: V — M a valeurs
dans un ouvert U de V et cet ensemble n’est pas ouvert dans ’espace de
Banach % (M, V) pour sa topologie faible. En effet, si U,, = & '(m) N U est
borné dans V,, = £'(m) pour tout m ¢ M ’ensemble % (M, U) ne peut con-
tenir une droite affine. De plus les changements de cartes qui sont de la forme
s—gosoug: U— V' est une application fibrée de U dans un autre fibré
vectoriel & = (V’, &/, M) ne sont pas continus pour les topologies faibles sur
F(M,V) et F(M, V"), pour une raison analogue.

La topologie faible ¢ d’un espace de Banach doit donc étre renforcée pour
remédier a ces inconvénients. Plusieurs solutions sont possibles (§ 1); celle
qui est adoptée ici est le choix de la topologie séquentielle ¢, associée a ¢. Un
autre choix (la topologie o, du § 1) est adopté par R. Graff [8]. L’observation
que les changements de cartes de W’ (z) sont continus pour g et ¢, a été com-
muniquée par J. Dowling et K. Uhlenbeck a R. Palais. U. Koschorke s’est
intéressé a des questions voisines [11].
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