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10. Quelques exemples d’opérateurs hypoelliptiques
d caractéristiques doubles

Par Susumu TANABE
Département de Mathématiques, Faculté des Sciences, Université de Tokyo

(Communicated by Kosaku Yosipa, M. J. A., Feb. 13, 1989)

§1. Enoncés des résultats. Le but de cet article est la démonstration
de ’hypoellipticité de I’opérateur qui est un opérateur perturbé d’un opé-
rateur non-hypoelliptique. Nous partons du résultat suivant.

Théoreme 1 (A. Gilioli, F. Tréves [1] et A. Menikoff [5]). Soit P(¢, x,
D,, D,) un opérateur de la forme:

(A): P=(D,—it*D)(D,+it*D,)+bt*'D,
ot k est un entier positif quelconque, (¢, x) € R*, D,=3/it, D,=d/i0z. b:
constante.

P est microlocalement hypoelliptique C= ainst qu’ hypoelliptique analy-
tique au voisinage de p={t, x,7,8); t=1t=0, é=1}e T*R* si et seulement
si:

be{2(k+DZ YU {2(k+DZ, +2}
(resp. &2(k+1)Z+1) pour k impair (rvesp. pair). Z,={0,1,2, ---}.

Notre résultat principal est le Théoréme suivant.

Theéoréme 2. (i) Soit P’ un opérateur de la forme: P'=ct**"D,, oo r
est un entier positif tel que 0K r<k.

(ii) Soit P’ un opérateur de la forme: P"=ct**"|D,**, ou r est un
entier positif tel que (k—1)/2<r<k.

Pour ces deux cas c est constante.

Soient les opérateurs (B) et (C) comme ci-dessous :

B): P4 P =(D,—it*D,)(D,+1t*D,)+bt*'D, +ct**"D,
©): P4+ P’=(D,—it*"D)(D,+1it*D,) +bt*-'D,+ct**"| D |
owt b=0 (resp. b=1) dans le cas ou k est impair (resp. pair).

Dans ces deux cas (B) et (C) sont hypoelliptiques C= et hypoelliptiques
analytiques au voisinage de I’origine si et seulement si ¢ n’est pas nul.

Remarque 1. V. V. Grushin [3] a trouvé le phénomeéne du rétablisse-
ment d’hypoellipticité (Théoréme 2, cas i, le cag ol k=1 et r=1), et K. H.
Kwon [4] a assuré ce phénomeéne dans le cas oll k=1 et » est un impair quel-
conque.

Remarque 2. On déduit de la démonstration ci-dessous que si k et r
sont impairs (resp. pairs), et b/2¢e {(k+1)Z, +1}U{k+1)Z,} (resp. € (k+1)
-Z+(1/2)) alors Théoréme 2 est également valable.

§2. DPréparation a la demonstration du Théoréme 2. Soit u(f, x) une
solution de P u(t, x)=0. On a la transformation de Fourier de ’opérateur
(B) par rapport a x;



