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51. Suites limite.priodiques et thdorie des nombres. VI

Par J.-L. IViAUCLAIRE
Institut de Mathmatiques Statistiques

(Communicated by Shokichi IYANAGA, M. J. A., April 13, 1981)

On conserve les notations des notes prcdentes de mme titre*).
Soit A une suite d’entiers positifs. I, &ant sa fonction caractr-

istique, on note M(I) (resp. _M(I), resp. M(I)) sa densit naturelle
(si elle existe), (resp. sa densit infrieure, resp. sa densit suprieure).
Aucune des densits M, M, _M ne dfinit une mesure, mais on doit k
R. C. Buck la construction d’une mesure sur N, obtenue de la faon
suivante ([2])" Soit -0 la classe des suites qui sont runions d’un nom-
bre fini de progressions arithmtiques, ou qui different d’une telle r-
union sur un ensemble fini. Si A e o, M(I) existe. A une suite S,
on associe ,(S)= lim inf M(IA), A e o, SA. La classe d’ensembles
mesurables dans N pour , est l’ensemble des S tels que ,(S)+,(S’)-I,
oh S’=N\S. Si S est,-mesurable, alors ,(S)=M(I). Une telle mesure
a l’avantage d’&re dfinie de faqon naturelle. Elle correspond cepen-
dant un cas trs particulier d’ensemble m-mesurable sur G, car on a
le rsultat suivant"

Theoreme. Soit IA la fonction caractgristique d’un ensemble A
,-mesurable. Alors, il existe un fermg F et un ouvert 0 de G, de fonc-
tions caractSristiques I et Io, tels que l’on air"

1) fo(I--I)dm=O"
2) Pour tout entier n e N, Io(n)_I(n)_I(n).
3) Io(n), IA(n), I(n) sont dans B, et gquivalentes dans _.
L’utilisation de , comme mesure sur N relive donc de la thorie de

l’intgrale de Stieltjes-Riemann sur G.
Preuve du theoreme. La fonction caractristique d’une progres-

sion arithm&ique induit sur G une fonction continue valeurs 0 ou 1,
c’est--dire une fonction caractristique d’ouvert compact. Si A et A
sont deux progressions arithm&iques sur N, on voit que I.,=IA+I
--I.I,. On en dduit que la fonction caractristique d’une runion
finie de progressions arithm&iques induit une fonction caractristique
d’ouvert compact sur G. Comme la fonction caractristique d’un point
est semi-continue suprieurement sur G, un lment C de -0, on as-
socie une fonction semi-continue suprieurement de la faon suivante"
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