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P Univalence d’une Fonction Holomorphe.
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(Comm. by T. YOSIE, M.LA.,, Dec. 12, 1936.)

1. Soit f(z) une fonction holomorphe dans un domaine simplement
connexe D, et désignons par ® l'image de D. Nous avons alors le

Théoreéme. Il faut et il suffit, pour que f(z) soit univalente dans
D, que

(1) f() >0 dans D,

(2) D soit aussi simplement comnexe,

(8) la frontiere de D corresponde & celle de D.

Si f(2) est univalente dans D, on voit sans peine que les propriétés
(1), (2) et (3) sont vérifiées.

Nous allons montrer que (1), (2) et (8) sont suffisantes. D’abord,
f(2) n’étant pas nulle dans D, nous avons un élément de la fonction
inverse f71(2) en tout point de ®. Ensuite, d’aprés (3), nous pouvons
prolonger analytiquement la fonction inverse f~(2) & l'intérieur de D.
Comme ® est simplement connexe, f(2) est uniforme dans ®, et n’a
pas de point singulier. f~(z) est donc holomorphe. Par conséquent
f(?) est univalente dans D.

Nous avons le corollaire suivant.

Corollaire. Si la fonction f(z) est holomorphe dans un domaine
limité par une courbe simple fermée de Jordan r et continue sur 7, st
lon a f'(2) 3 0 dans le domaine et si U'image de v est une courbe simple
fermée de Jordan, f(z) est univalente dans le domaine.

2. Du théoréme ci-dessus nous pouvons déduire immédiatement
comme corollaire quelques théorémes bien connus. Nous contenterons de
donner un exemple.

Lemme. Si la fonction f(z) est holomorphe dans le domaine D, et
st lon a Uinégalité

_ 2\
(@ a)f(z)_f(a));o (@eD),
nous avons inégalité
f(@) > f(a) (%a).
En effet, si 'on a I'égalité
f®)=1(a) (bxa)),

nous avons la relation

-0 SO =2t (ntpeh) @z

p(z—Db) étant une série telle que

1) La notation R(z) représente la partie réelle de z.



