
90 [Vol. 14,

2. Sur la projection d’un ensemble plan G.
Par Kinjiro KUNUGUI.

L’Institut Mthrrtique, l’Universit Impriale de Hokkaido.

(Comm. by S. KAKEYA, M.LA., March 12, 1938.)

On sait que tout ensemble analytique linaire est une projection
d’un ensemble plan borelien (plus prcisment, d’un ensemble plan G).
I1 serait done naturel se demander quelle est la condition pour que
cette projection soit un ensemble borelien. M.N. Lusin a dmontr
que) la projection uniforme) d’un ensemble plan borelien est aussi un
ensemble borelien. Tandis que M.E. Szpilrajn a pos un problme,3)

qui concerne la gnralisation de ce thorme devenu dj classique"
Soit M un ensemble plan G dont toutes les intersections avec les droites
parallles l’axe OY sont des ensembles ferma La projection de M
est-elle toujours un ensemble borelien ?

Or, nous allons y donner une rponse affirmative. Notamment nous
dmontrons le thorme suivant

Thorme. M tant un ensemble plan, dsignons par F(M) l’ensem-
ble de tousles points (x, O) ayant la propridtd" la droite parallle d
l’axe 0 Y, passant par le point (x, 0), coupe l’ensemble Men un ensem-
ble fermd non vide. Si M est un ensemble plan G, F(M) est un com-
pldmentaire analytique.

Dmonstration. 1. Soit N l’ensemble de tous les nombres irra-
tionnels entre 0 et 1, et considrons l’espace 2, la famille de tous les
sous-ensembles ferms non rides de N. La distance entre deux l-
ments A, B de 2 est dfinie d’aprs la formule de M.F. Hausdorff.
Dsignons par 8, (m--1, 2, 3, ) l’intervalle de Baire d’ordre 1.
Nous rangeons les systmes d’un nombre fini de ces intervalles en une suite
d6termin6e 8*, (n= 1, 2, 3, ). Supposons qu’on a d6fini d6j la suite
k- 1-ple *t,2 _, des syst6mes d’un hombre fini des intervalles de
Baire d’ordre k-1. Nous disons qu’un systme des intervalles d’ordre
k est un successeur de ., si tous les intervalles de celui-ci2 k-1
sont contenus dans un des intervalles de celui-l, et si chacun des inter-
valles de celui-l contient au moins un intervalle de celui-ci. Nous
rangeons tousles systmes-succeseurs de *r2

_
en une suite infinie,

et les-dsignons par

* (n= 1, 2, 3, ...)1’ n2 k

1) N. Lusin, Sur la classification de M. Baire, C.R. de Paris, t. 164 (1917) p. 93;
Sur les ensembles analytiques, Fund. Matb_ t. X (1927)p. 59; Lemons sur les en-
sembles analytiques Paris, (1930) p. 166.

2) Soit M un ensemble situ dans le plan OXY. Nous disons que la projection
de M sur raxe OX est uniforme, si route droite parallle l’axe OY a au plus un
point commun avec M.

3) Fund. Math. t. 24, p. 324, Problme 61.
4) Cf. p. ex. F. Hausdorff. Mengenlehre, Berlin u. Leipzig, 1927 et 1935, p. 146;

C. Kuratowski, Topologie, Warszawa-Lwow, 1933, p. 89.


