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Eine n-reihige quadratische Matrix im Korper der komplexen
Zahlen heisst normal, wenn sie mit ihrer adjungierten vertauschbar
ist. In dieser kleinen Note wollen wir einen Beweis des wohlbe-
kannten Toeplitzschen Satzes® iiber die normale Matrix geben, der
lautet :

Eine Matrix A ist dann und nur dann mit Hilfe einer unitiren
Matrix auf die Diagonalform transformierbar, wenn sie normal ist.

Eine Matrix A, die sich mit Hilfe einer unitiren Matrix auf die
Diagonalform transformieren lisst, ist ersichtlich normal. Es gilt das
Umgekehrte zu beweisen.

Da bekanntlich®? das Minimalpolynom m(zx) von A dann und nur
dann lauter von einander verschiedene Wurzeln hat, wenn A auf die
Diagonalform transformierbar ist, zeigen wir zunichst, dass das Mini-
malpolynom von normaler Matrix keine mehrfache Wurzel hat.

Es sei A eine n-reihige normale Matrix, ¢ ein Vektor des n-dimen-
sionalen Vektor-raumes V.

Hilfssatz 1. Aus Ax=0 folgt A*5=0.

Beweis. (A*x, A*p)=(x, AA*g)=(x, A*Ax)=(Ag, Ax). Daher gilt
A*y=0.

Hilfssatz 2. Ist A*=0, so ist A=0.

Beweis. Da fiir alle Vektoren r stets A% =0 ist, erhalten wir
nach dem Hilfssatz 1 A*Ax=0. Folglich fir alle g gilt (Ax, Ar)=0,
d.h. A=0.

Hilfssatz 3. Das Minimalpolynom m(x) von A hat keine mehr-
fache Wurzel.

Beweis. Wenn a eine Wurzel von m(x) ist, so ist m(x)=(x— a)*h(x).
Wire k>1, setze man my(x)=(x—a)*h(x). Dann ist offenbar

m(x)| ((m(x))* mithin gilt (mi(A4))’=0. Da my(4) ersichtlich normal

ist, so folgt aus dem Hilfssatz 2 m,;(A)=0. Dies ist aber unmoglich,
denn my(x) hat einen kleineren Grad als das Minimalpolynom m(x) von
A, w.z.b. w.

Es bleibt bloss noch zu zeigen, dass A mit Hilfe einer unitdiren
Matrix auf die Diagonalform transformierbar ist. Dies ergibt sich aus
dem folgenden

Hilfssatz 4. Wenn 2, ¢ zwei verschiedene Eigenwerte von A sind,
so sind die zwet zu A bzw. ¢ gehiorigen Eigenvektoren unitir orthogonal.
D.h. aus Ax=12g, Ay=py und 2 X ¢ folgt (t, v)=0.
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