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MINORATIONS DE SOMMES D’EXPONENTIELLES

PHILIPPE MICHEL

1. Introduction. Soit f(X) € Q(X) une fraction rationnelle, on la suppose
normalisée de sorte que f = P/Q, P et Q des polyndmes premiers entre eux, dont
les coefficients sont entiers et premiers entre eux. On considére la famille de
sommes d’exponentielles Sy définie par (en notant e,(.) = exp(2in./n))

Smm) = Y emP(x)0M) = Y ealmf(x) (mm) =1,

xeZ/nZ xeZ/nZ

@wm=1 @wm=1
Comme de coutume /i (mod n) est I'inverse de m modulo n (mm = 1 (modn)).
Comme on le sait, de nombreux problémes de théorie des nombre nécessitent de
savoir majorer non trivialement la somme Sy(m;n). Pour ce faire, un dévissage
facile nous raméne au cas crucial ol n = p est un nombre premier. Depuis Weil
et la démontration de 'hypothése de Riemann pour les courbes sur les corps
finis, on sait que pour p assez grand, on a la majoration

|7 (m; p)| < kep'7,

avec ky = max(degP,degQ) + #{racines distinctes de Q} —1 (voir [D2]). La
question de savoir si cette majoration est optimale quand I'un des deux para-
métres m ou p varie est donc trés naturelle. Le cas ou p est fixé et ou m décrit F,
est assez bien compris depuis les travaux de Deligne et de Katz. (Voir [Ka3]
pour une discussion trés claire a ce propos.) En effet, pour les fractions f décrites
ci-dessous, on peut donner une mesure explicite 4 sur [—1, 1] telle que quand
p— +oo la famille des sommes normalisées {S;(m;p)/krp"/?},_, _, 1 devient
équidistribuée relativement a u,. En revanche, quand m est fixé (disons m = 1),
peu de choses sont connues sur la distribution des sommes {Ss(1;p)/ksp*/ 2}p
quand p décrit I’ensemble des nombres premiers. On s’attend cependant a ce que
les sommes soient également équidistribuées relativement a y,. Citons deux cas
connus d’équirépartition. Celui du mondme f(x) = x3, Heath-Brown et Patter-
son [HBP] ont montré que pour p décrivant I'ensemble des nombres premiers
=1mod 3, les angles 6, définis par cos 6, = Ss(1;p)/2p'/? sont équirépartis
relativement a la mesure uniforme sur [—x,7]. Plus récemment la preuve par
Duke, Friedlander et Iwaniec [DFI] que les rationnels { +v/p},.» définis mod-
ulo 1 par I’équation v? + 1 = 0 (mod p) sont équirépartis modulo 1. Observons
que la preuve de ces deux théorémes nécessite d’employer la pleine force de la
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