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Abstract

In this paper, we extend the PG. Dixon and J. Esterle’s approach of E.A.
Michael problem to the class of complex, complete, metrizable m-pseudoconvex
algebras. We show that if discontinuous characters do exist on some complete,
metrizable m-pseudoconvex algebras, then every projective limit hﬁl(@p", Fp)nen #
(), where F,, : CPr+t — CPn is entire, p,, € N*. We construct, also, a complete,
metrizable m-pseudoconvex algebras £ such that if there exist discontinuous
characters on some complete, metrizable m-pseudoconvex algebra there must
exist some on £.

L’objectif de ce travail est d’étendre l'approche de P.G. Dixon et J. Esterle
(82, §3 [2]), du probleme de E.A. Michael [3], & la classe d’algebres m-pseudo-
convexes métrisables completes (le corps de base est C). Ainsi nous construisons,
d’une part, une algebre m-pseudo-convexe métrisable complete £ telle que I'existence
d’un caractere non continu sur une algebre m-pseudo-convexe métrisable complete
implique que £ n’est pas a caracteres continus. D’autre part, nous montrons que
si la limite projective liin(@”", Fp)nen = 0, pour un certain systéme projectif (F, :
CPrtt — CPr),en+ de fonctions entieres ((pn)nen € N*). Alors toute algebre m-
pseudo-convexe métrisable complete est a caracteres continus.

Rappelons qu’'une algebre topologique A est dite m-pseudo-convexe métrisable, si
la topologie de A est définie par une suite (P,)nen+, o P, est une r,-semi-norme
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sous multiplicative (r, €]0,1], n € N*). C’est a dire que pour tout scalaire A
est tout couple (a,b) € A% P,(\a) = |N™P.(a), P.(a +b) < B,(a) + P,(b) et
P,(ab) < P,(a)P,(b). Pour r, = 1 (n € N*) on retrouve le cas m-convexe. Soit A et
B deux algebres m-pseudo-convexes métrisables, pour que F' soit continue il faut et
il suffit que pour toute r-semi-norme continue P sur B, il existe une r’-semi-norme
continue P’ sur A telle que, pour tout a € A, P(F(a))r < P’(a)%. Pour plus de
détails sur ces algebres voir [4] ou [6].

Désignons par £ la sous-algebre de I'algebre des séries formelles d’indéterminées non
commutatives (X, )nen+ définie par :

E={f= > foXV/ P/ Zlf( @ < oo (n € N}

(i)el

ot I = {(i) € Unen-N""} U {(0)}, (0) = 0, X©@ =1, |(0)] = 0 et pour (i) =
(i1, -ey im), |())] = m et XO = X; .. X; . 1l est clair que (£, (P,)nen+) est une
algebre m-pseudo-convexe métrisable complete et la suite (X, )nen+ est bornée. Re-
marquons que l'algebre (€, (P, )nen+) n'est pas localement convexe.

Théoréme. I) S’il existe un caractére non continu sur une algébre m-pseudo-
convexe métrisable compléte, non nécessairement commutative, alors il existe un
caractére non continu sur (€, (P,)nen+)-

II) S’il existe un systéeme projectif de fonctions entiéres (F,, : CPrtt — CP"),ene,
tel que la limite projective @(Cp",Fn)neN* = (. Alors toute algébre m-pseudo-
convexe métrisable compléte est a caractéeres continus.

Preuve. 1) Soit A une algebre m-pseudo-convexe métrisable compléte. Pour toute
suite bornée a = (@, )nen+ C A, notons par a(im) = q; ...a;, . Alors I'application :

d, : & — A

f=% foX" = fla Z fwa
(el
est bien définie. En effet, pour toute p-semi-norme (p €]0,1]) continue P sur A, soit
n un entier vérifiant n > max{i, sup {P(an,)}}. On a, pour tout J C I, fini :
meN*

1

P(Y fwa)m < (X |fwlPnl@hem < Zm [mnl@l = Py(f).
(1)eJ (i)eJ

Remarquons que @, est aussi un morphisme d’algebres. Si ¢ est un caractere non
continu sur A, alors il existe une suite bornée a = (ay,)nen+ telle que (¢(ay))nen= est
non bornée. Donc le caractere po®, est non borné sur (X, ),en+. Ainsi € n’est pas
a caracteres continus.

IT) Pour tout p € N*| soit I, = Upenil, ..., p}" ou {1,...,p}° = {(0)}. Le lemme
suivant permet d’étendre les techniques du (§3, [2]) au cas m-pseudo-convexe.
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Lemme. Soit &, et &,, p € N*, les deux sous-algeébres de I'algebre des séries
formelles d’indéterminées non commutatives X, ..., X, définies par :

E={f=> foXV/ P.f Z [folinl @ < 0o (n € N*)},
(1)elp i)elp

E={f= XV Pi(f)= > Ifaln™ < oo (neN}.
(1)elp (1)elp

Alors &, = &) et (&, (Pn)nen-) est isomorphe a (&, (F,)nen-)-

Preuve. Pour toute série formelle f = Z(i)e I f(i)X @,

M* =X fwnl®) <Zu1 Zu1w'—<ﬁ

(D)€lp i)Elp i)Elp

Donc &, C &,. Remarquons d’abord qu’on a :
1.1

DEIES

(W) elp 2p

RS e LD MRS SETC LD DO e

La convexité de la fonction réelle A — |A|", n € N*, permet d’avoir :

(gfp“[( ) <(z‘)61p2(2p>|( (2(2) ] fo |70 O1))
< E) ) ;(2129)|()|(2(2p)|( | fa il § | f)|((4pn)™ = Plipnyn (f) -
(iEp Elp

D'ott &, = &, et (&, (Pu)nen-) est isomorphe & (&, (P}, )nen-)-

Conséquences. (i) L'algebre (&, (P)nen+) est exactement 1'algebre introduite
dans (§3, [2]). Donc d’apres (Prop.3.1, [2]), tout caractere y de l'algebre &, est
continu, d’ott x( X fiy X)) = Z fiy(x(X®)). D’autre part, a toute fonction

(i)elp (i)elp
entiere f : CP — C; (21, ..., 2p) — > f(ir,..in) 21 ---2,F, on peut associer canon-
i1,e0sip) ENP
iquement 1’élément f = X S Xit X de &,

(i1,0-yip) ENP
(ii) Pour tout p € N*, &, est la sous-algebre fermée de (&, (P, )nen+) engendrée par
Xi,...,X,. Ainsi pour toute algebre m-pseudo-convexe métrisable complete A et
toute suite finie a = (ay,...,a,) € AP, on note par @, la restriction a &£, du mor-
phisme ®(q,,), v, Ol @y, = 0 pour tout entier m > p+1. Pour toute fonction entiere

f : C — C, posons f(a1,...,ap) = @a(f). Donc pour tout caractere y de A,
xo®, est un caractere de £,. D’ou

X(f(ah "'7ap>) = XOCpa(f> = f(X(a1)7 '“7X(ap>> :

D’autre part, il est clair que l'application : A? — A; (as,...,a,) — f(a1,...,a,) est
continue.
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Pour la suite nous procédons comme dans la preuve du (Theo.3.3, [2]). Soit
(F,, : CPrtt — CPr),cn+ une suite de fonctions entieres. Supposons qu'il existe
une algebre m-pseudo-convexe métrisable complete A possédant un caractere xy non
continu. Pour tout a = (ay, ..., a,) € AP, notons x,(a) = (x(a1), ..., x(a,)). L’espace
MP = Ker(x)? est dense dans AP. Soit E,, ’epace topologique produit AP» x M
ou M est muni de la topologie discrete, ¢ = 0, gny1 = p1 + ... + pn (n € N¥).
L’application :

On @ Enpr — Ep; (a,1,...,2q,,,) = (F(a) + (Zgug1, -0 Tgniy ) L1, -5 Tg,)

est continue, a image dense et FE, est un espace métrisable complet. Donc d’apres
le théoreme de Mittag-Leffler (voir : Chap.2, §3, n° 5, [1]), 'espace h;n(Em On)nen

est non vide. Soit (an, Vi)nens € Im(E,, O )nen € [1 AP X M. La définition
- neN*

de © montre que F,(an41) — an € MPr. Donc xp, (an) = Xp, (Frn(anst1)) qui est égal,
d’apres ce qui précede, a Iy (Xp, i1 (@nt1)). Dot (Xp,(an))nen- € Um(CP, F,)pen-.
Ce qui acheve la preuve du théoreme.

Remarque. 1) Soit G I’algebre topologique quotient £/F ou F est I'idéal fermé

des permutations de {1,...,n}. L’algébre m-pseudo-convexe métrisable complete
commutative G est I’analogue commutative de ’algebre £. C’est a dire, s’il existe
un caractere non continu sur une algebre m-pseudo-convexe métrisable complete
commutative, alors il existe un caractere non continu sur G.

2) Comme conséquence du théoreme s’il existe, pour un certain p € N*| une suite

de fonctions entieres (F,, : CP — CP),cn+ telle que N Fio...0F,(CP) = (. Alors
neN*
toute algebre m-pseudo-convexe métrisable complete est a caracteres continus.

Récemment, B. Stensones [5] a construit un tel systéme pour p = 3. Mais il parait
qu’il y a quelques doutes a propos d’une partie de la démonstration.
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