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Le probleme de Stefan, c’est-a-dire une modélisation mathématique simpli-
fiée de phénoménes de changement de phases, a été étudié par de nombreux
auteurs (cf. Oleinick [15], Kamenomostskaia [10], Rubinstein [16], Cannon-
Primicerio [5], Friedman [9] et leurs bibliographies). On sait que le probléme
de Stefan a plusieurs phases en dimension d’espace supérieure a 1, admet une
formulation faible comme inéquation variationnelle d’évolution de type dégénéré
(cf. Brézis [4], Damlamian [8]).

On entreprend ici I’étude de ce probléme dans le cas oui les conditions latérales
dépendant du temps, y compris la partie de la frontiére latérale correspondant a
la donnée de Dirichlet non homogene. Il s’agit alors d’un probléme nouveau
dont la résolution nécessite I’utilisation d’inéquations variationnelles plus généra-
les que dans Damlamian [6], et qui ont été introduites sous forme abstraite dans
Kenmochi-Nagai [13].

Pour fixer les idées considérons le probleme a deux phases dans un ouvert
borné régulier Q (on néglige comme d’habitude les variations de volume).

Une normalisation de la température 6 permet de ramener 2 §=0 la tem-
pérature de changement de phases, et chaque phase est alors incluse dans {# <0}
et {#=0} respectivement. ’

La formulation classique est alors la suivante: on cherche @ distribution de
température dans Q=(0, T)x Q2 et l'interface S (une hypersurface ‘‘réguliére”
dans Q) tels que

(i) dans Q—S, 0 vérifie une équation de la chaleur s’écrivant

o0 5~ 40 =1

(f terme de chauffage interne), ou p(6) est une fonction thermodynamique stricte-
ment positive (qui intégre la conductivité thermique et la chaleur massique,
toutes deux dépendant de la température);

(ii) sur l'interface S (qui est une surface libre) deux conditions soient satis-
faites: =0 et la condition de conservation de I’énergie

beos (¥, 1) — Z,-[%:lscos &, %) =0,
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ou b est la chaleur latente de changement de phase, constante strictement positive,
¥ est la normale & S dans Q et [ - ]s indique le saut a travers S dans le sens ¥;
(iii) en t=0 les conditions initiales sont

600, )=0, et SO)=SN{t=0}=S,

surface de séparation des phases dans Q avec la condition de compatibilité évidente
(i.e., 6,=0 sur S,, 6,<0 d’un coté, 8,20 de I’autre de S,);

(iv) les conditions latérales soient satisfaites: soit '=0Q et 2=(0, T)xI.
On suppose donnée une partie fermée réguliere X, de Z, et on note {t} xI'(?)
avec I'(t)cT sa section a I'instant t. Soit g une fonction réguliére sur Q (qui
représente un relévement dans Q de ses traces sur X). Les conditions s’écrivent
alors

0—-—g=0 sur %,

2@%)—+p(0—g)=0 sur ¥'=2%-2%,

ou #i est la normale unitaire extérieure 3 I' et p est une fonction non négative
bornée sur X (elle mesure la perméabilité thermique locale de la frontiére).

La formulation faible du probléme s’obtient en multipliant les équations par
une fonction-test ¢ de C'(Q) vérifiant ¢z, =0 et ¢(T, -)=0; tous calculs faits on
obtient (cf. Damlamian [7, 8]): Chercher u et v fonctions dans Q vérifiant

(2% yaxdt + (T a@, d)dt = ( fodxde + { u,p(0, -)dx
ot
Q 0 Q [}
avec v=P(u)—g et
a(v, ¢) = Sn Pv-V¢dx + g pvgdl’, V¢ = gradient de ¢ en x e RN,
r
ou B est la fonction lipschitzienne dont I'inverse est le graphe maximal monotone:
r— So p(s)ds + bH(r) (H fonction de Heaviside)
et u, est simplement
00(x)
w9 = {7 p(s)ds + brio,z0(0).
Le plan est le suivant:
Dans le premier paragraphe les hypothéses sont données et les résultats

principaux énoncés. Pour le paragraphe 2 I'outil principal d’inéquation varia-
tionnelle est introduit avec 'opérateur L, .  Puis on étudie les solutions approché-
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es (cas non linéaire non dégénéré) (paragraphe 3) et leur convergence (paragraphe
4). Au paragraphe 5 on démontre enfin 1'unicité des solutions approchées.
Certaines démonstrations compliquées sont mises en appendice (A, B, C et D).

Notations. Etant donné V espace de Banach (réel), on notera par |-|, la
norme dans ¥V, par V* son dual muni de la norme duale et par (-, ), la forme
de dualité entre V* et V. On utilisera les signes ‘“—” et ““— pour désigner
respectivement les convergences forte et faible.

1. Position du probléme ; énoncé des résultats

Soit 2 un ouvert borné de frontiére I' réguliere dans R¥ (N=2) et T un réel
positif. On note:

0=0,T)xQ, Z=(0,T) T,
H=1%Q), X=H\(Q), X,=H\Q).

On identifie H 4 son dual. Pour simplifier ’écriture on notera par |- |4 et |- ||
les normes dans L0, T; X*) et L%, T; X) et par (-, -) la forme de dualité
entre ces deux espaces.

Soit B une fonction réelle de la variable réelle, non décroissante, nulle en
zéro, lipschitzienne de constante de Lipschitz C, et vérifiant

0 < lim inf b0 ,

Irlme0 T
et p une fonction réelle mesurable sur X vérifiant 0<p=<C, p.p. sur Z, ou C,
et C, sont des constantes positives dont on suppose I’existence dans tout cet
article. Sur I' la mesure de surface (notée dI') est considerée ainsi que dZ=
drdt sur 2.

On se donne une famille {I'(f); 0<t<T} de sous-ensembles fermés de I
et on note

2, = \Ug<rer it} X I'(1);

on suppose qu’il est fermé dans X.
A cette famille on associe les espaces suivants:

X() ={zeX; zjr = 0 p.p.sur I'()}
et
W(Q) = {¢ € H'(Q); ¢|x =0 p.p.surZ, et (T, -) = 0 p.p.sur Q},

ou zj (resp. @) est la trace de z (resp. @) sur I' (resp. Z) et ¢(t, -) € H pour
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tout ¢ de [0, T, puisque W(Q) est considéré comme un sous-espace de C([0, T];
H).

DEFINITION 1.1.  On dit que u est une solution du probléme P(u,, f, g) pour
u, donné dans H, f et g dans L*0, T; H), si

(i) wu est faiblement continue de [0, T] a valeurs dans H avec u(0)=u,;
(ii) B)—geL*©, T; X) et PB(u(t))—g()e X(t) pour presque tout t de
[0, T1;

(i) — Sgu%dxdt + SQ P (B) — g)-F pdxds + S; p(B(w) — g)$dZ

= SQ fédxdt + gn u,$(0, -)dx

pour tout ¢ de W(Q), ou Vz=gradient de z en x=(x,, X5,..., Xy) de RV,

Dans tout cet article on fera I’hypothese géométrique suivante sur la famille
{r@®; 0st<T}:

HypoTHESE 1.1. Il existe un arc lipschitzien 0: [0, T]—-Diff. (2) tel que
0(0)=1I et I'(t)=0(t)(I'(0)) pour tout t de [0, T], ou I'(0) est un compact de I'
ayant une mesure superficielle positive et Diff. (Q) est Pespace des C!-difféo-
morphismes de Q sur lui-méme muni de la topologie usuelle.

Dans I’Appendice A nous donnons I’énoncé et la démonstration de deux
estimations essentielles, conséquences de ’Hypothese 1.1.
On a alors le théoréme suivant:

THEOREME 1.1. Sous les hypothéses précédentes, avec u, dans H, f dans

L%, T; H) et g dans W40, T; H), le probléme P(u,, f, g) admet une solu-
tion.

Pour montrer I’existence d’une solution de P(u,, f, g) on I’approche par une
famille de problémes P,(u,, f, g) (v 0):

DEFINITION 1.2.  On dit que u est une solution de P(u,, f, g), si u vérifie:

(i), ueC([0, T]; H) et u(0) = u,;
(ii), vu + p(u) — g€ L?(0, T; X) avec vu(t) + B(u(t)) — g(t)e X(t) p.p. te
[0, T];

Gii), — gcu%if-dxdz + SQ P(vu + B(u) — g)- P ddxdt

+ [, pOu + g - g)paz



Le probléme de Stefan avec conditions latérales variables 275

= SQ fodxdt + gn u,$(©, )dx, Yo eW(Q).

Nous montrerons l’existence d’une solution u, de P,(u,, f, g), puis celle
d’une suite {v,} décroissant vers zéro telle que u, converge vers une solution de

P(u,, f, 9).

Le probléme de I'unicité de la solution de P(u,, f, g) est encore ouvert, mais
sous une hypothése supplémentaire sur p, nous montrerons I'unicité de la solu-
tion de P (u,, f, 9).

2. L’opérateur L, ; perturbations L, -pseudomonotones
On introduit les notations suivantes:
Z = {ve L¥0, T; X); v(t)e X(¢) p.p. te [0, T]},
qui est un sous-espace fermé de L?(0, T; X), et
Z,={veZ; v (= (d/dt)v)e L¥0, T; X*)}

dont on sait qu’il est un sous-espace fermé de C([0, T]; H) (cf. Lions-Magenes
[14; Chapitre 1]). Pour u, dans H on pose

Z,(u,) = {veZ; Iv,eX, et 3C,eR tels que v,(0) — u, dans H,
v, — v dans & et |(v;, w)| < C,|w| pour tout weZ}.

Enfin on définit opérateur multivoque L, par son graphe dans L2(0, T; X) x
L0, T, X*):

ueZ(u,), u*e L>0, T; X*) et
.1) u*eL, uc=( — (W, u) = (u*, w) + (u,, w(0))g
pour tout we %, avec w(T) = 0.

L’opérateur L,, va jouer le role d’une formulation affaiblie de d/d¢, puisque les
fonctions-test sont seulement les éléments de %, nuls en t=T. Cet opérateur
conserve suffisamment des propriétés usuelles de d/d¢t comme le montrent la
proposition suivante, dont on trouvera la démonstration dans les Appendices
A et B. Remarquons que si u est-dans &), alors u’ € L,,yu.

PrROPOSITION 2.1. (i) Pour tout u, de H, L, est maximal monotone de
L0, T; X) dans L*0, T; X*) et son domaine D(L,) est inclus dans {u e C([0,
T1; H); u(0)=u,}.

(ii) Pour tout u, v,€ H, u*e L, u, v*eL,v, on a la formule d’intégration
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par parties:
(u(®), w()a — (u(s), U)n = St {@*(®), v(D)x + (V*(1), u(r)x}dz

pour tout 0Ss<t<T.

(ili) Soient u,eH, {u,,} =X(0) avec u,,—u, dans H. Pour tout u*e
L, u il existe deux suites {u,} et {u}} telles que u} €L,  u, u,e W0, T; H),
u,—u dans L*0, T; X) et dans C([0, T]; H) et u¥—u* dans L*0, T; X*).

(iv) Le graphe de L, (pour u,=0) est linéaire dans L*0, T; X)x L*(0,
T; X*).

(v) Le graphe de L, est une variété affine de L*(0, T; X)x L*0, T; X*)
de direction le graphe de L,.

ProPOSITION 2.2. Soient u, dans H et uyeL,u,(n=1,2,.). Si u,~u

dans L*(0, T; X) et si {u*} est bornée dans L*Q0, T; X*), alors u,—»u dans
L0, T; H).

DEMONSTRATION. On a XcHcX¥ et ces injections sont compactes.
D’aprés la définition de L, on a

T
(2, 2) = = [ @@, Drp@Mr, VzeX, ¥peo(© T;

donc u* =u, dans L?(0, T; X*). Le théoréme de compacité d’Aubin [2] montre
alors que {u,} est relativement compacte dans L*0, T; H) et donc u,—u dans
cet espace.

PrOPOSITION 2.3. Soient u, dans H, u dans & et u* dans L*(0, T; X*).
On suppose que pour tout w de &, avec w(T)=0

= (W', u) = (u*, w) + (45 w(0))g.
Alors u est dans % ((u,) et donc u*e L, u.

La proposition ci-dessus, dont la démonstration est donnée dans I’Appendice
A, montre que I'opérateur L, a pour domaine les éléments u de L%(0, T; X) tels
que 'application

W ((W', u)) + (um W(O))H
définie sur &', se prolonge (de maniére unique) par continuité a .

Nous utiliserons dans la démonstration du Théoréme 1.1 les perturbations
L, -pseudomonotones et le résultat suivant, conséquence de Brézis [3].

ProposITION 2.4. Soit P un opérateur de L*0, T; X) dans L*0, T; X*)
vérifiant:
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(1) P est partout défini et borné (i.e., envoie les bornés dans des bornés).

(2) P est coercif: «T’T’"v» — 00 si |Jv]| = 0.

(3) Si v,—v dans L*0, T; X) et v,—v dans L*O, T; H), alors Pv,—Pv
dans L0, T; X*) et

liminf,, , (Pv,, v,) = (Pv, v) .
Alors, pour tout u, de H, 'opérateur L, +P: D(L,)—L*0, T; X*) est surjectif.

DEMONSTRATION. La condition (3) et la Proposition 2.2 impliquent que P
est L, -pseudomonotone au sens de Brézis [3], c’est-a-dire que P vérifie la pro-
priété suivante: si v} € L, v,, v,—v dans L*0, T; X), {v}} est bornée dans L0,
T; X*) et si

lim sup,_, ., (Pv,, v, — v) £0,
alors Pv,— Pv dans L%(0, T; X*) et
lim,_, ,, (Pv,, v, — v) = 0.

Par suite, la conclusion de la Proposition 2.4 est conséquence de Brézis [3;
Théoreme 1].

3. Les problémes approchés

Soient u, dans H, f dans L*(0, T; H) et g dans W'-2(0, T; H)N\L*(, T; X).
Pour v>0 on définit B* de L?(0, T; X) dans L?(0, T; X*) par

(Bv, w) = SQ P(B"(v) — g)- Pwdxdt + S; PB(®) — g)wdz

pour tout v, w de L%(0, T; X), ou B*(r)=vr+p(r). Remarquons que (8)! est
une application croissante lipschitzienne de R dans lui-méme et nulle en zéro.
Par suite elle opeére sur L0, T; X)N\W' %0, T; H). Cette remarque et le
Lemme 3.1 ci-dessous permet de voir que u est une solution de P,(u,, f, g) si et
seulement si:

ue C([0, T]; H) N\ L¥0, T; X), u(0) = u,,
3.1) B*(u) — geZ et pour tout veZ', avec v(T) =0
= (v, u) + (B"u — f, v) = (45, v(0))g.

LemME 3.1 (cf. Damlamian [7]). Pour v donné dans %, il existe une
suite {v,} = W(Q)® telle que v,—v dans L*0, T; X) et v,—v' dans L?(0, T; X*).

*) Voir la définition de W(Q) au paragraphe 1.
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Notons h,=(B*)"log, C'est-a-dire h(t, x)=(B")"1(g(t, x)). Comme remar-
qué ci-dessus h, est dans L?(0, T; X)N\W'20, T; H) et on a:

ProPOSITION 3.1. Sous les hypothéses précédentes, u est une solution de
P(u,, f, g) si et seulement si v=u—h, appartient au domaine de L, avec v,=
u,—h,(0) et

= H,eL,p+B@+h).

DEMONSTRATION. Si f—h,—B"(v+h,)e L, v, alors on voit facilement que
u=v+h, satisfait a (3.1) et donc est une solution de P(u,, f, g). Réciproque-
ment, si u est une solution de P (u,, f, g), reécrivant (3.1) en terme de v=u—h, et
utilisant la Proposition 2.3 on voit que f—h,—B"(v+h,)e L, v.

On en déduit le:

THEOREME 3.1. Le probléeme P/(u,, f, g) admet une solution pour tout
v>0, u, dans H, f dans L*0, T; H) et g dans L*(0, T; X)N\W'%(0, T; H).

DEMONSTRATION. Soit Pv=B*(v+h,). Il est alors aisé de vérifier que P
satisfait aux hypothéses de la Proposition 2.4 (cf. Appendice D), d’out le résultat.

Nous allons établir une estimation indépendante de v pour les solutions de
P(u,, f, g) (elle correspond, dans le cas X(¢) indépendant de ¢, a I’estimation de
I’énergie dans X(1)*).

LEMME 3.2. Sous les hypothéses précédentes et en notant j* la primitive
de B s’annulant en zéro, si v* e L, v, alors on a pour tout s, t de [0, T]:
Vo p

S:(v*(f) + hy(@), B*((7) + hy(7)) — g(z))xde

= {, 70 + o)z = {16 + h6)ix + | @', 0@ + h@)ade

— ((®) + hy(®), g(O)a + ((s) + hy(s), 9()g-

DfMONSTRATION. Utilisant la Proposition 2.1, (iii), on peut trouver des
suites {v,,} dans X(0), {v,} dans ZNW'20, T; H) et {v}}<L*0, T; X*) avec
v¥eL, v, telles que

Vosn

v, — U, dans H,
v, — v dans L2(0, T; X) et dans C([0, T]; H),
v} — v* dans L?(0, T; X*).

De plus on a: pour tout we % et s, t de [0, T,
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({ or, wide = [{ wh, Wi

On a alors

[ @2+ K, B, + 1) - e

I

(vn + iy, B*(vs + hy) — g)ndt

s

S'—(% {7+ hydxde = ' @i + 1, g)ude
= Sﬂ {77 a0) + hy(1)) — j*(va(s) + h(sN}dx + (va(s) + h\(5), g(Nn
— @0 + h®, 9O + | (0", 0, + h)ude.

Passant a la limite en n, et utilisant la continuité de B sur H et sa continuité
faible sur X, on obtient le résultat.

ProrosITION 3.2. Soient u, dans H, f dans L*Q0, T; H) et g dans L*(0,
T; X) avec g’ € L%0, T; H). Alors il existe une constante C, dépendant de

[tolas | fL20, 13m0 19lL2c0,m;my €t 19" |L2¢0,7;m) 5

mais indépendante de v telle que

1B*(w) — gll = C, et |ullL=o,r;m = Co

pour toutes les solutions u de P (u,, f, g) avec 0<v<1.

DEMONSTRATION. On applique le Lemme 3.2 & f—h,—B*(v+h,)eL,v
avec v=u—h, et v,=u,—h,(0). On voit alors

[ rwox+ {1l 176w - ordx+ | plprw) - g2aride + @, o®ha

t t
=, 7)dx + @y 9O = . (@', e + | (£, W) - @adi.
Comme il existe des constantes a, b, a’, b’, positives indépendantes de v telles que
ark —b<j(r)Sar*+ b, YreR,

on en déduit que u est bornée dans L*(0, T; H), puis que B'(u)—g est bornée
dans £ indépendamment de v.
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4. Convergence des solutions approchées

On suppose désormais que u, appartient & H, f a L0, T; H) et g a W30,
T; H) seulement.

Pour chaque v de (0, 1] on choisit g, dans W:2(0, T; HYN\L*©, T; X) de
telle sorte que g, converge vers g dans W'-%(0, T; H) pour v tendant vers zéro.

Par le Théoréme 3.1 et la Proposition 3.2 le probleme P (u,, f, g,) admet
au moins une solution (notée u,) avec I’estimation suivante indépendante de v:

4.1 18*(u,) — g, = C,, luv|L°°(o,T;H) =C,

Soit alors {v,} une suite tendant vers zéro telle que u, converge faiblement
dans L, T; H) et p*~(u,)—g,, converge faiblement dans L?(0, T; X). Pour
simplifier les notations on écrira u,, g", g, pour u, , etc... On a donc, en notant
v,,=ﬁ”(u,,)—g,,,

u, — u dans L?(0, T; H)
et

v, = f*(u,) — g,— v dans L%, T; X).

11 est clair que u est dans L®(0, T; H) et que v est dans %
Le reste de ce paragraphe est consacré a la démonstration de la proposition
suivante qui démontre le Théoréme 1.1.

PROPOSITION 4.1.  Sous les hypothéses ci-dessus, la fonction u est une
solution du probléme P(u,, f, 9).

On considére la suite {u¥=f—B'~u,} dans L%, T; X*). D’aprés (4.1),
{u}} est bornée dans cet espace. Par ailleurs

(w0, WOV = (0, WD = | {@EE), WD + W), wy(xde

pour O0<s, t<Tet pour weZ,.
D’apres un résultat de compacité démontré dans I’Appendice C on a:

LEMME 4.1.  |u,(8) — up(D)|x—0 uniformément en t dans [0, T] lorsque
n, m—oo.

Ce lemme implique en particulier que la limite faible ¥ de {u,} admet un
représentant (que nous noterons encore u) qui est faiblement continu de [0, T]
dans H, et qui vérifie u(0)=u,.

Dé¢s lors, puisque v, est dans &, on a pour presque tout ¢
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(Un(®) — (), 0,(1) — OW(D)xy = W) — U(t), V() — V(N>
d’out I'on a d’aprés (4.1) et le Lemme 4.1
T T
[ 1t = s 00 = )t < 2G,L ity = w172

et par suite

limm,n—’oo SZ (un = Uy Uy — vm)Hdt = 0.

On en déduit
L | (= hme Bt) = B nd)dlt = O,
donc
T
i | (b = s B = Bt = O

et enfin, puisque f est lipschitzienne,

ity . 18C) = B = 0.

Par conséquent, B(u,) converge fortement vers f(u) dans L?(0, T; H) (par maxi-
male monotonie de § dans L?(0, T; H)) ainsi que "(u,), et donc v=p(u)—g.

Il ne reste plus qu’a passer a la limite dans (iii),, de la Définition 1.2 du
probléme P, (u,, f, g,,) pour obtenir

= (L@ wmdr + PG - 9)-poaxdt + | p(ow) - g)paz
0 Q z

=S f¢dxdt+S 1,60, -)dx, Yo e W(Q),
Q n

C’est-a-dire que u est une solution de P(u,, f, g).

5. Unicité des solutions approchées

Dans ce paragraphe, outre I’'Hypothése 1.1, nous supposons que p est
lipschitzienne par rapport a (¢, x), i.e.,

(5-1) |P(t, X) - P(S, y)’ = C3{|t - SI + |x - yl}’ X, yera S, tG[O, T]

On notera

&1, 7) = %{Sn 7 2j2dx + Sr o, -)der}
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qui est le carré d’une norme équivalente a la norme de X. On notera A(f) I'ap-
plication de dualité de X(f) dans son dual X(¢)* associée a la norme (29(t, -))'/2.

LemMmE 5.1 (cf. Appendice A). Il existe une constante K, telle que pour
tout 0<s, t<Tet z dans X(s), il existe Z dans X(t) avec

lZ - z]H é Kllt - SIQ(S’ 2)1/2’
&(t, %) — B(s, z) < K|t — s|9(s, z).

La méthode utilisée ici pour démontrer 1’unicité est une généralisation de la
méthode de norme variable (cf. Damlamian [7]) au cas ou I’espace normé X(t)
dépend aussi de t. L’opérateur L, joue alors le role de la dérivée en ¢, mais la
démonstration des estimations est plus compliquée.

LemME 5.2. Soit u, dans H et u*eL,u. Notant U(t)=A()"'u(t),
0Zt<T,ona:

5.2 19, U®) - 065, U) = [ @0, Ut

< K, {0, U@) + u@lnd(z, V@) 2)de

pour 0<s<t=<T.

DEMONSTRATION. Remarquons que pour tout ¢ on a
(5.3) 29(2, U() = (AOU(Q), UD)xy = (), U®),
car u(t) appartient 3 H. De méme

W(t), 2)xq = W), 2)u, Yze X(1).
Utilisant la dualité de Young-Fenschel le supremum suivant
SuPzex({(U(), 2)u — (1, 2)} = sUP,ex() {(ADU(D), 2)xy — D, 2)}

est atteint en z=A(t)"1(A@)U@))=U(¥), d’our
54 o(t, U(D) — (u(®), U()p = min,xq) {D(t, 2) — (u(), 2)n} .

11 est clair que t—|U(?)|x, est bornée puisque cette norme est équivalente a
[u(t)| (s €t donc majorée par un multiple de |u(f)]g. On déduit donc de (5.3)
que t—>d(t, U(t)) est aussi bornée sur [0, T1].

Supposons d’abord: u e W-%(0, T; H) et u*=u’. Pour 0=<s, t<T, d’aprés
le Lemme 5.1 il existe z € X(?) tel que

|z = UG)lg = Kyt — s|9(s, U(s))'/?
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et
P(t, z) — (s, U(s)) = K|t — s|P(s, U(s))-
On a alors grice a (5.4)
&(t, U®) — (u(®), UMW)y = 21, 2) — (u(), 2)u
< O(s, U(s)) — (u(s), UE)g + (u(s) — u(®), U(S)x
+ (®), U(s) — 2)g + &1, 2) — B(s, U(s))-
Utilisant (5.3) on obtient:
P(s, U(s)) — o(t, U®) — (u(s) — u(®), U
< Kylt = s|{®(s, U()) + [u(@®)|a®(s, U(s)'/?}.

Ecrivant la méme relation en échangeant s et #, on obtient facilement que t—
@(t, U(t)) est absolument continue sur [0, T]. Par suite,

%di(t, u@®) — @'®, U®)xq

= K {21, U®) + [u(®)]a®(, U@)'/2}

presque partout en t. Intégrant cette inégalité on obtient (5.2) dans le cas ou
u*=u'.

Dans le cas général, on utilise les propriétés d’approximation de ’opérateur
L,, (cf. Proposition 2.1): on trouve des suites {u,} et {uy} avec uy €L, o,
telles que u, € L%(0, T; H),

u, — u dans C([0, T]; H) N\ L*0, T; X),
u¥ — u* dans -L2(0, T; X*)
et
(u¥, w) = (u,, w), Ywex.

On a donc pour 0<s<t<T, avec des notations évidentes:
|2, U@ - 865, Uy(s) = [ @t U

= Klgt {¢( ] Un) + IuanQ( *s Un)llz}dr'

Le passage a la limite est facile, car U,(t)— U(z) dans X(7) pour tout 7 en restant
borné, et donc &(z, U,(t)) tend vers &(t, U(t)) pour tout 7 en restant borné.
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Ceci achéve la démonstration du Lemme 5.2.

THEOREME 5.1. Soient v>0,u,eH, feL*0, T; H) et ge W30, T; H)
NL*0, T; X). Alors la solution de P (u,, f, g) est unique. Plus précisément,
il existe une fonction réelle bornée sur [0, T] p (dépendant de v) telle que pour
u,, f, g (resp. i,, f, g) donnés comme précédemment, les solutions u (resp. ii) de

PJ(u,, f, g) (resp. P\(il,, f, 9)) vérifient:
e POP(t, AW)'(u(t) — (1)) — e P (s, A(s) (u(s) — u(s)))

< [\ 0@ - 7@, 40w — F@)ads

pour tout 0<s<t<T.
DEMONSTRATION. On note h,=(f")"1og, et on a d’aprés la Proposition 3.1
f—f—Bu-Bu)eL, ;u—i).

On applique alors le Lemme 5.2 a cet élément du graphe de L, _;,, ce qui donne,
en notant U(t)=A(t)"(u(t) —u (),

45(1, U(t)) - (D(s, U(S))
<( ¢=7 vute = [ Bw - p@), u - Duee
+ K, {00, 1) + u = 6140, U)'2)de

gﬁu—ﬁuhm+K(1+%ﬂxq3wm,

car (B*(u(z))— B(ii(7)), u(r)—i(z))g = viu(r) — i(7)|%) pour tout = de [0, T]. D’ou
le résultat avec p(f)=K,(1+(1/4v))t.

Appendice A

Nous donnons ici les conséquences essentielles de I"'Hypothése 1.1 utilisée
dans cet article.

Rappelons que 6: [0, T]— Diff. (Q) est un arc lipschitzien tel que 6(0)=1 et
I()=0(t) (I'(0)) pour tout ¢t de [0, T].

On notera 8§ le C'-difféomorphisme inverse de 6, c’est-a-dire que 8(f) (I'(¢))
=I(0). On a donc par hypothése avec une constante C positive

I%@ﬂgq %@ﬂ@q]%%@WFQ]%%QWéC
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pour presque tout ¢ de [0, T] et tout x € 2, ol Jy(t, -) est la matrice jacobienne
du difféomorphisme 6(¢).

ProrosITION A.1. Il existe une constante K ayant la propriété suivante:
pour tout s, t de [0, T] et z de X(s) il existe Z de X(t) tel que

12 — z|lg = K|t — 5] [zlx
et

21k — 121§ = Klt — sl |z}

DEMONSTRATION. La démonstration consiste en la construction de trajec-
toires z(f) a partir desquelles on obtiendra Z pour z, s et ¢t donnés (cf. Yamada

[7m.

Pour z, dans X(0) on note z(t, x)=z,(8(t, x)) qui appartient bien & X(¢).

1%r¢ estimation: z est définie presque partout en x et pour tout t. On
vérifie aisément (pour z, réguliére d’abord, puis dans le cas général) que

o0
L 0, %) = 72,06, %) 2 %),
d’ol avec I’hypothese sur 0
2
S L) 'ax s c,,S I 2,(x)|%dx
al Ot 9

(la notation C, indiquera une constante générique ne dépendant que de 6), d’olt
par intégration

(a.1) |2(1) = z(s)|lg < Colt — sl|z,lx-
2¢me estimation: Comme précédemment on a
Pz(t, x) = Jit, x)-Vz,0(t, x)),
d’ou
17zl — 1P z(s)l&

= (. Watt, 072,00, 0Pz = | Vats, %)- 72006, )Pdx
= {_ 1at 606, 907200t DIy = 17, 605, 3)- P2, 0P, iy
= [ 1att, 8t 907200006t 901 = Vs, 9)dy

+ {100, 8t )7 2,001 = Vals, 665, )+ P20} o, Dy



286 Alain DAMLAMIAN et Nobuyuki KENMOCHI

Par hypothése on peut majorer les deux derniers termes du membre de droite
pour obtenir |Fz()k— |7V z(s)|4k S Colt—5| |V z,lk, et de méme [z(D)|F—|z(s)|Ek =
Colt—s||z,/%. On a donc

(a.2) [z — 12()I% < Colt — sl1z,/3-

Pour démontrer la Proposition A.1 pour z dans X(s) donné, il suffit d’ap-
pliquer (a.1) et (a.2) & z,=z((s, -)) et de prendre Z=2z,(8(t, -)), en remarquant
que |z(t)|y reste uniformément équivalente a |z,|y. De plus sous I’hypothése
(5.1) le Lemme 5.1 peut aussi étre démontré de la méme maniere.

Donnons enfin la démonstration de la Proposition 2.3.

PrROPOSITION A.2. Soient u,eH,ue%,u*eL*0, T; X*). On suppose
que pour tout we %, avec w(T)=0

@.3) — (W', u) = (u*, W) + (o WOy
Alors u*eL, u.

DEMONSTRATION. La démonstration est basée sur I'utilisation des difféo-
morphismes 6: on pose #(t, x)=u(t, 6(t, x)) et on a & e L*0, T; X(0)).

Soit ¢ dans L%, T; X(0)) avec ¢’ dans L2(0, T; H) et ¢(0)=¢(T)=0.
Posons w(t, x)=¢(t, 8(t, x)). On voit alors par un calcul semblable aux précé-
dents que w est un élément de &', avec w(0)=w(T)=0 et (a.3) s’écrit:

= {1 G ) + 7606, 050,00, D} Didxds = u, w).
Par suite
. 0¢
’SQ uIJBI—Et—dth b COIlSt.l(NLz(o,T;x(o))

(puisque [w| est majorée par |P|.2(0,7;x(0y). Par suite, (d/dt)(#|J,|) e L*(0, T;
X(0)*) ainsi que #’. On peut donc trouver une suite {#,} de L2(0, T; X(0))
convergente vers # dans cet espace, avec i, € L0, T; H), #,—#' dans L%, T;
X(0)*) et 4,(0)—~4(0) dans H. Il ne reste plus qu’a transcrire ces convergences
en termes de u,(t, x)=#,(t, 0(t, x)) pour en déduire que

w1 = | [ (% + 7ty G ) biontanct

(a.4) : < const. [@]r20,1;x(0y)
=< const. ||w]|.

Puisque tous les éléments de & sont approchés par telles fonctions w dans &,
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(a.4) est vraie pour tout we &, de sorte que u est dans Z';(u,) et u*e L, u.

Appendice B

Dans cet appendice nous donnons la démonstration de la Proposition 2.1.
Nous utilisons les mémes notations que dans le paragraphe 2.

On introduit d’abord une autre famille {M, ; u,e H} d’opérateurs multi-
voques de L0, T; X) dans L*(0, T; X*):

ueZ,u*eL?(0, T; X*) et

u*eM, u— 1
(v —u*,u—v) — ?lu,, —v(0)} £0, Yvex,.

Gréace a I'Hypothese 1.1 et ses conséquences (cf. Proposition A.1) on peut
appliquer les résultats de Kenmochi-Nagai [13].

PrOPOSITION B.1. Avec les notations précédentes et sous I’Hypothése 1.1,
les opérateurs M, vérifient: .

(1) Soit u,eH. Alors M, est maximal monotone de L*0, T; X) dans
L*0, T; X*). SiueD(M,), alors u est continue a valeurs dans H et u(0)=u,.

(2) Soient u, dans H,u*e M, u et {u,,} une suite dans X(0) telle que
U, ,—u, dans H. Alors il existe deux suites {u,} dans ZNW120, T; H) et
{u¥} dans L*(0, T; X*) telles que

un(0) = to,n,
u, — u dans L%, T; X) N\ C([0, T]; H),
u} — u* dans L0, T; X*)
et
(u®, w) = (us, w), Ywe.

Montrons alors que M, =L,_.

Soit en effet u*e M, u et {u,,}, {u,}, {u¥} comme dans (2) ci-dessus. On
voit alors aisément que u e % ,(u,) et un simple passage a la limite montre que
u*eL,u.

Réciproquement, soit u*e L, u et {u,} =%, une suite dont I’existence est
assurée par la définition de u € D(L,) telle que

u,(0) — u, dans H, u, —> u dans L*(0, T; X)
et
[(us, W)l < Clwl, Ywe,



288 Alain DAMLAMIAN et Nobuyuki KENMOCHI

ou C est une constante positive. Grice au théoréme de Hahn-Banach, il existe
une suite {u}} dans L*0, T; X*) vérifiant:

luxle < C et (ux, w) = (u;, w), Ywed.

On peut alors supposer que u¥ converge faiblement dans L2(0, T; X*) vers une
limite @#* (prendre éventuellement une sous-suite). Pour w dans &', avec w(T)=0
ona

= (W', u,) = (un, w) + (,(0), w(0)g = (u7, W) + (u,(0), W(0)x
et en passant a la limite,

- (v, u)) = ((17*, W)) + (uw w(0))y.

Comme u* € L, u, on a aussi
- ((W’, u)) = ((u*’ W)) + (uo’ W(O))H,

donc (u*, w)=(u*, w) pour w dans &, avec w(T)=0; puis par densité de {we
Z,; w(T)=0} dans &,

(b.1) (u*, w) = (a*, w), Ywez.
Par ailleurs, pour v dans ', on a

(0" = gy tty = 0) = T1,(0) — 2(O)N% = = 5 |n(T) = 0(Dl

d’ou, puisque u,—ve %,
(0" — u, = 0) = 3 1u,(0) — o(Off <0

et passant a la limite,
(v —a*, u—v) — -—|u v(0)4 <0

Enfin comme u —v est dans &, par (b.1) on a
(v — u* u—v) - l -v0)f <0

Donc u*e M, u.

Ceci démontre donc les parties (i) et (iii) de la Proposition 2.1. La partie
(ii) découle de (iii). En effet si u*e L, u, v*€ L, v, on approche u et v par des
suites comme dans (iii) et on a
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[}t vande + {1, uace = (' iy vace + (' 00, wete

= (un(t)’ vn(t))H - (u,,(s), U,,(S))H,

d’ou le résultat par passage a la limite. Les parties (iv) et (v) de la Proposition
2.1 sont facile a vérifier.

Appendice C

Nous donnons ici la démonstration du résultat de compacité énoncé dans le
Lemme 4.1. 1l s’agit d’une généralisation du lemme d’Aubin (cf. [2]), qui est
aussi a rapprocher des résultats de compacité de Kenmochi [12].

On suppose que {X(f); 0<t<T} est une famille de sous-espaces fermés de
X, H un espace de Hilbert, et que X(¢) est injecté de maniére compacte et dense
de H pour tout t. On suppose en outre (cf. Proposition A.1) que pour tout
0<s, t<Tet ze X(s) il existe Z de X(¢) tel que

|Z = z|lg = K[t = s| |zl

|21k — lzI% = Klt — sl |zI}.

LemME C.1. Pour tout R>0, il existe R;>0, ae L%0, T) non negative
et une famille & g dans W42(0, T; HYN\L®(0, T; X) tels que

Bx(0, R) © F(t) = Bx0, Ry), Yte[0, T]
avec F g()={v(t); ve Fy} et

l?it—ul S at) pp. te[0, T], Yve Fp,
H

ot Bx((0, R) est la boule de X(t) de rayon R centrée a l'origine.

L’existence de cette famille vérifiant les propriétés indiquées est une con-
séquence des résultats de Attouch-Damlamian [1] ou Kenmochi [11] concernant
les problemes de Cauchy suivants dans ’espace de Hilbert H:

—{:% + o(r, u)30, u(0)=u, (donné dans H),

ol Y(t, 2) = |z]%/2 si ze X(t,1 1) et = oo sinon.
Remarquons que les familles & sont relativement compactes dans L2(0, T;
H) grace au Théoreme d’Ascoli.

ProposITION C.1.  Soit {(u,, uf)} <& x L*0, T; X*) une suite telle que
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{u,} =C([0, T1; H), {u*} est bornée dans L*0, T; X*) et pour tout 0Ss<t<T
etveZ,

@D [ owte + [ @) e = @0, 901 — @O, A

Si de plus u, converge vers u faiblement dans L*0, T; H), alors
[u(t) — u(®)|xqy — 0 uniformément en te[0, T].

DEMONSTRATION. On se raméne, pour simplifier, 2 u=0. Soit M un majo-
rant commun 2 [u,|r2c0.7;m) 145 |L200,7;x% €t [VlL=(0,;x) POUr tout v dans &F ;.

Pour 0<d<1, soit p; dans C!(R), 0=p;=1, ps(t)=1 pour =0, ps(r)=0
pour 7296, et A;={ps(- —1t,); t,€[0, T1}. 1l est alors aisé de voir que pour ¢
fixé, Pensemble {p'v; pe A;, ve F 4} est relativement compact dans L2(0, T; H).
Par convergence faible de {u,} vers 0 dans L%(0, T; H), étant donné &>0, il
existe n(e, 0) tel que

'SZ (p'v, u)gdt| <&, Yn = n(e 9), Yped,, YveF,.
D’apres (c.1) on voit alors
w0, PONO = W), P = | (o), s + | (ut, po)ed.
Choisissant alors p(t)=ps(t—s) et t=s+3, on a

— ) o6 =, (il = (), Do

+ (7 s = 9w @, w@te + 77 @t pute - .
Pour n=n(e, d) la premiere intégrale du membre de droite, qui estST (p5(t—9s)v(7),
u,(1))gdr, est majorée par &. Les deux derniéres intégrales sont mgjorées respec-
tivement par M <SS+6 oc(t)zdt)ll2 et par M261/2, On peut donc choisir d(e) tel
que ’
I(un(s), o()al = 26, Yn z n(e, 3(e), YO < s < T~ 5(e)-

Cette majoration est indépendante de v dans &,. Comme £ ,(s) contient la
boule unité de X(s) on en déduit que pour un petit 5,>0,

[,()|x¢sy» — O uniformément en s de [0, T — §,].

De méme on obtient:
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[t,(8)] x(sys — O uniformément en s de [4,, T],

ce qui achéve la démonstration.

Appendice D

Soit o« une fonction réelle de la variable réelle, croissante, nulle en zéro et
bi-lipschitzienne. Soit p la méme fonction sur X du paragraphe 1 et g € L*(0, T;
X). On définit alors P: L?(0, T; X)—L?(0, T; X*) par

(Pv, w) = SQ P (a(v) — g)-pwdxdt + gz pla(v) — g)wdX

pour v, we L%0, T; X).
On va montrer la:

ProrosiTION D.1. (1) P est borné.
(2) Si u,—»u dans L0, T; H) et u,—~u dans L*0, T; X), alors Pu,—Pu
dans L*0, T; X*) et
liminf, o, (Puy, u,) 2 (Pu, u).
(3) P est coercif: (Pu, u)/||ul|—oco si ||jul|—oo.

(1) est évident. (2) et (3) découlent immédiatement des lemmes suivants:

Lemme D.1. Si u,—u dans L*0, T; H) et u,—~u dans L*0, T, X), alors
o(u,)—a(u) dans L0, T; X) et

d.1) lim inf, ., SQ Va(u,)- Pudxdt > SQ P a(u)- Pudxdt,
d.2) liminf,_, Sz pa(uu,dz = Sz pou(u)udZ.
DEMONSTRATION. La fonction ¢ sur R définie par
o(t) = g; JE®dr, VteR,
est évidemment lipschitzienne et vérifie:
SQ Pa(z)-Vzdx = Sn lro(z)|2dx, YzeX.

Maintenant, si u,—~u dans L?(0, T; H) et u,—~u dans L0, T; X), alors o«(u,)—
o(u) dans L?(0, T; X) ainsi que o(u,)—o(u). On obtient donc
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lim inf, ., SQ P o(u,)|?dxdt > S |7 o(u)|2dxdt,
Q

d’ou (d.1). L’inégalité (d.2) est immédiatement découlée de

et

SE pla(u,) — a(u,,))(u, — u,)dZ = 0.

LeMME D.2. On a pour tout ue L*0, T; X)

SQ Va(u)- gudxdt = ¢, SQ P ul2dxdt

[, patwudz 2 c,,g pluldz,
X

ou c, est la constante de Lipschitz de 'inverse de o.

DEMONSTRATION. Comme o est bi-lipschitzienne et «(0)=0, on voit que

()] Z colul, [Fa)l 2 c lpul,

d’ou le résultat.
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