ILLINOIS JOURNAL OF MATHEMATICS
Volume 40, Number 3, Fall 1996

COMPARAISON DE NORMES POUR LES POLYNOMES
HOMOGENES EN PLUSIEURS VARIABLES

EPHREM RAZAFIMANANTSOA

Résumé

Dans [3], E. Bombieri et al établissent une inégalité portant sur les produits de
polyndmes homogenes en plusieurs variables. Ils déterminent la meilleure constante
indépendante du nombre de variables qui vérifie une minoration du type [P Q] > C
[P][Q]. Nous obtenons la‘meilleure constante indépendante du nombre de variables
lorsque P et Q sont égaux. L’ inégalité est stricte dés que le degré est supérieur ou égal
a deux. Nous améliorons alors la constante en introduisant le nombre de variables.
Nous appliquons ces résultats a une représentation intégrale de la norme de Bombieri;
nous en déduisons une amélioration des inégalités connues entre les normes L2 et L*
d’un polyndme a plusieurs variables.

1. Minoration de la norme de P2

Soit P un polyndme homogene a N variables et coefficients complexes de degré m.

Pour chaque indice iy, ..., iy, 1 <ij < N,...,1 <i, < N, nous definissons
1 amP
Ciyoig = =7 -
et T m) a9,

Par la formule de Taylor nous obtenons I’écriture symétrique du polyndme P (voir

(31, [4], [5D:

P = E Cityeosi Xiy "+ * Ky
1

N 172
[P]=( > i im|2) :

i1yeenrim=1

Nous notons par [-, -] le produit scalaire hermitien associé a cette norme.
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Soit (e;, ® - - - ® €;,);,,....i, 1a base canonique, écrite dans I’ordre lexicographique,
de C¥Y ® --- ® CN en tant qu’espace vectoriel sur C. Soit Q un autre polynéme
[
k—fois
homogene a N variables et a coefficients complexes de degré n. On suppose n > m
et on pose d = n — m. On définit alors 1’opérateur Hy (P, Q), pour 0 < k < m, par

H(P, Q) :C"®...®@CN —- C"®...@CV

N
eil ® e ® eik (J1yenns Ja+k=1 [Pi| ..... ixs Q]] ,,,,, jd+k] ej| ® e ® ejk

ou P;, _; estle polynome

.....

Smobl PP _ 5
m! 3x,~, ce axik Tk lyeeesim=1

On note encore H(P, Q) la matrice de cet opérateur. C’est une matrice de taille
Nk x Nd+k.

THEOREME 1. Ona

,_ minl I~ (m n )
(POP = o > (k)(m_k)nHk(P, Dl

k=0

on || Allgs = [tr(A"A)]'/? est la norme de Hilbert-Schmidt d’un opérateur A.

Démonstration. Ladémonstrationn’estqu’une simple introductiondes Hy (P, Q)
dans I’identité initialement établie par Bombieri et al dans [3], et redémontrée, sous
forme plus précise, par d’autres auteurs (B. Beauzamy et J. Dégot dans [4], B. Reznick
dans [9]).

SoientU = (uy,...,upy)etV = (vy,...,v,). Onditque (U, V) forme un shuffle

de type (m, n) si {uy,...,um, vi,...,V,} est une permutation de {1,...,m + n}
telle que u; < -+ < upy et vy < --- < v,. On note par sh(m, n) I’ensemble des
shuffles de type (m,n). Son cardinal est |sh(m, n)| = ('”m+;‘,)' D’apres [5], on a
I’identité

N 2
§ : Clynyriw dlwlvnv'

lw=1

2 min! \? N al
208 = (G5) o D

WU, V),(U'V)eshim,n) lyngr=1lypyr=1

ol ly désigne (Iy,, ..., ly,) et W = U N V’. Ceci peut encore s’écrire

NG N N
ror =) Y Y Y [P Gl

WU,V),(WU'V)esh(m,n) lyngr=1lyny =1
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Pour chaque shuffle (U, V), il existe (7)(," ) shuffles (U’, V') tels que [UNU’| = k.
D’ot, en faisant varier k de 0 & m, on déduit que

por = LSS Y S i 0l
(m + n)' paard Llyeeny iy Jlseees Jd+k

iyenik=1j1,0 jark=1

m'n! m —
T mta)! g ( )( )fr(Hk(P Q)'Hi(P, 0))

n! m
= Z( )( )qu(P O)l%s

k=0

COROLLAIRE 2 (INEGALITE DE BOMBIERI [2]). Ona

(PO > (”’+ 57 [P P,

avec égalité si et seulement si H,_1(P, Q) est l’opérateur identiquement nul.

Démonstration. On remarque que

N N
2
1Hn (P, Dls = Y. D |Pavinsr Qirrni]
iyensim=1j1, s jn=
N N

iyensim=1j1,cs jn=
= [PT[QT.

Et on obtient I'inégalité de Bombieri en appliquant le Théoréme 1. De plus on
a I’égalité si et seulement si pour tout 0 < k < m ’opérateur Hi(P, Q) est
identiquement nul. Or la nullité de H. (P, Q) entraine celle de Hy(P, Q) car

N
[Pi| ..... ik7 Qj] ,,,,, jd+k] = Zi_—_l[Ph ..... iki’ le ..... jd+ki]'

THEOREME 3. Si on pose Cp,, = z"zln—”;',, alors 2C,, est la meilleure parmi toutes

les constantes C indépendantes du nombre de variables qui vérifient ’inégalité
[P?)? = cIPl*.
De plus sim > 2ona

[P%)? > 2C,[P]*.

Démonstration. D’apres le Théoréme 1,

292 _ — (m
[P?] —cmkz:a (k) | Hell% s
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ol on note H, = Hy(P, P). Pourtout0 <k <mona

I
™
™
5
=
=

2
“ Hk " HS

.....

I\
™
=

et cette derniere somme est strictement positive (sinon P serait nul). De méme on
remarque que || H0||§, s = [P]*, par conséquent

m—1 2
PP =2C, [P]* + C,, AN AT
[P?] [P1* + ;kukuﬂs

et
[P*F = 2Cy [P]

avec une inégalité stricte si m > 2.

Soit P = x!" + --- + x™. On a respectivement [P]* = N2 et [P?]* = N +
2C, (N2 = N).

D’ou I’on déduit

[P*T
(P

1
=2Cn + =1 -2Cy),
+ 5 )

et cette quantité tend vers 2C,, quand on augmente le nombre de variables.

Remarque. Par une méthode récursive, J.-L. Frot a démontré que

! nn
(PP > ﬁ(’;%)!—mz".

Mais cette méthode n’exprime pas les termes négligés.

Introduisons maintenant le nombre de variables N dans la minoration. Com-
mengons par énoncer quelques lemmes.

LEMME 4. Pour0 <k < m, on al’égalité

2 2
I Hillgs = 1 Hn—rkllgs-
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Démonstration. On a

2 2
1Helys = > Y |Paier Pivil]l
iseendk JloeeJi
2
= > D | D Chiniiinironin
i] ..... ik j],...,jk ik+ly-..,im

= Z Z Z Z Cityevsim i yever Jeitttseesim Cityens ik ks eons s Ctyoos Jim

Dyeeesik Jloeeos ko ikt lsererim Jhte 1 oenr Jm

= z z E z CitreorimCiryevrik jittseeer jm Citreeer ik 1reeerimn Citseer jim

Gt eesbm ks e dim \Elueesbl J1ses Jik

2
= " Hm—k"Hs-

LEMME 5. (IDENTITE DE LAGRANGE). Soient ay, . .., a, n nombres complexes.
On a alors

n ) 1 n ) 1 n 2
ol ==1>alP+ 5= Y la—al*
— n “ 2n —
i=1 i=1 i,j=1

On pourra consulter Mitrinovic [8] pour la démonstration.
LEMME 6. Pour0 <k <mona

tr(Hy) = [PV

Démonstration. On a

N N N
2 2 2
tr(Hy) = E [P, i) = z z Iciy,.inl© = [P]".
iy ik=1 iyersik =1 Gkt1yeensim=1

THEOREME 7. Sim = 2p, posons

p—1 (m)2 (m)2
k
Cnn = Cn 22 (N+k——1) + (N«fp—l)
k=0 k p

Sim = 2p + 1, posons

s @)
Cm,N = 2Cm Z (N_-O'-k——Tj
k=0 k

Alors on obtient I’inégalité

[P2)? > CnnIPI*.
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Démonstration. Pour 0 < k < m, soitry le rang de la matrice H. Ona0 < ry <
(N +h- "). Et puisque Hj est hermitienne, || Hyl|%s = tr (H Hy) = Y0, 1412 ol les
A1, ..., A, sont les valeurs propres non-nulles de H (ce sont des réels strictement
positifs). En appliquant le Lemme 5, puis le Lemme 6, on obtient

1 &
IHel3s = =Q_a)* = N+k ———[PT*.
Fe 533 ( )

k

On termine la démonstration grace au Théore¢me 1 et au Lemme 4.

Remarques. 1. On retrouve le fait que C,, y tend vers 2C,, quand N tend vers
I’infini.

2. D’une facon plus précise, ry vérifie: 0 < ry < mm((N +h= l), (N “;”',f) l))

3. Suivant la terminologie de [6], 1a matrice H; et son rang r; sont respectivement
la matrice d’inertie et le rang du polyndme P.

4. En appliquant une représentation intégrale de la norme [-] décrite par Legran-
gérard dans [7], on aboutit 2 I’inégalité suivante:

m 2

m'm
(PP = Z 1) (Pt

k=0

(voir la démonstration de la Proposition 15 ci-apreés). L’amélioration de la constante
est obtenue grice a 1’égalité | Hell%, = | Hn—k %, du Lemme 4.

2. Etude des polynémes extrémaux

On obtient I’égalité [P2]?> = C,, n[P]* si et seulement si pour tout 1 < k <
L%J, H; est de rang maximal o = (N +,f_1) et ses valeurs propres non-nulles sont
identiques. C’est a dire, si et seulement si pour tout 1 < k < |7 |, Hy estunitairement

équivalente a la matrice
I, O
MDyg = M| X
kDi k( 0 0 )

ol Ay = L’;F et I, est la matrice identité de taille (V") x (V).

PROPOSITION 8.  Soit § = |5 J Alors le polynome P est extrémal, c’est a dire
vérifie I’égalité [P?)? = m, N[P] si et seulement si

.....

..... ls] - A'S[xh * xls] = ps[x“ x15]2[P12
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Démonstration. L hypothese (i) entraine que Hjs est de rang maximal pg, et la
seconde que Hy est équivalente & Ag Dg car il y a exactement Wlx—slf polyndmes
identiques P;,

Maintenant supposons ces hypotheses vérifiées pour k < S.

Onaalors [P,..iys Piy.ojes] = Xiymi [Pisyoiss Pi.vioiie] €t par hypothse

.....

ce terme estnul si {iy, ..., ix—1} # {j1,..., jx—1}, sinon il est égal 2

1 1 N+k-1
> ;);[xin - PPP = E-T[xil - xi, PLPT
=1

1
= —[x;, - %, JF[P1A
Pik—1

Réciproquement soit P un polyndme extrémal. En particulier, on a Hs2 = AgHj.

Notons Hg la matrice de taille pg x pg définie pour 1 < i) <.-- <ig < N par

[Pi,...is» Pj....js]
Hle;, @ - ®e) = s Bois] oo
s\€i is 15j|52jssN [xi, - - X0, - - - x5] Ji s

Si Hj est de rang maximal pg, nécessairement Hg est aussi de rang pg, c’est a dire
que Hg est réguliere. On en déduit

H¥(e;, ® -+ R ejy)

_ [Py,...is» Py, as)UPy, 155 P, js]
= i - T € Q- Bejs
1<inS2is<n s Somtgen i Xisdley - 20 Pl oo 2]

[Pi,.is Pu,. I[Py, s, Py
I<ji2issN Iyds=1 e, - - 20D, - - s ]
P i, P
— Z )\S [ Tiyenny is J1yeens 15] ej| ®--- ®ejs
l<ji<<js<N [x:, "'xis][xil "'xjs]
= As Hi(e;, ® --- ® e;y).

Comme HY est réguliere, on a H) = Asl,,. Bt par suite on obtient [P;, . ;]* =
Aslxi, -+ - xi ]2

Exemple. Les polyn6mes
P = x} +2iv/3x2x} + x3
3
Q = x{+x3+x;— 5(1 - iﬁ)(xfx% +xfx§ +x§x§)
R = x84+ 5iv2x}x3 + x5

sont extrémaux.
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Définition. On appelle contribution a la norme [P] de la variable x; la quan-
tité [P;].

PROPOSITION 9.  Sim = 2 ou m = 3, les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) Le polynoéme P est extrémal.
(ii) Les N polynémes P; forment un systéeme orthonormal.
(iii) Les N faces de I’hypercube de P sont orthogonales deux a deux, et chaque
variable a la méme contribution a la norme [ P].

Exemple. Les polynomes x? + - -+ + x% et x} + - -+ + x3 sont extrémaux.

Remarque. Sim > 4 alors les assertions (ii) et (iii) de la Proposition 9 ne sont
plus suffisantes. En particulier le polyndme P = x[" + - - - 4+ x}} n’est pas extrémal
pour m > 4.

Nous allons maintenant étudier 1’action d’un changement de variables unitaire
(voir [6] pour la théorie).

_ LEMME 10. _Soit A une matrice unitaire de taille N x N. Notons P le polynéme
P = AP = P(AX) et H, = H,(P, P). Le rang de H; et le rang de H) sont égaux,
et plus précisément,

H="AR Q@A) H(A® - ®A).
k};is k}:n's

Démonstration. Notons A = («;;). On a alors

N
P = E diy,...pi Xiy  * Xi),
ity

N N
= E § Oy, i) Ui Csyyooysm Xi) Xiy
iyernsim=1 S1,00esSm=1

Ce qui conduit a
Hi(ei, ® - ®e;)
= Z [ﬁi, ..... i Pj| ..... jk]ejl ®®ejk

I
]
N
____&.
s
:&.
;.
:
L
&

®

- ® e

...............
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§ : § : § : § :&slil ©e '&Smimcsafljl R Y 'afmiméT
s T

Jraees Jk Tty ensim
€, @ ®ej
= § : § : E :O‘S:il 2 Oy CSCT Oy jy ’atkjk85k+|tk+| Bty e, ® - ®e
Jisesde ST

= E E E Cgpiy ** " Olgyiy ( E c-\'l"'-"mctl"'tk5k+l"'3m)
Sk

j|,...,jk SlyeensSk Hyeenrli HlseeesSm

oy jy - Ay jejy @ - @ ey,

ol &, est le symbole de Kronecker. D’autre part, on a

(A®---®Ae; ® Qe = Z Qigjy oo ije; @ - @ e,
Jtseees Ji

et

Hi(e), ®---Qey) = E E Cityovim Ctrennsjrikstsenin@is @ 0+ D €y

JtseesJb Btteensim

PROPOSITION 11. Si P est extrémal alors dans tout changement de variables
unitaire P —> P = AP, P est aussi extrémal.

Démonstration. Si P est extrémal, alors il existe une matrice unitaire U telle que
Hi = "UD)U
pour tout 1 <k < |7]. Or d’aprés le lemme précédent,
H='"A8 - @A) ' TMDYUMA® ---®A) = 'UDU,

od U est la matrice unitaire U(A ® - - - @ A).

PROPOSITION 12.  Si m = 2, alors les polyndmes extrémaux sont, a des change-
ments de variables unitaires pres, les ale + -4 aNx%, avec |lay| = - - = |lan]|.

Démonstration. Soit P une forme quadratique. Si P est de rang N alors il existe
une matrice unitaire A telle que

P=AP =aux}+ - +anxy.

Etd’apres la proposition précédente, si P est extrémal alors P I'estaussi,d’ob |a;| =
e = |aN|‘
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3. Application a une représentation intégrale de [ P]

Notons Sy = {z = (z1,...,2n) € CV¥/lz| = (LN, 1z:1)1/2 = 1} et o la mesure
de probabilité sur Sy invariante par rotation. Suivant Legrandgérard [7], on a

[P12=(’"+N ) / |P(2)do (2).

THEOREME 13. Tout polynéme homogéne P de degré m et a N variables vérifie

linégalité
2
/S |P(2)|*do(2) = Ymn (fs |P(z)|2da(z))

m+N—1\2

avec

m
YmN = miy=ry Cmn s
(2m

ou Cp, n a été défini au Théoréme 7.

COROLLAIRE 14. Soit P une forme quadratique en N variables (N > 2), alors
P vérifie

P()*do () = 2N D

2 6 2
—_— 2 e 2
. NTD (lep(z)i dcr(z)) > 2 ( 1ol da(z)) ,

Le Théoreme 13 améliore I’inégalité classique

2
f IP(Z)I4d0(z)2(f |P(z>12da(z)).
SN SN

PROPOSITION 15. pourtoutm > lettout N > 2,laconstante y,, y eststrictement
supérieure a 1.

En effet:

m+N—1

Démonstration. On remarque que Ym N = é ey Cpm,n. Or on sait que
mo (™) Cn &~ (m)\ (m+N-—1
Cnn > Cn S ( ) ( )
2 T e 2 k) U

En appliquant la formule de convolution de Chu-Vandermonde a la derniere som-
mation, on obtient C,, v > 77 G (2m+N 1)

(G
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PROPOSITION 16. Pour tout m > 1 et tout N > 2, la constante y,, y est stricte-
ment inférieure a 2 et yy y —> 2 quand N —> +00.

Démonstration. En effet d’une part on a

= @)
Cm,N < 2Cm Z (N_+kk——l-)— = 2Cm (m+N—1) )
k=0 k m

(2m+mN - l)

d’ou I’on tire que ym, ny < 2.
D’autre part C,, y — 2C,, quand N —> +00, ce qui entraine que

2(m+N—l)

lim Ny = lim ——2—=
N—+o00 Vm, N—>+00 (2m+N—1)
m

= lim 2x Y o mFN-D
© Note T (m4N)--Qm+N-1)
= 2.

Par un procédé d’interpolation, on obtient pour tout 2 < r < 4 une comparaison
entre la norme L’ et la norme L* d’un polyndme homogene en plusieurs variables.

THEOREME 17. Soit P un polyndme homogeéne de degré m et a N variables.
Alors pour tout r,2 < r < 4, on a l'inégalité

4;,
I1Pllr < Vm,N)* [ Plla

1P, = ( fs IP(z)v’da(z))”

est la norme LP du polynéme P.

Démonstration. Pour toutr,2 < r < 4, on al’inégalité d’interpolation
1-6
1P, < I1PI3 1Pl

ol 6 vérifie I’égalité 1 = £ + 12 (voir par exemple Beauzamy [1]); donc 6 = %=

En appliquant le théoréme 13, il vient

- L o - d=r
1Pl < 1P NPIE? < [t IPI] 1P = ) ¥ 1P,

ce qui constitue le résultat annoncé.
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