Description du défaut de compacité de l'injection
de Sobolev sur le groupe de Heisenberg

Jamel Benameur

Résumé

Pour 0 < s < %, % = % -+ (N = 2d + 2), on démontre que toute suite
bornée de H*(HY) s’écrit, & une sous-suite prés, comme la somme presque

orthogonale d'un terme tendant vers 0 dans LP(H?) et d’une superposition de
N

termes du type Ay, * ¢(6h;1(v;1.v)), ot i € H*(H®), (hy)n est une suite de

réels positifs, et (v,), est une suite de points de H.

Abridged English Version

This work is devoted to the description of the defect of compactness of the
Sobolev embedding on the Heisenberg group (see [3])

I(HY) < LP(HY,

where d belongs to N\{0}, 0 < s < d+ 1 and p is given by % =3 - EGE

Namely, we prove that any bounded sequence in H $(H?%) can be written, up to
a subsequence, as an almost orthogonal sum of a term going strongly to zero in

LP(H?) and a superposition of terms like h=V/P) (5h" (v;l.v)), where ) € H*(HY),
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(hy) is a sequence of positive numbers, and (v,,) is a sequence of points in H<.
We recall that, in the Euclidean case R?, we have

. 1
H*(R?) — L[P(RY), where 0<s<d/2 and - =
D

(0.1)

N | —
Ul »

As can be seen easily, the L? and H*® norms are preserved under the translations Ty
and the dilations 9, defined by

Tyu(z) = u(z —y); y € R?

and .
dpu(z) = h’d/pu(ﬁ); h > 0.

Hence, the injection (0.1) is not compact. In [7], the author established that transla-
tions and dilations are the only responsible of this defect of compactness. The main
goal of this paper is to prove that the procedure used in [7] can be generalized for
the Heisenbeg group. Before going any farther, we should recall some notations (see
[3] for more details and complements).

The Heisenberg group H is the set

C?* xR = {[2,t]; z € C% t € R},

endowed with the multiplication defined as follows

[2;t].[5t] = [z + 25t + ' + 2Im(z Z_/)]
Thus H? is not an abelian group. The homogeneous dilation is defined for any a > 0,
o]z t] = [az; a’t].
So the homogeneous dimension of H¢ is N = 2d + 2.
To define the homogeneous Sobolev space on the Heisenberg group, we use the
system of left-invariant vector fields on H¢, that is for 1 < j < d
Xj = 8%, + 2yj8t 3 Y} = ayj — 2:6]0,5.
Thus H'(H?) is the closure of S(R?***!) for the norm :

d 1/2
£ ey = | IS 13+ V3]
j=1

We introduce also the Laplace-Kohn operator

d
Aga =D (X7 +Y}).

j=1

To define the Fourier transform on H?, we will use the Bargmann representation
described as follows. For any real number A\ # 0, we denote by H, the Bargmann
space

Hy = {F;holomorphic on C?, || F||x, < oo},
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where,
2ANT f e
||FH$_[/\ = <T> /(Cde 2|\ €] ‘F(£>|2d€,

and u” the application from H? to the unitary operators group of H, defined by

u)\ F(g) _ F(é- . Z)Gi)\s+2)\(§.z—|z|2/2)’ it A > O,

2,8

ud JF(€) = F(E+ 2)ePtMETEE2 - if )\ < o,
We recall that the family of functions Fi, ,(§) = SVl 2‘)‘5 , where a belongs to N¢, i
a Hilbertian basis of H,.

For f € L'(H?), we defined the Fourier transform by

FHN =F () = [, fpiddw.

Hd

It satisfies the classical formula
F(=Bua )N Far = 4 Clal + DF ()N Fan,
which allows to define the homogeneous Sobolev spaces H*®(H¢)
H(HY) = {u € S'(R**1); (—Aya)3u € L*}.

According to the Sobolev inequality, one verifies that both the L and H*(H¢%) are
invariant by 7(9) the translations to the left and o}, the dilation. This generates
some compactness defect for the Sobolev embedding H*(H?) < LP(H?). That is :
if u is any nonzero element of H*(H?), then for any sequence (w,), of H? going to
infinity, and for any sequence (h,,),, of positive real numbers going to zero or infinity,
the sequences (7(9u),, and (op,u), converge weakly to zero in H*(H%). Then, they
cannot be relatively compact in LP(HY). In this work, our aim is to study this defect
of compactness and to give some applications.

To state our main result, we need some definitions. We call a scaling any sequence
h = (h,)nen of positive real numbers. We call core any sequence v = (Un)nen C HY.
For any scalings h and h ; any cores v and v ; (h, v) and (h, ¥) are said to be strange
if

o 3 )
[ log(1%) | s + 00 or <h —hand | d,- (070 5,)] + oo). (0.2)

n—->--+00
Now, we give the principal result.

Theorem 0.1. For any bounded sequence (u,), C H*(HY), there exists a subse-
quence () of (un)n, a scaling sequence (h));51, a core sequence (vD);51, and
a sequence (V;);51 in H*(H?) such that the couples (h),vU)) are pairwise strange,
and for any integer | > 1,
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l
HuInH%rs(Hd) = > Il ?qs(Hd) + || qu(Hd) +o(1), (n— +o0),
j=1

where

limsupH'r’S)HLp( 0.

H) l—+o00
n—-+o00

The proof follows [7]. It is done in two steps. In the first one, we prove a general
result about the structure of L?-bounded sequences and the associated scaling. In
the second one, the above general result is applied to the sequence (A®u,), and we
prove a refined Sobolev inequality which allows, by the use of Métivier-Schochet
method (see [11]), to infer the result. The proof uses in crucial way Besov spaces.
At the end of this paper, we give two applications. The first is about the best Sobolev
constant. The second deals with the description of bounded energy sequences of
solutions to the wave equation

Ot — Agau = 0.

1 Introduction
Dans [3] est démontrée I'injection de Sobolev sur le groupe de Heisenberg H?

H*(HY) — LP(H?), (1.3)

avec d € N*, 0 < s <d+ 1 et p est donné par § — 525 :%.
Le but de ce travail est de caractériser le défaut de compacité de cette injection.

Rappelons que dans le cas euclidien R?, nous avons

H*(RY) — LP(RY), avec = — = ==-,0< s < (1.4)

Notons que les normes LP et H*® sont invariantes par les translations 7, et les dila-
tations 9, définies par

() =u(r—y), yeR ; Guu(zr) = higu(%), h > 0.
P
Ces invariances induisent des défauts de compacité de (1.4). Dans [7], P. Gérard a
montré que ces invariances sont les seuls responsables du défaut de compacité de
(1.4). Notre propos est ici de montrer que la méthode décrite par P. Gérard dans
[7] peut étre généralisée au cas du groupe de Heisenberg. Il nous faut tout d’abord
rappeler quelques notations. Le groupe de Heisenberg H¢ est 1’ensemble

C* xR = {[z;t];2 € C%,t € R}

muni de la loi de multiplication

[2;t].[2 ) = [z + 25t + ¢ + 2Im(z ;')]
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Ainsi H? est un groupe non commutatif dont I'identité est origine [0;0]; inverse
de [z, t] est donné par [—z; —t]. On a un systéme de champs de vecteurs invariants
a gauche sur le groupe H :

Z; = 0., +1iz;0; ; 2]‘ =0. —iz;0, ; j=1,...,d.
Zj

En utilisant le systeme de coordonnées réelles (z, y,t) obtenu a partir de z; = x;+1y;,
on a un autre systeme de générateurs, formé de champs réels :

Xj =0y +2y;0r 5 Y; =0, —21;0, ; j=1,..,d
Sur H?, la dilatation homogene est définie par; pour a > 0

dalz;t] = [az; o],
donc la dimension homogene de H? est N = 2d + 2. On munit H? de la mesure

de Haar dw = dxdydt et on désigne par H'(H?) la complétion de S(R2*1) pour la
norme

d
2
1 sy = | S (1 £ s + 1 )
j=1
On introduit également I'opérateur Laplacien-Kohn
d d _ _
Age =D (X7 +Y7) = 2> (Z; Z; + Z; Z)).
j=1

j=1

Décrivons brievement quelques notions qui nous seront utiles dans la suite. On adop-
tera la représenttation de Bargmann décrite par (u*, Hy), A # 0 ol les Hy sont les
espaces de Bargmann définis par

Hy = {F;holomorphe sur C?, || F||y, < oo}

avec 4
20| e
||F||3_[>\ = (—ﬂ_ ) /Cde 2|\ [€] |F(€)|2d§,

et u est une application de H? dans le groupe des opérateurs unitaires de H, donnée
par
W) F(€) = F(§ — 2)eM &2 iy > 0;

ul JF(&) = F(E+ 2)eMTETED) i ) <0,
_ /2Dge
T Val

tienne de H, et que la famille (u?) a0 donne toute les représentations irréductibles
unitaires de H<.

La transformation de Fourier introduite ici est donnée pour toute f dans L*(H?)
par

On rappelle que les monomes F, »(§) , @ € N? forment une base hilber-

FHN =F ) = [ fw)addw.
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Elle vérifie la formule fondamentale suivante

F(=Apaf)(N) Fax = 4N 2lal + d) F(F)(N) Far,

qui nous permet de définir les puissances fractionnaires de —Aga. Ainsi, les espaces
de Sobolev homogenes H*(HY) seront définis pour tout s dans R comme suit

H*(HY) = {u € S'(R*+1); wa)2u € L*}.

(=4
Hi-b-gem

N[

L’inégalité de Sobolev est donnée pour s €]0, %

HUHLP(Hd) < CHU”Hs(Hd)-

On vérifie alors aisément que les normes de LP(H?) et de H*(H?) sont invariantes
par les translations & gauche 7(9) et les dilatations o, définies par

(1L) TWu(v) = u(_wﬂfl.v), w € HY,
opu(v) = h7ru(bp-1v), h>0.

Ces invariances induisent des défauts de compacité pour l'injection de H*(H?) dans
LP( HY) : si u est un élément non nul de H*(H?), pour toute suite (w,), de points
de H¢ tendant vers l'infini, pour toute suite (h,), de réels positifs tendant vers 0 ou
+00, les suites (79u), , (0, u), convergent faiblement vers 0 dans H*(H%) donc ne
sont pas relativement compactes dans LP(H<). L’objet de ce travail est d’étudier dans
quelle mesure ces invariances sont les seules responsables du défaut de compacité de
I'injection de Sobolev H*(H?) < LP(H%) et de donner quelques applications. Afin
d’énoncer le résultat principal, on introduit un peu de vocabulaire. On appellera
échelle toute suite h = (h,),en de réels positifs et coeur (de concentration) toute
suite v = (v, )nen de points de HY. Etant données deux échelles h, h et deux cceurs
v, v, on dira que les couples (h,v) et (fl, V) sont étrangers si

. ) )
[log(+%) | s== +o0 ou (h:het A p— +oo). (1.5)

Le but de cet article est de démontrer le résultat suivant.

Théoréme 1.1. Pour toute suite bornée (uy), de H*(H®), il existe une sous-suite
(u)n de (un)n, une suite (h\);5, d’échelles, une suite (V)51 de ceeurs et une
suite (1;);>1 de H*(H?) tels que les couples (W), vU)) soient deux & deus étrangers
et, pour tout entier | > 1,

)= 2 )P0 (B (O 0) 400, (16)

nllFrs ey = Z %51

]

| u Frs(ay T 12 oy T o(1), (n— +00), (1.7)

avec
0. (1.8)

lim supl|ri]| .o

G0 W m———a
00 )1 +o00
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Remarques 1.1. a) Soient h et h deuz échelles et v, v deux ceeurs tels que (h,v)
et (h,V) soient étrangers (voir (1.5)). Alors si f € L*(HY),g € L°( H?) avec
i#—% =1,1<a,b< 400, on vérifie que

1 —1 1 N ~—1

LG 1 (o ) () g0 (57 ) g 0. (19)

n

sz

on en déduit que dans les conditions du théoréme 1.1

I ey 7= Z 1451170 g1 - (1.10)
(

Par ailleurs, l'inégalité (1.7) entraine

hmsup||u ||Hs (H4) > Z ||77Z)J||H$ ()"
7=1

b) On a la généralisation suivante de (1.10)

/ dw<v>|u;<v>|pdv=§:j ()" [ 0,1 (@) o) Pdoo(D), (n = +o0).

(1.11)
pour toute fonction ¢ € L®(H). Supposons alors que (u,)vérifie, en plus des
hypotheéses du théoréme,
lim sup |y, (v)[Pdv == 0.

n—+o0 [v|[>R +

Alors, en utilisant (1.11) avec ¢(v) = 1j,=r, on constate que les suites h) et v(9)
sont nécessairement bornées ( si; #0), donc quitte a extraire une sous-suite et a
modifier 11, la propriété (1.6) devient

ul,(v) z_:

P05 (8i0) 1 (09 0)) #7000,

avec
hszrup H’f’ ”LF ®) e O
et, pour j > 2
W =z 00 o)) g WY € HY

Indiquons maintenant le plan de cet article. Dans le premier paragraphe on
rappelle la définition des espaces de Besov sur le groupe de Heisenberg ainsi que les
fonctions radiales et le découpage dyadique (voir [1, 3]). Le deuxieme paragraphe est
consacré a la démonstration du Théoreme 1.1 : cette démonstration est inspirée de
[7] et est constituée de deux étapes; dans la premiére, on montre un résultat général
sur la structure des suites bornées de L? et sur les échelles qui leur sont associées
dans la deuxieme étape, on applique ce résultat a la suite (A®u,) et on montre une
inégalité de Sobolev raffinée qui via la méthode de Métivier-Schochet (voir [11]),
nous permettra de déduire le résultat. Dans le dernier paragraphe on donne deux
applications du Théoreme 1.1.
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2 Espaces de Besov sur le groupe de Heisenberg

Dans cette section, on rappelle le découpage dyadique sur le groupe de Heisen-
berg qui sera utile pour définir les espaces de Besov. On renvoie a [3] pour les preuves
détaillées ainsi que pour des compléments.

Le produit de convolution de deux fonctions f et g sur H¢ est défini par
frgw)= [ flwag()do
Comme dans le cas euclidien, on a la formule suivante

F(f+9)(AN) =F ()N oF(g) ().

Pour introduire le découpage dyadique, on commence par étudier la transformée
de Fourier des fonctions radiales sur le groupe de Heisenberg, i.e. des fonctions de
la forme

f(z,8) = g(Iz], 5)-

Une telle fonction vérifie les propriétés suivantes.

Proposition 2.1. Soit f € L'(HY) une fonction radiale.
Alors

F (V) Fan = Boj(A\) Fas

o

m

1
Ro(\) = < mtd=1 ) /de(z, 5) e LOD (2[A]|2]?) eI deds,

sont des fonctions, et les L3~V étant les polynémes de Laguerre.
Réciproquement, s’il existe des scalaires R,,(\) vérifiant

.]ACO‘) aA—R\aI()‘) o)

Z(””d >/|R AN < oo,

m

alors on a presque partout

241 —iAs — NEE
[(25) = Zm Z/ PR () LY (2A]127) e NI A1 dx.

De cette proposition on déduit facilement le corollaire suivant.

Corollaire 2.1. La transformation de Fourier réalise un isomorphisme de L2, ,(H®)
dans L2, (N x R), ou L? ,,. (N x R) est défini par

poids poids

O = 2 ("0 [ RPN
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Nous prenons maintenant une fonction particuliere R* € C§°(Cy), ou Cy = {7 €
R;1/2 < |7| < 4} et définissons R: (1) = R*((2m + d)7), donc R:, € C5°(C,y,) avec
Con={7€R;1/22m+d)"' <|r] <4(2m+d)~'}. D’apres [4, 5], on peut choisir
R* vérifiant,

Y R:(27¥7) =1, pour tout m € N, 7 € R\{0}.
jez
Il existe donc une fonction radiale ¢ sur H¢ vérifiant

N

'd (A)Fa,)\ = Rra\()\)Fa,A;

et

2d71 —IAS % — —\|z)?
o(z, ) = m;/ﬂge PR (A LD (2A][2) e PIF A ax.
Pour 7 € Z, posons ‘ A
0(z,5) = p(272,2%5),
on a donc . A
Pj ()‘)Fa,)\ = R{a\(A)Fa,A
R\Ja|()\) = ra\<272j)\)'

Ce qui permet de définir une famille d’opérateurs A; : L*(H*) — L*(HY), j € Z,
par ' ‘
F(A; )N Far = Rl (NF(f)(N) Fanr
qui vérifie .
Ajf = f * ij-

En outre, on a la proposition suivante (voir [9]).

Proposition 2.2. Pour toute fonction Q € C°(RY), Uopérateur Q(—Aga) est la
convolution avec une fonction de S(H?).

Pour tout f € L?(H?), la décomposition de Littlewood-Paley de f est définie par
F=> A
J

Définition 2.1. Soient s € R, et 1 < p,r < +oo deuz réels, avec s < N/p.
L’espace de Besov homogéne sur le groupe de Heisenberg B;vr(]HId) est l’espace des

distributions tempérées telles que u = 3; Aju, et que la norme suivante soit finie
N 1/r
lullsy, ey = { 22" 1Al togmay )
p,
JEL
avec la modification habituelle si r = oco.

On a le résultat suivant démontré dans [3].
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Proposition 2.3.

i) S'(Hd) C B; (HY), pour s + N(1 — %) > 0.

i) B (H?) est un espace de Banach pour tout s < %, 1<p, r<+o0.

: N s d S —s (TTd | 1 _ 1,1 _
ir) Si|s| <, le dual de By (H?) est B;2(H®) , ot o + 2 =1, 1+ 7 =1

iv) B;Q(Hd) C L*(HY) si s €0, %[, 1= % — ~ (Injection de Sobolev).

a

~—~~ I~

De plus cette injection a une forme précisée

1-2 r
v < el Sy Wl ey
Pour k € N, l'espace de Sobolev sur le groupe de Heisenberg H F(H?) est la
complétion de S(H?) pour la norme

||U||§;k(Hd) = > ||1—}1"'7}1u||%2(Hd)7
IEN, jit...+5=k

ou 7} = Xj, Td+j = Y}, RS {1, ...,d}, Ji € {1, ,Qd}
On a

(Aga)2u € L2(HY), si k est pair,
k-1

u € H*(HY)
(Apa) T u € H'(H?), si k est impair,

=
uwe HYHY) <

avec des normes équivalentes.
H*(H?) est un espace de Hilbert pour tout & € N, et on a le lien suivant de cet espace

avec celui de Besov (voir [3]). Pour tout k € N, k < &, on a B, (H?) = H*(HY).

Il suffit d’adapter la méme preuve pour montrer que B;Q(Hd) = H*(H%) et on a
-l 7= ey €t Il-1 s ue) sONt équivalentes.

3 Deémonstration du Théoreme 1.1

3.1 Extraction des échelles d’une suite bornée de L*(H?)

On commence par introduire quelques définitions qui seront utiles pour la démons-
tration du théoreme 1.1.

Définition 3.1. On note Sy(H?) I’ensemble de fonctions u € S(H?) telles qu’il
existe r > 0, verifiant :

ux f=0 , pour tout f € S,qq(H?), vérifiant pour tout m € N
A
f (m,\) =0, pour tout X € (2m+d)~'B(0,r).

En particulier Sy(H?) est dense dans H*(H?) pour |s| < Z. Cette définition

géneralise le cas euclidien pour les fonctions a spectre loin de 1'origine.
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Définition 3.2. Soit f = (f,,), une suite bornée de L*(H?), et soit h = (h,), une
échelle ;
(1) On dit que £ est h-oscillante si

limsup( Z /h2

n—+o0o aeNd

A
w (N Fanl3 )\dd)\>4>(),
Z /’12(2|a+d )IA>R I Fr AV Fan s [ R—+00

a€eNd

A
| fu ) Funl, [AdA+

2 2lal+d) N <% L

(17) On dit que f est étrangeére a h si, pour tous réels b >a > 0;

2 d
%d/aqﬂ@lam )IAI<b | f (M) o[, A n—+00

Définition 3.3. La puissance fractionnaire de —Ayga notée A® est lopérateur défini
pour tout u dans S(H?) par

s

F(Au)Foy = (4 A 2] al +d>) * F(w)(\) Far

ot s €ER,\ € R* et o € N¢,

Remarques 3.1. a)FEtant donnée une échelle h, les suites f qui sont a la fois
h-oscillantes et étrangeéres a h sont eractement celles qui tendent vers 0 pour la
norme L*(H?).

b) Soit h une échelle, soient £ une suite h-oscillante et g une suite étrangére a h.
Alors la formule de Plancherel et ['inégalité de Cauchy-Schwarz entrainent

j[ fﬁ n n4ﬁ+a307

on en déduit [’identité de presque orthogonalité

1 + gnllZo@ey = I fallZouey + gl zzgue) +o(1),  (n — +o0).

c) Supposons donnée, pour tout n € N, une fonction o, € L*(R,), de sorte que la
suite (||on | Lo®,))nen s0it bornée. Alors, si f est h-oscillante (resp.étrangére a h)
la suite (0, (—Apa) fr)nen Uest aussi.
d) Il existe des suites £ étrangéres a toute échelle, qui ne tendent pas vers 0 en
norme L?(H®). Par exemple, soit R € C3°(R) telle que R(0) # 0. On pose, pour tout
n > 2,

Jo = FH(B men)

avec ((RM™),en) défini par

R = 0, pour m>1,
A
R(()n)()\) _ (gjjll)% 1 1 R(%) :

1 d 1
(logn)3 A|Z (142)

par la formule de Plancherel, on obtient

oot = (B e L RGP ), R(0)?
nilL2(Hd) — m /meN L2(N><R) logn R (1+)\2) n—s+00 .
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On a, pour toute échelle h, et pour tous 0 < a < b,

1 R 2
/ |R(()n)()‘)|2|)‘|dd)‘ = —/ &d)\
sty logn Ja<hzdlri<b (1 + \2)2

¢ / B N
logn Ja<n2dx<b (1+X2)3
C’ b
log(a) = 0.

IN

IN

logn

Notons enfin que la particularité d’étre étrangere a toute échelle se mesure a
I’aide de la norme de I’espace de Besov

B = BY_(HY).
En effet .
llmiup I fullB = llmiup iup HAk‘fn”LQ He)

= sup |[|Ag, fullr2@me).
(kn)€ZN

Par ailleurs

.S

a€Nd

A
/ﬁ<22k(2a|+d)|>\<ﬂ/ I o <)\)Fav>‘H$ﬁ|)“dd)\ < HAkf”H%Q(Hd) <

2d-1 A
n (N Fa 3, IA1 %A, 3.12
=D NN P YRR (312)

pour 0 < a < 3 < v < b convenables. On en déduit que || f,||s tend vers 0 si
et seulement si f est étrangere a toute échelle.

La proposition suivante exprime une décomposition d’une suite arbitraire f par
rapport a une échelle donnée h.

Proposition 3.1. Soient h une échelle, f une suite bornée de L*(H?). Il existe une
suite g = (gn)n bornée dans L*(H?) et ¢ : N — N strictement croissante telles que :
(2) (gn)n s08t (hym))n-oscillante ;

(1) (fom) — Gn)n soit étrangeére a (hygm))n-

Démonstration. On vérifie aisément que la preuve de [4, Proposition 2.5] s’adapte
dans ce cadre, en considérant L, (R), défini pour R > 1 par,

2d 1 )
n o PYREAY
— pdr Z / <hZ(2|al+d)[A<R H f (WE ’)‘”HA‘ |

a€eNd

L(

qui nous permet a l’aide du lemme de Helly et un raisonnement par récurrence de
construire une suite des fonctions g, € L?(H?) par la formule suivante

A N
9n ()\)Fa,A = 1{%§h2¢(n)(2|a\+d)\)\|§n} f(p(n) ()\)Fa,A

qui repond aux conditions de la proposition. [ ]
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Remarques 3.2. a) Etant données une suite f' = (fym))n et une échelle
h! = (hym))n, une suite g = (gn)n vérifiant (i), (i), est caractérisée modulo une
suite de L*(HY) tendant vers 0 en norme. C’est une conséquence de la remarque
3.1.a). On appellera alors g une composante h'-oscillante de la suite f'. La pro-
position se paraphrase donc en disant que, a extraction prés de sous-suites, toute
suite bornée de L?(H?) admet une composante oscillante selon une échelle donnée.
La démonstration ci-dessus montre que la composante h'-oscillante g de £ peut étre
prise de la forme

Gn = 0n(=Apa)f,, avec 0% = o,,.

b) Si f est étrangére a une échelle h et admettant une composante oscillante g
selon une échelle h, alors g est étrangére ¢ h. En effet, pour tous b > a > 0,
posons 0,(T) = Lia<n2,<py 5 (T € R). Alors la remarque 3.1.c) entraine que la suite
(0 (—Aga)gn)n est h-oscillante tandis que (0, (—Aga)(frn — gn))n est étrangére d h.
Il en résulte que (0,(—Aga)gn)n est une composante h-oscillante de (o,(—Aga) fu)n-
Or ||(on(—Ama) fr)nllr2may tend vers 0. La remarque 3.2.a) entraine donc que

(0 (—=Ama)gn)nll 2ma) tend vers 0, et ceci pour tous b > a > 0. La suite g est donc
étrangére a h.

Définition 3.4. Deux échelles h et h sont dites orthogonales (on note h L fl) s1

h,
| IOg(h_n)| ot T 00

Par exemple, il est facile de vérifier que si f est h-oscillante, alors f est étrangere
a toute échelle orthogonale a h. Le lemme suivant fournit presque une réciproque
de ce fait.

Lemme 3.1. Soit g une suite h-oscillante telle que ||gn| r2me) ait une limite

inférieure > 0. On suppose que g est étrangere a h. Alors h et h sont orthogo-
nales.

La démonstration se fait exactement comme dans [7].

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de ce paragraphe.

Théoréme 3.1. Soit f une suite bornée de L*(H?). Il existe une sous-suite f' de
f, une suite (hV));5, d’échelles et une suite (g1));>1 de suites bornées de L?(HY),
vérifiant les propriétés suivantes :

(1) sij #k, hU) 1L h®)

(11) pour tout j, g9 est h)-oscillante,

(iii) pour tout entier | > 1, pour tout v € H | on a

Zg )+ (v),

ot W est étrangere a tout h'9) pour tout j € {1,...,1} et

li 0.
im sup [ —
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Démonstration. Elle est inspirée de la preuve de P. Gérard [7].
Pour toute suite bornée f et L?(H?), on pose

6(f) = limsup || fu]s-

n—-4oo

Par ailleurs, si u = (uy,), est une suite, une sous-suite (ty(n))n de (uy,), est notée u,.

Permigre étape. On montre que, pour toute suite bornée f de L?(H?), il existe une
application ¢ : N — N strictement croissante et une échelle h telle que f, admette
une composante h-oscillante g vérifiant

5(f
9nll 2y 7m72 C > % (3.13)

En effet, si §(f) = 0, il suffit de prendre pour ¢ l'identité , h quelconque et g = 0.
Sinon, il existe une suite extraite f’ de f et une suite (k,,) d’élements dans Z telles
que

5(f)

| Ak, frll 22 @) e C1 2 5 (3.14)

Posons alors h,, = 27%*. Par la proposition 3.1, quitte & extraire une sous-suite de f’
et de h on peut supposer que f' a une composante h-oscillante, que nous noterons
g.

On peut de plus supposer que ||g,||z2 a une limite. Comme ( f/ —g,),, est étrangere
a h, on a compte tenu de I'inégalité (3.12)

o(f)

L [lgn ]l 2@ > nEIfOOHAknf;LH%?(Hd) Z 5 (3.15)

ce qui est I'inégalité (3.13) annoncée .

Deuxieme étape. On montre par récurrence la propriété suivante. Il existe des appli-
cations ¢; : N — N strictement croissantes (j > 1), des échelles h¥) et des suites
g\ vérifiant

(1) Pour tout j, gl est hW-oscillante.

(i) Pour tout I > 2, les échelles h® h(~1 . h(l) sont deux & deux orthogo-
nales.

(7i1) Pour tout n, on a

-1
' ! l
foro.opn) = Zg;]j)ﬂo.._ow(n) + g0+, (3.16)
j=1
(] ; Sre y B0 K-1 1 -
ot r@est étrangere & h' ),hfm - ,thQ)o ..... op, €, pour tout j € {1,...,1},
. 5(]:'(]_1))
ng(zj)HL?(Hd) O 5 (3.17)

avec la notation r® = f.
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Troisieme étape. On utilise le procédé d’extraction de Cantor en posant

Fn = foro..opn(n);

G = gsoJ)+1° opn(nyy ST > GY =0,si n<j
H1(1]) = hgjllo...mpn(n)? si n> j7 H,S]) == 1, si n S j

Alors GU) est H-oscillante, les échelles HU) sont deux & deux orthogonales et,
pour tout [, on a, pour tout n > [,

!
_ ( (4) 0.
F, ZGJ s01+10 oon(n) = Zlan + RY; (3.18)
j:
avec RO étrangere & HYO H-Y . HW  et, pour tout j € {1,...,1},

. 1 1 .

(\V]

Appliquons alors a (3.18) Iidentité de presque orthogonalité fournie par la remarque
3.1.b). Il vient, compte tenu de (3.19),

1 l
1|72 ZZZ< S(RU-Y) ) + | RO 2(510) + 0(1), (n — +00) (3.20)

ce qui entraine que la série de terme général 6(RY))? converge ; en particulier 6(RY))?
tend vers 0.
Ceci acheve la démonstration du théoreme 3.1. [ ]

Remarques 3.3. (a) On notera que les g7 fournies par le théoréme 3.1 sont des
composantes h)-oscillantes de f'.
b) Compte tenu de la remarque 3.2.b), on peut donc prendre gV) de la forme

g = o) (=Dua) .

3.2 Un raffinement de I'inégalité de Sobolev

Proposition 3.2. Soient s €]0, 5[, et p € R vérifiant

il
5

(NN

1
p
1l existe alors une constante ¢ > 0 telle que pour tout [ € HS(]HId)

17150 gy < AT (3:21)

Démonstration. Soit f € H*(HY). Pour v € H% et j € Z, on a

Ajf(v) = fri) = f*p;*p;(v),
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ol (ﬁj = Q-1 + ©j + Pj+1-
En utilisant I'inégalité de Young on obtient

A f ()| < * 05 % Pl oo ey < |l f * 0]l L2 ey | P51l L2 ey
et comme
155 ll 2y < 27,

il vient donc
_ Ny sj
207 Al oo ey < €21 2 - (3.22)

Un calcul direct de 2°[|A; |72 g4y donne
2D f oy = 2 NF (D)L
2555 [ IE(S o) ) Pl AN

a€Nd

, A
= 5 [IRL PR F O Fasl A

a€Nd

= 2 [Tl + 2P F O Eual N

acNd
et comme le support de R* est inclus dans la couronne {1 < |7| < 4}, il vient alors

) 1 )
R*((2|lal +d)27%)) #0 = 3 < (2|a| + d)27%|\| < 4.

D’ou
229 A fl1 22y <

. . A
277} / ((2la] + 272 | AR (2ol + )27 V)P f (A Faallzy, [A“dX

acNd
< el A (A ) 2y
< c|[A*fll- (3.23)
En utilisant (3.22) et (3.23) on obtient l'inegalité (3.21). n

En combinant le résultat donné par la proposition 2.3 et (3.21) on obtient le
résultat suivant, qui est utile dans la suite.

Proposition 3.3. Soient s €]0, %[, et p € R vérifiant

1
p 2 N’
Il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout f € HS(Hd),

2 1—2
1f 1zomay < ellA° fII 20 1A° f Il 7
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Corollaire 3.1. Soient s €]0, %[, et p € R vérifiant

N.
Soit (uy)y une suite bornée dans H¥(H®) telle que

[Aun |8 0,

n—---+o00
alors
Hun”LI’(Hd) mo-

En combinant le théoreme 3.1 et le corollaire 3.1, on obtient

Proposition 3.4. Soit u = (uy), une suite bornée de H*(H?), s €]0,
une sous-suite W' de u, une suite (h"));5; d’échelles et une suite (V);
bornées de HS(Hd), vérifiant les propriétés suivantes ;

(1) sij #k, hU) 1L h®),

(i1) pour tout j, VU) est hW)-oscillante,

(ii1) pour tout entier | > 1, pour tout v € H%, on a

21 11 egiste
i>1 de suites

n—-+o00

!
Z v)+d () limsup [|of)l1r 7= 0 (3.24)

1A% |22 ey = ZIIASV DN Zeay + A0 | F2ay + o(1), (n — +00).  (3.25)
7=1
Démonstration.
On applique le théoreme 3.1 a la suite f définie par f,, = A®u, ; compte tenu de la
remarque 3.3.b), on a

) = 09 (~B) fy = AV,

ou ' '
V9 =6 (=Aga)uy,

Les propriétés (i) et (i) sont alors les propriétés (i) et (i7) du théoreme 3.1. Par
ailleurs, pour tout [ > 1, la fonction

!
- — z:{/n(j)7
j=1

vérifie A*ol) = r() ot r® est donné par la propriété (iii) du théoreme 3.1. L'identité
(3.25) est donc 'identité de presque orthogonalité fournie par la remarque 3.1.b).

Puisque limsup,, ., [|A*0¥||s tend vers 0 quand I tend vers l'infini, le corollaire
3.1 entraine (3.24). n

Remarques 3.4.

a) Compte tenu du théoréme 3.1 et de la démonstration ci-dessus, la suite (A*o{)),,
est étrangére ¢ hU) pour 1 < j <.

b) En particulier, si les h) sont bornées, quitte & modifier la suite W', on peut
supposer qu’elles tendent vers 0 sauf peut-étre h")
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3.3 Deétermination des coeurs et des profils de concentration
Dans ce qui suit, on désigne par 1 I’échelle dont tous les termes sont égaux a 1.

Proposition 3.5. Soit w = (w,), une suite bornée de H*(H?) telle que la suite
(A*w,), soit 1-oscillante. Il existe une sous-suite W' de w, une suite (V) 41 de
ceeurs et une suite (Y();51 de H*(H?) telles que,

(i) sia# 0,

|(v,(f))_1.v,(f‘)\ + o0.

n—-4oo

(it) Pour tout entier A > 1, pour tout v € HY,

A
wy,(v) = 3 WO () o) + BV (v), hmiup||R£LA)HLP(Hd) =0 (3.26)

=1
A

HAsw;L”%%Hd) = |’AS¢(Q)|’%2(Hd) + HAnglA)H%Q(Hd) +0o(1),(n — +00).  (3.27)
a=1

Démonstration. On désigne par P(w) I'ensemble des ¢ € H*(H?), tels qu'il existe
une suite v = (v,), C H¢ et une application ¢ : N — N strictement croissante ; telles
que pour toute fonction y € Sy(H?);

[ W) (Vv) X (0)dv—s - Y(v) X (v)dv. (3.28)
On note
V(W) = sup{[[A°P]|2ma); ¢ € P(w)}. (3.29)

Premiére étape. On reprend la méthode utilisée dans le cas classique par P. Gérard [7],
basée sur la méthode d’exhaution de Métivier-Schochet [11]; avec v comme fonction
d’erreur. Si y(w) > 0, soit ¢ € P(w) telle que ||[A*|| 12y > @, et solent w,, et v
comme dans la formule (3.28). Alors la suite R définie par

R, (v) = wym(v) — (v, o), (3.30)

est bornée dans H*(H?), (A*R,,), est 1-oscillante, et, pour tout x € Sy(HY)

/ R (v0-0) X (0)dvs—: 0. (3.31)
Hd
Il en résulte

AW, |72 00y = 1A 220y + |A° Ryl 72510y + ©(1), (0 — +00). (3.32)

Plus généralement, supposons que, pour un entier A > 1, il existe une sous-suite w’
de w, des élements (¥, 1 < o < A, de H*(H?), des suites v, 1 < a < A, des
points de H?, tels que

a8 = (0] =g + ), (3.33)
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avec, pour tout entier B < A, pour tout v € H¢,

B

wp(v) = > ™ <(vn“’>‘1-v> + R (v), (3.34)
a=1
R®B-D
”ASID(B)HB(W) > %, (3.35)
et pour tout y € Sp(H?),
RSLB) (Ur(za)'v> X (v)dv ;= 0, 1<a<B. (3.36)

Hd

Supposons de plus que y(RE~Y) > 0. Alors le raisonnement ci-dessus appliqué a
R™® permet de définir ¢“*) ¢ H*(H?), ¢ : N — N une application strictement

croissante et v(At1) tels que
R®
A YA | gy > £l 5 ) (3.37)
et pour y € Sy(HY),
/ CRYD @AY ) X (0)dv / AW X (v)dv. (3.38)
i i
Puisque ¢“*1) n’est pas nulle, la comparaison de (3.36) et (3.37) pour B = A
entraine,
|<USZZL))71-U1(1AH)‘1@H+OO + o0, pour 1 < a < A, (3.39)
et donc
A
Wiy (V) = 3O () ) + D (D) o) + R (v), (3.40)
a=1
ott RA*Y vérifie, pour tout y € Sy(H?),
RV 0) X (v)dv—2 0; 1< a < A+1, (3.41)

Ha

(@) — 4@

(« oy 81 @ <A GATD = A+,

avec v
En combinant une récurrence et un argument d’extraction diagonale, comme dans
la démonstration du théoreme 3.1, on construit une sous-suite w'de w et des suites
(@ v{®) de profils et des coeurs telles que I'on ait (3.33), (3.34),(3.35 ) et (3.36)
pour tout entier B. Alors les propriétés (3.33), (3.34) et (3.36 ) entrainent

B
1AW, 132y = D NN | F2 ey + AR |72y + ©(1), (R — +00),  (3.42)
a=1

donc la série de terme général ||Asy(®) ||%2(Hd) est convergente. Compte tenu de (3.35),
on obtient

yRA) —— 0. (3.43)

A—s+o00
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Deuxiéme étape. Compte tenu de (3.42) et (3.43), il suffit de prouver Iestimation
(& une sous-suite pres),

2

2 _2
liszrup |l Lr@ey < € liszrup ||Aswn||£2(Hd)7(w)1 » (3.44)

pour toute suite w bornée dans H*(H%) telle que (A%w,), soit 1-oscillante.
Supposons, dans un premier temps, qu’il existe a > 0 et b > a, tels que pour tout
n €N,

A
Va € N&,  f (\)Fax =0,YA € (2|a| + d)~1CY,

ot Cf = {7 € R;a < |7| < b}. Alors w est bornée dans L?(H?) et dans L>(H?),
avec

{ wy * f =0, pour tout f € S,q(H), vérifiant

1
||wn||L2(Hd) S C;HASwnHL%Hd)a (345)

|wn || oo ey < (@, D) ||whl| L2y < (@, D) || A%wn || 2(ma).- (3.46)
En effet ; soit @ € C5°(R%) telle que @ =1 pres de ]a, b[. D’apres la proposition 2.2,
il existe g € S(HY) telle que

Q(—Aga)w, = w, * g
\ " .
comme w,, est a spectre dans la couronne C, on obtient
Wp = Wn * g

ce qui implique (3.45) et (3.46) en vertu de 'inégalité de Young.

Revenons a la recherche d'une majoration plus précise de limsup,, ., o, ||wnl| zoo(ma)
en utilisant v(w). Pour ce faire, on considere Q = {(Q(4(2m + d)|\|))men} ot Q est
la fonction introduite ci-dessus; il est clair que o = F _1(Q) est une fonction radiale
de So(HY) telle que

Wy, = Wy, * 0.

On en déduit que

Vo € HY, w, (0) = /dwn(ﬁ.v)g(v’l)dv. (3.47)
H
Par ailleurs, comme
limsup [ pe = sup limsup [wa(v,)],
n——4oo VE(Hd)N n—-+4oo

en appliquant (3.47) avec © = v, on obtient (& une sous-suite pres)
tm sup|jw, = a0, < sup{] [, o(v™ Vo (w)dv]. ¥ € P(w)} < Cla,by(w).

Comme , ,
1—-2 2
HwnHLP(Hd) < ||wn||Loop(Hd)||wn||z2(Hd)
on obtient (3.44) , avec une constante C' qui dépend de a et b. Notons que, si la
construction de la premiere étape respecte la localisation spectrale (£), il en est de
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méme pour les restes R, La proposition 3.5 est ainsi démontrée sous I’hypothese
supplementaire (£). On en déduit que

tim ([ 17, g0y = z 12, g

n

Ce qui entraine compte tenu de la remarque 1.1.b) et des equations (3.26), (3.27)

hmsupHAs '3 (W) = Z [ (Hd)-

a=1

En appliquant I'inégalité de Sobolev & chaque ¥®, on obtient

lim sup||wy[|rpgaey < ¢ limsupl|A®wy, 2 (e Sup [ A IILz )

n—-+o00 n—+00
< ctimsupl A%, 7 gy (W) 7,
n—-+00
ce qui implique l'estimation (3.44), cette fois avec une constante independante de a
et b.
Si maintenant la suite (A*w,), est simplement 1-oscillante, on obtient ’estimation
(3.44) par un simple argument d’approximation. La proposition 3.5 est complétement
démontrée. [ ]

Remarque 3.1. La démonstration ci-dessus fournit quelques propriétés supplémen-
taires de la suite R . Plus précisément on a, pour tout x € So(H?),

L BP0 0) X (0)dv 20, 1<a <A,
H

et

Y(RW) 0.

n—-+00
Fin de la démonstration du théoréme 1.1. Etant donnée une suite bornée u = (uy),
de H $(H%). On obtient, par la proposition 3.4, une sous-suite u’ de u, une suite
d’échelles h) et des suites V) bornées dans H S(Hd) h()-oscillantes. En considérant
le changement d’échelle

) 0) = (B) 7V (G, 00).

n

on se ramene au cas l-oscillant ce qui permet d’appliquer la proposition 3.5, et
ainsi fournir une sous-suite w9}, une suite (v0®),s; de cceurs de concentration
et une suite (0),5; de profils dans H*(H?). La suite de la démonstration est
semblable a celle du cas classique (voir [7]). Le résultat final s’obtient comme dans
le cas classique par une extraction diagonale.

4 Applications

Dans ce paragraphe on donne deux applications du théoreme 1.1; la premiere
application consiste a montrer que la meilleure constante de Sobolev est atteinte et
la seconde concerne ’équation des ondes sur le groupe de Heisenberg.
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4.1 Constante de Sobolev

On rappelle que la constante de Sobolev est définie par
C(s,p) = inf{||A*u|| L2 gay, [|ul| po(eay = 1}
Comme dans le cas classique, on a le résultat suivant.
Théoréme 4.1. Soit (s, p) € R? vérifiant

0cs< Llps ]
S TN Y

(¢) La constante de Sobolev C(s,p) est atteinte.
(ii) 1l existe une fonction v € HY(H?), a valeurs réelles, telle que |u|lp» = 1 et
C(p) :=C(1,p) = ||Vul|r2. De plus, u vérifie I’équation suivante

Agau + c|ulP~?u = 0; ¢ > 0.
Démonstration. Montrons (7). Soit (u,), une suite de H*(H?) vérifiant
VneN, lupller =1 et [|Aupllre ;=5 C(s,p).

En particulier (u,), est bornée dans H*(H?); donc d’aprés le théoreme 1.1, il
existe une sous-suite (u/,), une famille d’échelles (h"/) )j>1, une famille de concen-
trations (v());>; et une suite de fonctions (¢;);>; de Hs(]HId) telles que pour tout
entier [ > 1,

=i o) ¥ (B, () 0)) + 00,

z
1A oy = DA ey + 1A Z2ay + 0(1), (0 — +00),
=1

avec

0.

. !
lzrgiliopH'f}(z)HLp(Hd) [———

De plus on a en vertu de (1.10),

donc
2 > . . S
(Cls.p)” = SolA s |Fauaey + Jim Tim A7 Foge.
j=1

+o00 Nn—+00

Posons

2 1 . 02
“ = lllinoo ngrfoo ||A8Tn ||L2(Hd)’ a=0.

On a pour tout j > 1,

||77Z)j||LP(Hd)C(37p) < ||A8¢j||L2(Hd),
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donc 1

(I3 2aey) " Clo,) < (I8 )
J J
Or

105l oy < 1, Vj e N*.

En utilisant I'inégalité élémentaire (1+72)2 > (1 + Tp)% pour tout p > 2 et 7 € Ry,
on obtient

<;"wj"iP(Hd))% < <zj:H7/’jH%p(Hd))2a

donc

[un
NI

(;n@z)jnip(ﬂd))%@,p) < (SN0 ) -

j
Comme

400 %
C(s,p) = (S IAY ey + a*)
j=1
alors a = 0, et par suite il existe un unique j, € N tel que

wj = 07 \V/j 7& j0~
Il vient alors que

1
hi®)

i (0) = () (G0 (05) ),

d’out ||V, |l emay = 1 et C(s,p) = || A%V, || p2(mey. Ainsi la fonction u df 1, répond a
la question.
Pour (7i), montrons d’abord qu’on peut prendre u a valeurs réelles. Pour ce faire,

considérons u € H'(H?), tel que C(p) = ||Vul|z2 et ||ul|z» = 1. En posant u; =
Re(u) et ug = ZIm(u), on a

IVugl| 2 = Cp)luklle,  k=1,2.

En effet, si on suppose que [|[Vuy||zz > C(p)||ui||zr ou ||Vusl|z2 > C(p)||usl|r», on
trouve que

2
IVeallts + IVuslits > (C))° (Jlurl + el ).
Comme C(p) = ||Vu||z2, on obtient
1> furlfo + sl = el + el 5.

Or 1= [lullfs = [[lulllzs = [luf + u3ll 5, donc [Juf +uill g > [luill g + uill 5, ce
qui est impossible.

Soient ug € HY(HY) et v € S(H?) & valeurs réelles telles que C(p) = ||Vugl|z2 et
|luol|z» = 1, alors il existe €y > 0 tel que application

g, IV +e0l,
o+ =0
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soit définie sur | — eg,g0] et réalise un minimum en 0. De plus, elle admet le
développement limité

B(e) = (C(p))? + pe / {(C)P2Vuo. Vo — |uol”2ugv)} + ofe).

On en déduit alors que

Agaug + (C(p))P~?uoP?ug = 0.

4.2 Equation des ondes linéaire sur le groupe de Heisenberg

On va décrire dans ce paragraphe la structure générale des solutions de 1’équation
des ondes libre sur le groupe de Heisenberg, en s’inspirant de [2].
On rappelle que I’équation des ondes linéaire sur H¢ s’écrit

(€) Ot — Agau = 0,
et que si (u(0),0u(0)) = (p,9) € H'(HY) x L*(H?) alors (£) admet une unique
solution globale u € C(R, H') N CY(R, L?) vérifiant :
o 2 2
E(u(t) : = §/Hd (IVut, )2 + 9yu(t, v)[?) dv
= E(u(0),

ou E(u(t)) désigne I'énergie de u a I'instant ¢ (pour plus des détails voir [3]).
Plus précisément étant donnée (¢, ¥, ), C H(H?) x L?(HY), telles que

sup,, |V‘Pn(v)‘2 + W}n@)‘Q dv < +00,
He

limsup, oo [ (Vo) + 0n())dv 5=z 0.

(%)

On considere la suite de solutions du probleme de Cauchy

02u,, — Agau, =0
u,(0) = ¢
Dyun(0) = Py

Avant d’énoncer le résultat principal, introduisons quelques définitions.

Définition 4.1. Une onde concentrée est un triplet YW = (V, g, Z), ou V est une
solution de (£), € = (en)n est une suite de nombres réels positifs tendant vers 0
lorsque n tend vers +oo et Z = (Z,), est une suite de points dans R, x H® telle que
(1) Z, — Z lorsque n — +00.

(i) Si Zp = (tn,v,) € R x HY, alors l'une des possibilités suivantes est vraie :

tn

* — 5= tx,
En
tn

® TSR T %0
En
t"—ao

i _nﬁﬂroo °
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Définition 4.2. Deux ondes concentrées W = (V, g, Z) et W = (f/,é
dites orthogonales st,
‘tn — £n|

- + |5€;1 (’lfnil.’l]n” oo O)

|log(i—n)\ ST T oo ou (ézg et

A une onde concentrée W = (V, §,Z), on peut associer une suite des solutions de
Iéquation des ondes libre (&)

up(t,v) = 171 .V(t — tn,5€n1(vn_1.v)).

5 £
€42 n

Définition 4.3. Pour une suite des solutions u = (uy,), de l’équation (£) on définit
la fonction

fi(u) = sup{Eo(V); Jp : N — N, strictement croissante et (Z,), C RxH® telles que
uq,(n)(. + tn,’l}n.) — V}
Théoréeme 4.2. Soit (¢,), (¥,) satisfaisant (xx) et u, la solution de () avec
Un/o_g = P 8tun/t:0 = 1y, Alors il existe une sous-suite (ul, ), de (up)n, u une solu-

tion de (£) d’énergie finie et une famille d’ondes concentrées W) = (V(j), §(j),Z(j)) ,
7 > 1, telles que; pour tout Il > 1, on a

l ,
1 Lt —t0) L1
ul(t,0) = ult,v) + 3 —=—— V) (— 8ty (0) v)) + WP,

Démonstration. La preuve est une adaptation de celle donnée dans [2] concernant
le cas euclidien R3. Signalons toutefois une différence essentielle. Dans [2] les auteurs
utilisent des estimation de Strichartz du type (voir [8])

1wl Laczs) < CEo(u)'/?,

avec

1 3 1
S —+-==, b<oo.
() aTp 2 >
La condition d’admissibilité (S) autorise le choix a = b = 8 ce qui donne la petitesse
du reste dans l'espace de Strichartz L7 (L.°).

Dans notre cas, les estimations de Strichartz disponibles sont (voir [3])

[l pacrey < CEo(u)'?,

avec

1 N N 2N 2(2N - 1)
S == <p< B
(&) a+b 2 "N—-2~ "= 2N -5
Il est aisé de voir que cette condition d’admissibilité ne permet pas le choix d'un
couple (a,b = a). u
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