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CLASSES DE STEINITZ D’EXTENSIONS GALOISIENNES
RELATIVES DE DEGRI UNE PUISSANCE DE 2 ET

PROBLIME DE PLONGEMENT

BOUCHAB SODA]’GUI

ABSTRACT. Soit k un corps de nombres. L’objectif de cet article est double. D’une part, on 6tudie
l’ensemble des 616ments du groupe des classes de k qui sont r6alisables par les classes de Steinitz des
extensions galoisiennes de k qui sont mod6r6ment ramifi6es et dont le groupe de Galois est d’ordre 4
ou quaternionien d’ordre 8. D’autre part, on d6crit l’ensemble des classes de Steinitz des extensions
quadratiques (resp. biquadratiques) de k qui sont plongeables dans des extensions cycliques de degr6 4
(resp. quaternioniennes de degr6 8), sous l’hypothse de la ramification mod6r6e.

1. Introduction et nonc des principaux rsultats

Soient k un corps de nombres, Ok son anneau d’entiers, N/k une extension de
degr6 net ON son anneau d’entiers. L’anneau ON est un Ok-module sans torsion de
rang n, donc il existe un id6al I de Ok tel que ON -- O- @ I en tant que Ok-module.
La classe de I dans le groupe C1 (k) des classes de k est appel6e la classe de Steinitz
de l’extension N/k ou de l’anneau ON, et on la note Ci(Ov).

Soit F un groupe fini. On d6signe par 7(Ok) l’ensemble des 616ments c de Cl (k)
tels qu’il existe une extension N/k galoisienne, mod6rement ramifi6e, h groupe de
Galois isomorphe h F avec c C1 (ON); on dira que c est r6alisable par la classe de
Steinitz de N/k.

Lorsque F est cyclique d’ordre er, e premier impair et r >_ 1, Long ([L l], [L2]) a
montr6 que (Ok) est le sous-groupe de Cl(k) 6gal b. Wt {ct Ic W}, oa si e
est une racine primitive eieme de l’unit6, West la norme dans k(e)/k du groupe de
classes de k(e). Signalons aussi un travail r6cent de Carter [Ca], ot il montre que
7Z(Ok) est un groupe dans le cas ot F est un groupe non ab61ien d’ ordre e3, e premier
impair, et k contient les racines meme de l’unit6, ofa rn est l’exposant de F. Lorsque
F est d’ordre 2, d’aprs [FI] ou ([Soil, Th. 2.4), 7(Ok) Cl(k).

L’objectif de cet article est le suivant: d’une part, on 6tudie (Ok) lorsque F est
un 2-groupe dans les cas ot F est isomorphe h Z/2Z Z/2Z, ou Z/4Z, ou h H8
le groupe quaternionien d’ordre 8; d’autre part, on d6crit l’ensemble des classes de
Steinitz des extensions quadratiques (resp. biquadratiques) de k qui sont plongeables
dans des extensions cycliques de degr6 4 (resp. quaternioniennes de degr6 8), sous
l’hypothse de la ramification mod6r6e.

Les principaux r6sultats sont les suivants.
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THIORfME 1.1. Soit k un corps de nombres. Alors:

(i) L’ensemble des classes de Steinitz des extensions biquadratiques de k (resp.
cycliques de degrd 4 avec le nombre de classes de k impair), moddrment
ramifies, est gal au groupe CI (k).

(ii) Si le nombre de classes de k est impair alors l’ensemble des classes de Steinitz
des extensions quaternioniennes de degr 8 sur k, moddrment ramifies, est

gal au groupe C1 (k).

Remarque. Dans le cas biquadratique, le (i) est un cas particulier de [L3, Th. 3,
p. 15]. Dans le cas cyclique on peut d6duire (i) de [E, 2.6, p. 41]. Dans cet article la
preuve est diff6rente et plus courte.

THIORME 1.2. Soient k un corps de nombres et 4 une racine primitive 4ime de
’unit. Alors, l’ensemble des dlments de C1 (k) ralisablespar des classes de Steinitz

d’extensions quadratiques (resp. biquadratiques avec 4 k ou k(4)/k ramifie) K
de k, modrement ramifides, et plongeables dans des extensions N/k cycliques de
degr 4 (resp. quaternioniennes de degr 8), modrement ramifies, est un groupe
dgal gt C1 (k).

Soit A//un ordre maximal de Ok dans l’algbre semi-simple k[F] tel que Ok[F] C
A/[. Si N!k est mod6r6ment ramifi6e, h groupe de Galois isomorphe/ F, alors par
extension des scalaires on peut associer h ON une classe dans Cl(Yk4) le groupe de
classes de A/[ (cf. [F3]), on d6signe par g(A/[) le sous-ensemble de CI(Y[) form6
par de telles classes. En utilisant le lien entre les classes de Steinitz et 7(YI) lorsque
F est isomorphe ?a Z/2Z Z/2Z, on d6montre:

THIORME 1.3. Si F est isomorphe gt Z/2Z Z/2Z, alors TC(.A/I) est un groupe
isomorphe au groupe produit Cl(k) Cl(k) Cl(k).

Remarque. L’une des motivations de cet article est l’6tude de g(Ykd) lorsque
F
_

H8; ce qui justifie (en partie) l’hypothise de la ramification mod6r6e, l’int6r0,t

particulier port6 aux extensions quaternioniennes de degr6 8, et aux extensions bi-
quadratiques ou cycliques de degr6 4, ces deux dernires pouvant 0tre des sous-corps
des premieres. Pour le problme de l’6tude de g(A//) avec F quelconque, voir [Mc ],
[Mc2], [Sol], [So2]; on pourrait voir le Th6orme 1.3 comme une illustration des
m6thodes utilis6es pour 1’ aborder.

2. Pr61iminaires

Dans cette section, on donne les notations et quelques r6sultats qui seront utilis6s
pour la d6monstration des th6ormes du paragraphe 1.
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Pour tout corps de nombres F, on note OF l’anneau d’entiers de F. Sip est un
id6al premier de OF, vp d6signe la valuation en t.

Pour tout id6al premier p de OF et a F tels que vp(a) 0, () d6signe le
symbole de Legendre g6n6ralis6.

Soient v une place de F, et a, b F (a, b)v et le symbole local (de Hilbert) (cf.
[Sel], chap. XIV, cas n=2).

Soit C un cycle de k, C1 (k, C) d6signe le groupe de classes de rayon modulo C (cf.
[N ], p. 98); lorsque C Ok, on note simplement Cl (k), c’est le groupe de classes de
k; la classe d’un id6al fractionnaire I de Ok dans Cl(k, C) est not6e Cl(1). Le cycle
FIk)c or, ofa rest un plongement de k, est not6 C. On rappelle la notation de la
congruence mod* usuelle de la th6orie du corps de classes: soient le cycle C CoCI,
of Co divise C et C estun id6al entier de OF, eta F, alors a mod*(C) si et
seulement si, pour touter IC0 on act(a) > 0etpour tout PlC on a vo(a- 1) >_ vo(C).

Soit G/F une extension de degr6 fini. On note A (G/F) (resp. D(G/F), resp.
NG/F, resp. TrG/F) le discriminant relatif par rapport la forme trace (resp. la
diff6rente, resp. la norme, resp. la trace) de G/F.

La classe de Steinitz de G/F est not6e C1F (0), ou, simplement Cl(0) si aucune
confusion n’est possible.

On rappelle que G!F est dite mod6r6ment ramifi6e, ou, plus simplement, mod6-
r6e, si et seulement si, pour tout id6al premier p de O, l’indice de ramification de

13 dans GF est premier la caract6ristique du corps r6siduel O/t3; dans ce cas, si
H est un sous-corps de G qui contient F, alors les extensions G/H et H/F sont
mod6r6es.

Dans les paragraphes suivants, on ne consid6rera que le cas ofa G!F est galoisienne
et GaI(G/F) est un 2-groupe, donc G/F est mod6r6e si et seulement si les id6aux
premiers de OF au dessus de 2 ne sont pas ramifi6s dans G/F.

Soient G/F une extension galoisienne finie, ) un caract?re de GaI(G/F), f(),
G!F) d6signera le conducteur d’ Artin de X. Rappelons que la d6composition d’ Artin
du discriminant en un produit de conducteurs est: A(G/F) I-I f(), G/F)x), of
) parcourt l’ensemble des caractires irr6ductibles de GaI(G/F) (cf. [Sel], Chap. VI,
Cor. 2, p. 112).

La notion de r6solvante de Lagrange est fondamentale pour la d6monstration du
Th6orme 1.3, en voici une d6finition dans le cas qui nous int6resse" soient G!F une
extension galoisienne, ) un caractre de degr6 de GaI(G!F) et b 6 G; on appelle
r6solvante de Lagrange de bet de ) l’616ment not6 (b,)), ou (b,))G/F si l’on veut
prgciser l’extension G/F, dgfini par: (b, X) ZcrGaI(G/F) X (’-I)’(b)

Les deux propositions qui suivent seront souvent utilis6es.

PROPOSITION 2.1. Soient F, G, H des corps de nombres tels que F C G C H,
et [H G] le degrd de H/G. Alors:

(i) A(H/F)= A(G/F)IH:GING/F(A(H/G)).
(ii) .IF(OH) ,IF(OG)[H:GING/F(CIG(OH)).



50 BOUCHAB SODAGUI

Ddmonstration. Uassertion (i) est bien connue, elle r6sulte de la transitivit6 de la
diff6rente (cf. [FT], Chap. III, Prop. 2.15, p. 126). L’assertion (ii) est le Th6orme 4.1
de [FI ].

On rappel|e la proposition suivante (cf. [MS], Prop. 1.2 et [H], 39) dont la
d6monstration d6coule imm6diatement de la th6orie de Kummer, et la notion d’invariant
relatif de deux r6seaux (cf. [Se ], Chap. III, et 2).

PROPOSITION 2.2.
G-- F(/-).

Soient G/F une extension quadratique et rn E F tel que

(a) GF est modrment ramifie si et seulement si on peut choisir rn =_ mod*
(40).

(b) On suppose que GF est modMment ramifie. Alors:

(i) On peut crire d’une manikre unique rn OF I (m)2 J, o3 1 (m) est un
ideal fractionnaire de OF, et Jest un ideal entier de OF sans facteur
carrY.

(ii) On a A(G/F) J.

(iii) La classe de Steinitz de Oc est gale gt la classe de l’idal I (m)-l dans
le groupe de classes de F"

CIF(OG) Cl(l(m)-’).

3. Classes de Steinitz d’extensions biquadratiques

Dans cette section on suppose que F est isomorphe ?a Z/2Z x Z/2Z.
Soient N!k une extension galoisienne mod6r6e groupe de Galois isomorphe b,

F, et ki ! k, < < 3, ses trois sous-corps quadratiques.
Pour all6ger les notations, on pose: A A(N/k), m A(ki/k) pour tout i, <

_< 3, et (A, A2) PGCD(A, A2); C.Ik(ON) CI(ON) et Clk(Oki) -.l(Oki).
La proposition suivante pr6cise les discriminants des diff6rentes sous-extensions

de N.

PROPOSITION 3.1. Sous les hypothkses et notations pMc6dentes, on a"

(1) A AiA2A3.
(2) A3 Ai A2(Ai, A2) -2.
(3) A(N/kl) A2(AI, A2)-IOk,, A(N/k2) AI(AI, A2)-Iok2, A(N/k3)

(AI, A2)Ok..

Dmonstration. (1) Le groupe GaI(N/k) possbde trois caractres irr6ductibles
non triviaux Xi, < < 3, de degr6 qui proviennentdecaract6resdeGal(N/k)/Gal
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(N/ki) qui est isomorphe b. Gal(ki/k). Donc, la d6composition d’Artin du discri-
minant A(N/ k) est: A(N/k) I-]= f (Xi, N/k), et f ()i, N/k) f()i, ki / k)
(cf. [Sel], Chap. VI, 3, Prop. 6 (c), p. 111) ot l’on a consid6r6 ,i comme caractre
de Gal(ki / k). On a alors (1) car A f()i ki / k).

(2) Soient mi, < < 2, des 616ments de k tels que ki k(4r-7); il est
clair que k3 k(/mm2), et les extensions ki/k, < < 3, sont mod6r6es car
N/k est mod6r6e. Pour 1,2, 6crivons miOk l(mi)2Ai, alors mm20k
(I (m l) I (m2)(A, A2))2A A2(A, A2)-2; d’ o?a (2) par la Proposition 2.2 ((i) et (ii))
puisque A A2(AI, A2)-2 est un id6al entier de Ok sans facteur carr6.

(3) D’aprs le (i) de la Proposition 2.1, A ANk,/k(A(N/k)). En utilisant (1)
et (2) on obtient

(A2(A, A2)-)2 Nk,/k(A(N/k)),

par cons6quent A(N/kl) A2(A, A2)- Ok,. De la m0me manibre, on d6montre
les deux assertions qui restent.

PROPOSITION 3.2. Avec les hypothkses et notations de la Proposition 3.1, on a:

(1) Cl(Ok3) Cl(Ok,)Cl(Ok2)Cl((A, A2))-.
(2) Cl(Ou) I-I= Cl(Ok,) Cl(A A2(A, A2)-l).

Dmonstration. (1) D’ aprbs la d6monstration de (2) de la proposition pr6c6dente
et le (iii) de la Proposition 2.2, Cl(Ok.,) Cl((l(m)l(m2)(A, A2)-) et pour

1,2, Cl(l(mi)-) Cl(Oki), d’o?a (1).
(2) On a CI(ON) Cl(Ok,)2Nk,/k(Clk, (ON)) par le (ii) de la Proposition 2.1. I1

est clair que N k (V/-). Consid6rons la d6composition m20k I (m2)2 A2 et

posons (A, A2)Ok, 1 ’2, d’oO m2Ok, (I(m2)I’)2A2(A, A2)-Ok,. Comme
A(N/k) A2(A, A2)-Ok, (Proposition 3.1 (3)), CIk,(ON) Cl((l(m2)Ok,
I’)-) dans Cl(k) (Proposition 2.2 (iii)). De Nk,/k(l’) (A, A2) et Cl(Ok2)
Cl(l(m2)-) on d6duit que Nk,/k(Clk, (ON)).= Cl(Ok2)2Cl((A, A2)-). Donc,
CI(ON) Cl(Ok,)2Cl(Ok:)2Cl((A, A2)-), d’o?a la premibre 6galit6 de (2) par
(1), pour la seconde il suffit de remarquer que Cl(Oki)2 Ai.

THIORME 3.3. Soient k un corps de nombres, (c, c2, c3) E Cl(k) 3. Alors, il
existe trois extensions ki / k, < < 3, quadratiques modr6es, telles que"

(1) Pour tout i, < <3, Cl Ok ci.
(2) La compos6e des extensions ki, < < 3, est une extension Nk biquadra-

tique mod6r6e.

D6monstration. En vertu du th6orbme de densit6 g6n6ralis6 de Dirichlet (cf. [N ],
Th. 6.2, p. 131), on a les assertions suivantes.
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I1 existe un id6al premier p de Ok ne divisant pas 2Ok tel que’ ClC2C C/(p)
dans C1 (k).

Pour un tel p, il existe un id6al premier p’ de Ok ne divisant pas 4Ok tel que

(a) c-(2C.1 (p)C/(p’) dans Cl (k, 4Ok).

Pour de tels p et p’, il existe un id6al premier p" de Ok ne divisant pas 4p’ tel que

(b) c2C1 (p)C/(p") dans C1 (k, 4p’).

Les assertions (a) et (b) se traduisant de la faqon suivante: il existe ml, m2 6 k
et deux id6aux fractionnaires I (m ), I (m2) de Ok tels que

m,Ok I(m)2pp’, m =-- mod*(4Ok), etCl(I(m)-) c,
m20k l(m2)2pp’’, m2 =- mod*(4p’), etCl(l(m2)-) c2.

Les extensions ki k(v/--)/k, < < 2, sont quadratiques, en effet, vp(mi)
mod(2), par suite les mi ne peuvent 0.tre des carr6s dans k. Grace ?a la Propo-

sition 2.2, on voit qu’.elles sont mod6r6es, de discriminants respectifs
d’ot k - k2 car p’ p", et de classes de Steinitz respectives c et c2. La com-
pos6e N kk2/k est donc une extension biquadratique mod6r6e; soit k3/k sa
troisibme sous-extension quadratique, le (1) de la Proposition 3.2 nous affirme que
Cl(Ok3) Cl(Ok,)Cl(Ok2)Cl(p)-, d’o?a Cl(Ok3) cc2Cl(p)- 6gale ?a c3. Ce qui
achbve la d6monstration du th6orme.

Dmonstration de l’assertion (i) du Thorkme 1.1 dans le cas biquadratique.
Soit c Cl (k). Sous les hypotheses et notations du Th6or6me 3.3 pr6c6dent, posons
c c, c2 c3 1; soit N!k l’extension biquadratique mod6r6e obtenue h la fin
de sa d6monstration, alors CI(ON) c par le (2) de la Proposition 3.2; d’oa le (i) du
Th6orme 1.1.

Ddmonstration du Thdorkme 1.3. On utilise les hypoth6ses et les notations du
Th6orbme 1.3.

Le groupe F 6tant isomorphe b. Z/2Z Z/2Z, la d6composition de 1’ algbre semi-
simple k[F] en un produit d’algbbres simples est k[F] k k x k x k, par suite
Cl(Jl) Cl(k) x Cl(k) x Cl(k) x Cl(k).

D’aprbs Fr6hlich ([F3], Th. 4 et Chap. I, note [4], pp. 50-51), la classe de ON
dans Cl(J4) a pour composantes dans Cl(k) Cl(k) Cl(k) x Cl(k), les classes des
id6aux fractionnaires (ON, Xi)N/k(a, Xi)vk de Ok, 0 < < 3, o?a X0 est le caractre
trivial de Gal(N!k), les Xi, < < 3, sont les caractres non triviaux de degr6 de
Gal(N/k) cit6s dans la d6monstration du (I) de la Proposition 3.1, et a est une base
du k[F]-module N.
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En utilisant simplement la d6finition des r6solvantes de Lagrange (cf. {}2), on
obtient:

Sii 0, (ON, XO)N/<a, X0) (TrN/(ON))(a, XO).
Sii= 1,2ou3,

(ON, Xi)N/k<a, Xi)Vk <Tr/,(O1v), Xi)ki/k<TrN/k,(a), Xi)k-k

o0, dans le deuxime membre de cette 6galit6, Xi est consid6r6 comme caractre de
Gal(ki/k).

On a (TrN/k(ON)) Ok et (TrN/k,(ON)) Ok; car N/k et les N/ki sont
,!mod6r6es (cf. [FT], Th. 26, p. 140). I1 est clair que TrN/k,(a) a est une base

du k[Gal(ki / k)]-module ki.
D’aprs [Sol] (Th. 2.2 et Th. 2.3, cas 2) et la Proposition 2.2, la classe de

-1(Oki, Xi)ki/k(ai, Xi)k/k est la classe de Steinitz de l’extension ki/k.
Le Th6orme 1.3 est donc une cons6quence du Th6orime 3.3.

4. Classes de Steinitz d’extensions cycliques de degr 4

Dans ce paragraphe on suppose que I" est isomorphe Z/4Z.

PROPOSITION 4.1. Soient N/k une extension cyclique de degr 4, modgrement

ramifide, K/k son unique sous-extension quadratique. Alors

(1) A(N/k) A(K/k)3j2, oft Jest un ideal entier de Ok sans facteur carr6 et
est premier gt A(K/ k).

Plus pr(icisment, on a

(2) A(N/K) D(K/k)JOK.

Dmonstration. (1) Le groupe Gal(N/k) posside deux classes de conjugaison
de caract6res irr6ductibles non triviaux, de degr6 1, qui sont repr6sent6es par un
caractire X (d’ordre 2) qui provient de GaI(N/k)/Gal(N/K), et un caractre X2
(d’ordre 4). La d6composition d’Artin du discriminant de N/k est A(N/k)
f(x, N/k)f(x2, N/k)2. Soient pun id6al premier de Ok, un id6al premier de
ON au dessus de p, et e(q3/p) l’indice de ramification de q3 dans N/k; comme N/k
et mod6r6e, vop(7)(N/k)) e(q3/p) (cf. [FT], Th. 26, p. 140), l’extension N/k
6tant galoisienne de degr6 4, on en d6duit que vp (A(N/k)) 0, 2 ou 3. Supposons
que p soit ramifi6 dans N/k; si p est ramifi6 dans K/k alors vp(A(N/k)) +
2vp(f(x2, N/k)), donc vp(A(N/k)) 3 et vp(f(x2, N/k)) 1; sip n’est pas
ramifi6 dans K/k, vp(A(N/k)) 2vp(f(x2, N/k)), d’o0 vv(f(x2, N/k)) 1.
Done on a (l).
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(2) En vertu de (1) de la Proposition 2.1, A(N/k) A(K/k)2Nr/k(A(N/K)),
d’o A(K/k)J2 Nr/k(A(N/K)) d’aprs (l). Donc Nr/k(79(K/k)J) Nr,/k
(A(N/K)), par suite A(N/K) D(K/k)J.

PROPOSITION 4.2. Avec les hypothkses et les notations de la Proposition 4.1, on
a Clk(ON) Clk(Otc)3Cl(J).

Dmonstration. On a Clk(ON) Clk(Or)2Nr/k(Clr(ON)) par le (ii) de la
Proposition 2.1. Montrons que Nr/k(Clr(Ou)) Cl(J)Clk(Or), ce qui donne la
proposition. Soient M 6 K, rn 6 k tels que K k(/-) et N K(,-). I1 est
facile de v6rifier que N/k est cyclique de degr6 4 si et seulement s’il existe x 6 k
tel que Nr/k(M) mx2. En utilisant la Proposition 2.2 et le (2) de la proposition
pr6c6dente, on peut poser

mOk l(m)2A(K/k) et MOt I(M)2D(K/k)J.

On a alors

Nr/k(MOr) (JNr/k(I(M)))2A(K/k)
(x I(m))2A(K/k).

Par cons6quent JNr/k(l (M)) xl (m), il en r6sulte ce qu’on veut montrer puisque
CI(I(M)-I) CIr(ON) etCl(l(m)-) Clk(Or).

Dmonstration du Thorkme 1.2 (dans le cas des extensions quadratiques
plongeables dans les cycliques de degr 4). Soit c Cl(k). On considre le cycle
C C40k. Par le th6orme de densit6 g6n6ralis6 de Dirichlet (cf. IN ]), il existe
rn 6 k, p un id6al premier de Ok ne divisant pas 2 Ok, et I (m) un id6al fractionnaire
de Ok tels que mOk l(m)2p, rn mod*(C), et c Cl(l(m)-).

Soit K k(/-), il est clair que K/k est quadratique mod6r6e. I1 est bien connu
que K/k est plongeable dans une extension cyclique de degr6 4 sur k si et seulement
si pour toute place v de k, (- 1, m)v (condition 6quivalente ?a rn est somme de
deux carr6s dans k).

Dans la suite, on utilisera les propri6t6s des symboles locaux (cf. [Se ], Chap. XIV
et p. 237) pour montrer que pour toute place v de k, (- 1, m)v 1.

Soit v une place archim6dienne de k; si v est complexe, (-1, m)v par
d6finition; si v est r6elle, (- 1, m)v car m est totalement positif par la congruence
qu’il v6rifie.

Soit c p’ une place non archim6dienne de k; sip’ est au dessus de 2, et e son indice
ramification absolu, la congruence que v6rifie rn entrane vp, (m > v(4Ok) 2e,
donc il existe a 6 Z tel que (-1, m) (-l)"op’(-t) (cf. [Sell, Prop. 6, p. 237)
d’ot (-1, m) 1; si p’ n’est pas au dessus de 2 et p’ p, (-1, m) car

re(m) =- 0 mod(2); pour la place p on a (- 1, m)p par la formule du produit.
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On conclut que K! k est plongeable dans une extension N/k cyclique de degr6 4,
que l’on peut choisir mod6r6e par le Th6orme 6.6 de [N2]. D’ot le Th6orme 1.2
puisque c Clk(OK).

Dmonstration de (i) du thorkme 1.1 dans le cas or) I"
_

Z/4Z. Soient k un
corps de nombres, c Cl(k). Le Th6orime 1.2 nous affirme l’existence d’une
extension K/k quadratique mod6r6e, plongeable dans une extension cyclique N/k
de degr6 4, mod6r6e et telle que Clk(Ol) c. En vertu de la Proposition 4.1,
A(N/k) A(K/k)3j2. On consid6re c2Cl(J); elle est un carr6 puisque le nom-
bre de classes de k est impair. Choisissons un id6al I premier 4Ok et tel que
12 C2Cl(J). Grace au th6orme de densit6 de Dirichlet dans Cl(k, 4Ok), il existe
un id6al premier p de Ok ne divisant pas A(N/k) et m 6 k tels que

re’Ok 12p, m’ =-- mod*(4Ok).

Alors C/(p) c-2Cl(J)-1. Ecrivons l(m’) I.
L’extension k(/’-7)/k est quadratique, mod6r6e et est arithm6tiquement dis-

jointe de N/k. Soit M 6 K tel que N K(4’-). Par des consid6rations
616mentaires de la th6orie des groupes, la compos6e de Net k(-7) contient une
extension N’/k cyclique de degr6 4 avec N’ K(4’Mm’). Comme MO/
I(M)2D(K/k)J, Mm’O (l(M)l(m’))2D(K/k)Jp. Mais N’/k est mod6r6e
(car N(-7)/k est mod6r6e), donc N’/K l’est aussi et par suite A(N’/K)
D(K/k)Jp par le (ii) de la Proposition 2.2. Le (1) de la Proposition 4.1 nous donne
A(N’/k) A(K/k)3(Jp)2, d’o?a Clk(Ou,) Clk(Otc)3Cl(J)Cl(p) en vertu de la
Proposition 4.2. On en d6duit que Clk(Ou,) c3Cl(J)c-2Cl(J)-l c. Ce qui
achbve la d6monstration.

5. Classes de Steinitz d’extensions quaternioniennes de degr 8

Dans cette section, il s’agit du cas ot 1" est isomorphe au groupe quaternionien
d’ordre 8.

PROPOSITION 5.1. Soient N/ k une extension galoisienne mod(re dont le groupe
de Galois est isomorphe au groupe quaternionien d’ordre 8, K/ k sa sous-extension
biquadratique. Alors

(1) A(N/k) A(K/k)3J4, oft J est un ideal entier de Ok, sansfacteur carr6 et

premier gt A(K/k)

Plus pr6cisement on a

(2) A(N/K) D(K/k)J 01.
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Dmonstration. (1) Soit p un id6al premier de Ok qu’on suppose ramifi6 dans
N. Soient ki/k, _< _< 3, les sous-extensions quadratiques de K. Si p est ramifi6
dans K, il est non ramifi6 dans l’une des extensions ki en vertu de la Proposition 3.1,
supposons par exemple que c’est k; soit ,]3 un id6al premier de Ok, au dessus de p,
comme q3 est ramifi6 dans K/kl et N/k est cyclique on a vq3(A(N/k)) 3 par la
Proposition 4.1, par suite op(A(N/k)) 6 par le (i) de la Proposition 2.1. Sip n’est
pas ramifi6 dans K, alors il est ramifi6 seulement dans N/K, donc vq3(A(N/kl)) 2
grace ?a la Proposition 4.1, et comme ci-dessus vp(A(N/k)) 4. On conclut qu’on
a (1) puisque d’ aprils le (1) et (2) de la Proposition 3.1, sip est ramfi6 dans K/ k alors
vo(A(K/k)) 2.

(2) En utilisant 1’ assertion et le (i) de la Proposition 2.1 on obtient A(K/ k) j4
NI,:/k(A(N/K)). Comme Ntc/k(D(K/k)J) A(K/k)J4, on a (2).

Remarque. On garde les mmes hypotheses et notations que ci-dessus. Le
groupe Gal(N/k) poss6de trois caractires irr6ductibles Xi, < < 3, de degr6
non triviaux qui proviennent de Gal(N/k)/Gal(N/ki), et un caract6re X de degr6

2 h valeurs r6elles (qui est induit par un caractire de degr6 d’ordre 4 d’un sous-
groupe cyclique d’ordre 4 de GaI(N/k)) (pour voir tout ceci, on utilise [Se2]). Donc
A(N/k) (H/3=I f (xi, N/k))f(x, N/k)2. D’autre part A(N/k) A(g/k)3j4,
f(xi, N/k). A(ki/k) et A(K/k) I-I=l A(ki/k). On en d6duit que

f(x, N/k) (A(K/k)j2)2,

d’oh le Th6orme de [Se3] dans le cas mod6r6" f(x, N/k) est le carr6 d’un id6al
de Ok (dans les notations de [Se3], dans notre cas on v6rifie que 3x est trivial).

PROPOSITION 5.2. Sous les hypothkses et notations de la Proposition 5.1, on a
Clk(ON) Clk(OK)3Cl(J)2.

Dmonstration. En vertu de la Proposition 2.2, Clk(Ou) Clk(Or)2Nr/k(Clr
(Ou)); il suffit donc de montrer que NK/k(Clr(Ou)) Clk(OK)Cl(J)2 pour que
l’on ait la proposition. Soient M K, mi 6 k, < < 3, tels que N K(f) et

ki k (qc-,) / k soient les trois sous-extensions quadratiques de K. Posons MOr
I(M)2A(N/K), oh l’on aClr(Ou) Cl(l(M)-I), et Ai A(ki/k). On a

N:/k(M)Ok (Nr,/k(l (M)) A A2(AI, A2)-l j2)2,

car NK/k(A(N/K)) A(K/k)J4 (Prop. 5.1, (2)), et A(K/k) (AA2(A,
A2)-)2 (Prop. 3.1, (1)et (2)). D’ autre part, en utilisant le fait que N/k est galoisienne
et les extensions N! ki sont cycliques de degr6 4, on obtient que il existe x 6 k tel
que Nr/k, (M) m2x2, d’oh N/k(M) (m2Nk,/k(x))2. Donc, m2Nk,/k(x)Ok
Nl/k(l (M))A A2(AI, A2)-1 j2. Comme Cl(A A2(AI, A2) -I) Clk(Ot) (le (2)
de la Prop. 3.2), CI(NK/k(I(M)-)) Clk(Ot)CI(J) N:/kCltc(ON).
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THIORME 5.3. Soit k un corps de nombres. On suppose 4 - k ou k(4)/k
ramifie. Alors, pour tout (cl, c2, c3) E Cl(k)3, il existe trois extensions ki/k, <
< 3, quadratiques modres, telles que pour tout i, < < 3, Clk(Oki) ci,

et la compose des ki / k est une extension K/k biquadratique modre, plongeable
dans une extension N/ k quaternionienne de degr 8 modre.

Dmonstration. L’extension k(4)/k est contenue dans le corps de classes de
rayon modulo C40k, donc Gal(k(4)/k)

_
Cl(k, C40k)/W*, oh W* Nk(4)/k

(C/(k(4), C40k(4))). Comme k(n)/k est ramifi6e ou bien 4 k, Nk(4)/k(C,l(k
(4))) Cl(k) (cf. [Wa, Th. 10.1, p. 185]). D’oh une surjection de W* sur Cl(k)
d’aprbs les surjections canoniques de Cl(k, C40k) sur Cl(k) et W* sur
(CI (k(4))).

Soient (cl, c2, c3) 6 Cl(k)3,punid6alpremierde Ok tel que C/ (p) 6 W* etC/(p)
cc2c. Soit Ii un id6al fractionnaire de Ok dans c- avec Cl(l) Cl(k, C40k),
alors CI(I)2 W*, par suite Cl(12p)- W*. Soit Pl un id6al premier de Ok
ne divisant pas 2p tel que C/(Pl) CI(IP)- dans Cl(k, C40k). Alors, il existe

ml ktelquemlOk=Ipp,m-= lmod*(C4Ok). De plus lcar

est dcompos dans k(4)/k lorsque cette demire est ramifie puisque Cl() W*,
et c’est vident si 4 k.

L’extension k(/-m)/k tant contenue dans le corps de classes de rayon mod-
ulo C4pp, on a Gal(k(/’ml)/k) Cl(k, C4pp)/W**, oh W**
(Cl(k(/-ml), C4pp)). Elle est ramifi6e en p, par suite elle n’est pas contenue
dans le corps de classes de rayon modulo C4p, d’oh Nkcz-)/k(Cl(k(/’m),
C4p)) Cl(k, C4p) par un argument similaire ?a celui de [Wa, Th. 10.1,
p. 400]. On en d6duit une surjection de W** sur Cl(k, C4p) d’aprbs les surjections
canoniquesdeCl(k, C4pp) surCl(k, C4p)et W** sur Nku:-)/k(Cl(k(/ml),
C4pl)).

Choisissons un id6al premier q de Ok tel que Cl(q) W** et CI(p) Cl(q) dans
Cl(k, C4p). Soit a E k tel que pq- aOk, oh a mod*(C4p). Soit I un
id6al fractionnaire de Ok premier 4ppl avec CI(I) c, alors CI(I) W**.
Soit pe un id6al premier de Ok ne divisant pas mOk et tel que Cl(p) Cl(lq)-
dans W**, i.e., il existe b k tel que bOk lqpe et b -= mod*(C4pp). Posons

m ab, alors mOk Ipp et m --- mod*(C4p). De plus
puisque Cl(p) W**.

On considre K k(-m-, -). On vritie sans peine que l’extension K/k
est biquadratique modre. Montrons que K/k est plongeable dans une extension
quatemionienne de degr 8 sur k, ce qui quivaut par [Wil : pour toute place v de k,

(*) (--1, ml)v(--l, m2)v(m, m2)v

Pour les places archim6diennes et celles au dessus de 2, la mme m6thode que
celle de la d6monstration du Th6orime 1.2 au 4 montre que (.) est bien v6rifi6e.
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Sip’ est un id6al premier de Ok qui n’est pas au dessus de 2 et est diff6rent de
P, Pl, Pe, alors on a (,) car v(m) et vp,(m2) sont paires.

Sip’ p alors, (-l, m) car (,) 1, (-l, me)p, car vo, (mE) 0, et
(mr, me) car par la congruence que v6rifie me on a vo, (me) 0 et la classe de
me .dans le corps r6siduel est 6gal I. Donc on a (,).

Supposons p’ 02. Alors, (-l, m),, car vpe(m) 0, (-l,me)o,
(- I)(N’/Q(P2)-I)/2 car Vp2 (me) est impaire, (m I, me)p, ---(N,/Q(pe)-1)/2 car Vp2 (m)
0 et ofa -7 est la classe de m dans le corps r6siduel. Donc (,) est v6rifi6e si et seule-
(Nt,/Q(p2)- /2ment si -m or cette 6galit6 est 6quivalente l’assertion (-m)

P2
par d6finition du symbole de Legendre g6n6ralis6, mais cette demiire est v6rifi6e par
le choix fait au d6but, donc on a (,).

Pour la place p, (,) est vraie par la formule du produit. On conclut que K/k est
plongeable dans une extension N/k quatemionienne de degr6 8, que 1’on peut choisir
mod6r6e par le Th6orme 6.6 de IN2].

Une cons6quence imm6diate du Th6orb.me 5.3 est le corollaire suivant.

COROLLAIRE 5.4. Sous l’hypothkse du Thdorkme 5.3, l’ensemble des dldments de
C1 (k) rdalisablespardes classes de Steinitz d’extensions quadratiques de k, moddrdes,
et plongeables dans des extensions quaternioniennes de degrd 8 sur k, moddrdes, est

dgal au groupe Cl(k).

Remarque. Pour la preuve du Corollaire 5.4 sans l’hypothb.se du Th6orime 5.3
voir le Th6orb.me 1.1 de [MS].

Ddmonstration du Thdorkme 1.2 (dans le cas des extensions biquadratiques
plongeables dans des extensions quaternioniennes de degrd 8) Soit c C1 (k). Dans
les notations du Th6orb.me 5.3, posons c c, c2 c3 1, alors Clk(Or)
cc2c3 c, par le (2)de la Proposition 3.2. Comme K!k est biquadratique, mod6r6e,
plongeable dans une extension quatemionienne mod6r6e de degr6 8 sur k, on a termin6
la preuve du Th6orme 1.2.

Ddmonstration de (ii)du Thdorkme 1.1. Soient k un corps de nombres dont le
nombre de classes est impair (donc l’hypothb.se du Th6orime 5.3 est v6rifi6e), c 6

C1 (k). Sous les notations du Th6orme 5.3 et d’ aprils la d6monstration du Th6orme 1.2
ci-dessus, on a que il existe N/k quatemionienne mod6r6e contenant K, etClk (Or)
c. Par la Proposition 5.1, A(N/k) A(K/k)3j4. La classe (cCl(J))- est un carr6
donc (comme dans la preuve de (i) du Th6or6me 1.1 dans le cas of I" Z/4Z) peut
0.tre consid6r6e comme la classe du discriminant d’une extension k(,/-)/k quadra-
tique mod6r6e, qu’on peut supposer en plus arithm6tiquement disjointe de N. Soit
M 6 K tel que N K(-). Par des consid6rations 616mentaires de la th6orie des
groupes, la compose6 de Netk(V/-) contient une extension N’/ k, quaternionienne de
degr6 8, et telle que N’ K(/Mm). I1 est clair que N’/k est mod6r6e. Si MOt
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I(M)2D(K/k)J et mOk l(m)2A(k(/--)/k), alors mMOr (l(M)l(m))2

D(K/k)JA(k(C-)/k), ot D(K/k)JA(k(r-)/k) est sans facteur earr6 donc 6gal
?a A(N’/K) car N’/K est mod6r6e (Proposition 2.2). Par suite

A(N’/k) A(K/k)3(jA(k(.q/--)/k))4 (Proposition 5.1) et

Clk(Ou,) Clk(Or)3(Cl(J)Cl(A(k(qr-)/k))2 (Proposition 5.2)
c3(Cl(J)(cCl(J))-l)2 c.

Donc on ale (ii) du Th6orme 1.1.
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