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CLASSES DE STEINITZ D’EXTENSIONS GALOISIENNES
RELATIVES DE DEGRE UNE PUISSANCE DE 2 ET
PROBLEME DE PLONGEMENT

BOUCHAIB SODAIGUI

ABSTRACT. Soit k un corps de nombres. L’objectif de cet article est double. D’une part, on étudie
I’ensemble des éléments du groupe des classes de k qui sont réalisables par les classes de Steinitz des
extensions galoisiennes de k qui sont modérément ramifiées et dont le groupe de Galois est d’ordre 4
ou quaternionien d’ordre 8. D’autre part, on décrit ’ensemble des classes de Steinitz des extensions
quadratiques (resp. biquadratiques) de k qui sont plongeables dans des extensions cycliques de degré 4
(resp. quaternioniennes de degré 8), sous 1"hypothese de la ramification modérée.

1. Introduction et énoncé des principaux résultats

Soient k un corps de nombres, O, son anneau d’entiers, N/k une extension de
degré n et Oy son anneau d’entiers. L’anneau Oy est un Ox-module sans torsion de
rang n, donc il existe un idéal I de Oy tel que Oy =~ 0,'("I @ I en tant que Ox-module.
La classe de I dans le groupe Cl(k) des classes de k est appelée la classe de Steinitz
de I’extension N/k ou de I’anneau Oy, et on la note C/(Oy).

Soit I' un groupe fini. On désigne par R(Ox) I’ensemble des éléments ¢ de Cl (k)
tels qu’il existe une extension N/k galoisienne, modérement ramifiée, a groupe de
Galois isomorphe a I" avec ¢ = CI(Oy); on dira que c est réalisable par la classe de
Steinitz de N /k.

Lorsque I" est cyclique d’ordre £7, £ premier impair et r > 1, Long ([L1], [L2]) a
montré que R(Oy) est le sous-groupe de Cl(k) égal a W5 = {ct;z' |c € W}, ousiéy
est une racine primitive £'°™ de I’unité, W est la norme dans k(&;)/k du groupe de
classes de k(&;). Signalons aussi un travail récent de Carter [Ca], ou il montre que
R(Oy) est un groupe dans le cas ol " est un groupe non abélien d’ordre £3, £ premier
impair, et k contient les racines m'*™® de I’unité, ol m est I’exposant de I'. Lorsque
I est d’ordre 2, d’apres [F1] ou ([Sol], Th. 2.4), R(Oy) = Cl(k).

L’ objectif de cet article est le suivant: d’une part, on étudie R(Oy) lorsque I est
un 2-groupe dans les cas o I' est isomorphe a Z/2Z x Z/2Z, ou Z/4Z, ou a Hg
le groupe quaternionien d’ordre 8; d’autre part, on décrit I’ensemble des classes de
Steinitz des extensions quadratiques (resp. biquadratiques) de k qui sont plongeables
dans des extensions cycliques de degré 4 (resp. quaternioniennes de degré 8), sous
I’hypothese de la ramification modérée.

Les principaux résultats sont les suivants.
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THEOREME 1.1.  Soit k un corps de nombres. Alors:

(i) L’ensemble des classes de Steinitz des extensions biquadratiques de k (resp.
cycliques de degré 4 avec le nombre de classes de k impair), modérément
ramifiées, est égal au groupe Cl(k).

(i) Sile nombre de classes de k est impair alors I’ensemble des classes de Steinitz
des extensions quaternioniennes de degré 8 sur k, modérément ramifiées, est
égal au groupe Cl (k).

~ Remarque. Dans le cas biquadratique, le (i) est un cas particulier de [L3, Th. 3,
p. 15]. Dans le cas cyclique on peut déduire (i) de [E, 2.6, p. 41]. Dans cet article la
preuve est différente et plus courte.

THEOREME 1.2.  Soient k un corps de nombres et &4 une racine primitive 4ieme g,
lunité. Alors, I’ensemble des éléments de Cl (k) réalisables par des classes de Steinitz
d’extensions quadratiques (resp. biquadratiques avec &4 € k ou k(&4)/ k ramifiée) K
de k, modérement ramifiées, et plongeables dans des extensions N |k cycliques de

degré 4 (resp. quaternioniennes de degré 8), modérement ramifiées, est un groupe
égal a Cl(k).

Soit M un ordre maximal de Oy dans I’algébre semi-simple k[I"] tel que Ox[I'] C
M. Si N/k est modérément ramifiée, a groupe de Galois isomorphe a I', alors par
extension des scalaires on peut associer 2 Oy une classe dans CI/(M) le groupe de
classes de M (cf. [F3]), on désigne par R(M) le sous-ensemble de Cl/(M) formé
par de telles classes. En utilisant le lien entre les classes de Steinitz et R (M) lorsque
I" est isomorphe a Z/2Z x 7 /2Z, on démontre:

THEOREME 1.3.  SiT est isomorphe a 7,/27 x 7./ 27, alors R(M) est un groupe
isomorphe au groupe produit Cl(k) x Cl(k) x Cl(k).

Remarque. L’une des motivations de cet article est I’étude de R(M) lorsque
I' >~ Hjg; ce qui justifie (en partie) I’hypothése de la ramification modérée, I’ intérét
particulier porté aux extensions quaternioniennes de degré 8, et aux extensions bi-
quadratiques ou cycliques de degré 4, ces deux dernieres pouvant étre des sous-corps
des premieres. Pour le probléeme de I’étude de R (M) avec I" quelconque, voir [Mcl],
[Mc2], [Sol], [So2]; on pourrait voir le Théoréme 1.3 comme une illustration des
méthodes utilisées pour 1’aborder.

2. Préliminaires

Dans cette section, on donne les notations et quelques résultats qui seront utilisés
pour la démonstration des théorémes du paragraphe 1.
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Pour tout corps de nombres F, on note O I’anneau d’entiers de F. Si p est un
idéal premier de OF, v, désigne la valuation en p.

Pour tout idéal premier p de Of et a € F* tels que vp(a) = 0, (%) désigne le
symbole de Legendre généralisé.

Soient v une place de F,eta, b € F*, (a, b), et le symbole local (de Hilbert) (cf.
[Sel], chap. XIV, cas n=2).

Soit C uncycle de k, Cl(k, C) désigne le groupe de classes de rayon modulo C (cf.
[N1], p. 98); lorsque C = Oy, on note simplement Cl(k), c’est le groupe de classes de
k; la classe d’un idéal fractionnaire I de Oy dans Cl(k, C) est notée CI(I). Le cycle
[1ow&cr @ ol o est un plongement de k, est noté Coo. On rappelle la notation de la
congruence mod* usuelle de la théorie du corps de classes: soient le cycle C = CoC,
ol Cy divise C, et C estun idéal entier de Of,eta € F*,alorsa = 1 mod*(C) si et
seulement si, pour touto |Coonao(a) > Oetpourtoutp|Cyonavy(a—1) > vy(Cy).

Soit G/F une extension de degré fini. On note A(G/F) (resp. D(G/F), resp.
Ng,r, resp. Trg,r) le discriminant relatif par rapport a la forme trace (resp. la
différente, resp. la norme, resp. la trace) de G/ F.

Laclasse de Steinitz de G/ F estnotée Cl r(Og), ou, simplement C/(Og) si aucune
confusion n’est possible.

On rappelle que G/ F est dite modérément ramifiée, ou, plus simplement, modé-
rée, si et seulement si, pour tout idéal premier p de Og, I'indice de ramification de
p dans G/ F est premier a la caractéristique du corps résiduel O /p; dans ce cas, si
H est un sous-corps de G qui contient F, alors les extensions G/H et H/F sont
modérées.

Dans les paragraphes suivants, on ne considérera que le cas o G/ F est galoisienne
et Gal(G/F) est un 2-groupe, donc G/ F est modérée si et seulement si les idéaux
premiers de Of au dessus de 2 ne sont pas ramifiés dans G/ F.

Soient G/ F une extension galoisienne finie, x un caractére de Gal(G/F), f(x,
G/ F) désignera le conducteur d’ Artin de x. Rappelons que la décomposition d’ Artin
du discriminant en un produit de conducteurs est: A(G/F) =[] f(x, G/F)*'", ou
x parcourt I’ensemble des caracteres irréductibles de Gal(G/ F') (cf. [Sel], Chap. VI,
Cor. 2, p. 112).

La notion de résolvante de Lagrange est fondamentale pour la démonstration du
Théoréme 1.3, en voici une définition dans le cas qui nous intéresse: soient G/ F une
extension galoisienne, x un caractere de degré 1 de Gal(G/F) et b € G; on appelle
résolvante de Lagrange de b et de x I’élément noté (b, x), ou (b, x)g,r si I’on veut
préciser I’extension G/ F, défini par: (b, x) = Z”GGM(G/F) x(@ o ().

Les deux propositions qui suivent seront souvent utilisées.

PROPOSITION 2.1.  Soient F, G, H des corps de nombres tels que F C G C H,
et[H: G)ledegré de H/G. Alors:

(i) A(H/F) = A(G/F)WSING,r(A(H/G)).
(i) Clp(Op) = Clp(06) O NG, F(Clg(On)).
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Démonstration. L’assertion (i) est bien connue, elle résulte de la transitivité de la
différente (cf. [FT], Chap. III, Prop. 2.15, p. 126). L’assertion (ii) est le Théoreme 4.1
de [F1].

On rappelle la proposition suivante (cf. [MS], Prop. 1.2 et [H], §39) dont la
démonstration découle immédiatement de la théorie de Kummer, et la notion d’invariant
relatif de deux réseaux (cf. [Sel], Chap. III, §1 et §2).

PROPOSITION 2.2. Soient G/F une extension quadratique et m € F tel que
G = F(Jm).

(a) G/F est modérément ramifiée si et seulement si on peut choisir m = | mod*
40y).
(b) On suppose que G/ F est modérément ramifiée. Alors:

(i) On peut écrire d’une maniére unique mOp = I(m)>J, on I(m) est un
idéal fractionnaire de OF, et J est un idéal entier de Of sans facteur
carré.

(ii) Ona A(G/F) = J.

(iii) La classe de Steinitz de O est égale a la classe de I’idéal I (m)~" dans
le groupe de classes de F:

Clr(Og) = Cl(I (m)™Y).

3. Classes de Steinitz d’extensions biquadratiques

Dans cette section on suppose que I'" est isomorphe & Z/2Z x Z/27Z.

Soient N/k une extension galoisienne modérée a groupe de Galois isomorphe a
I,etk;/k, 1 <i <3, ses trois sous-corps quadratiques.

Pour alléger les notations, on pose: A = A(N/k), A; = A(k;/k) pourtouti, | <
i <3,et (A}, Ay)) = PGCD(AL, A2); Cli(Op) =CI(Op) et Clk(Ok,) = Cl(Ok,.).

La proposition suivante précise les discriminants des différentes sous-extensions
de N.

PROPOSITION 3.1.  Sous les hypotheses et notations précédentes, on a:

(1) A=A AA;.

(2) Az = A1A (AL, A2

(3) A(N/ky) = Ay(A1, A2) 'Ok, A(N/k2) = A(Ay, A2) ™' Oy, A(N/k3) =
(Ay, A2)Oy,.

Démonstration. (1) Le groupe Gal(N /k) possede trois caracteres irréductibles
non triviaux x;, 1 <i < 3,dedegré 1 qui proviennent de caractéres de Gal(N/k)/Gal
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(N/ki) qui est isomorphe a Gal(k;/k). Donc, la décomposition d’Artin du discri-
minant A(N/k) est: ANN/K) = [T7_, f(xi, N/K), et f(xi, N/k) = f(xir ki/ k)
(cf. [Sel], Chap. VI, §3, Prop. 6 (c), p. 111) ot I’on a considéré x; comme caractére
de Gal(k;/k). On a alors (1) car A; = f(x;, ki/ k).

(2) Soient m;, 1 < i < 2, des éléments de k tels que k; = k(/m;); il est
clair que k3 = k(/mm3y), et les extensions k; /k, | < i < 3, sont modérées car
N/k est modérée. Pour i = 1,2, écrivons m; Oy = I(m;)?*A;, alors mm, 0y =
(I(m)I(my) (A1, A2)2A1A2(Ay, Ay)~2; d’oti (2) par la Proposition 2.2 ((i) et (ii))
puisque AjAz(A}, A)~2 est un idéal entier de Oy sans facteur carré.

(3) D’apres le (i) de la Proposition 2.1, A = A%Nkl/k(A(N/kQ). En utilisant (1)
et (2) on obtient

(A2(A1, AN = Ny k(AN /ky)),

par conséquent A(N/ky) = Ay(Ay, Ay)~! Oy,. De la méme maniére, on démontre
les deux assertions qui restent.

PROPOSITION 3.2.  Avec les hypothéses et notations de la Proposition 3.1, on a:

(1) CL(Oy,) = CL(O,)CL(O,)CL((A}, M)~
() ClON) =TT, Cl(Oy) = CI(A Ay (A, Ay)7Y).

Démonstration. (1) D’apres la démonstration de (2) de la proposition précédente
et le (iii) de la Proposition 2.2, CI(O,) = CI((I (m )] (m2)(Ay, A;)™") et pour
i=1,2,Cl(I(m;)~") = Cl(Oy,), d’ot (1).

2)On aCl(Oy) = Cl(Ok,)sz,/k(Clk, (Op)) par le (ii) de la Proposition 2.1. 11
est clair que N = k;(,/m3). Considérons la décomposition m, Oy = I(m;)*A; et
posons (A], Az)Ok, = 1/2, d’oul mZOk‘ = (I(mz)l/)2A2(A|, Az)"Ok,. Comme
A(N/ky) = Ax(Ay, Ay)7' 0y, (Proposition 3.1 (3)), Cl, (Oy) = CI((I (m3) Oy,
I')~") dans Cl(k;) (Proposition 2.2 (iii)). De Ni k(') = (A1, Ay) et CI(Oy,) =
CI(I(m2)~") on déduit que Ni,/x(Cly,(On)).= CI(Ox,)*CI((Ay, A2)™"). Donc,
Cl(Oy) = CI(Ox)*CI(O,)*CI((Ay, A2)7"), d’olt la premitre égalité de (2) par
(1), pour la seconde il suffit de remarquer que Cl (Ok,.)2 = A;.

THEOREME 3.3.  Soient k un corps de nombres, (cy, ¢z, c3) € Cl(k)3. Alors, il
existe trois extensions k; /k, 1 < i < 3, quadratiques modérées, telles que:

(1) Pourtouti, 1 <i <3, Cl(O,) =c;.
(2) La composée des extensions k;, 1 < i < 3, est une extension N [k biquadra-
tique modérée.

Démonstration. En vertu du théoréme de densité généralisé de Dirichlet (cf. [N1],
Th. 6.2, p. 131), on a les assertions suivantes.
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11 existe un idéal premier p de Oy ne divisant pas 20 tel que: cjcacy V= clp)
dans Cl (k).
Pour un tel p, il existe un idéal premier p’ de Oy ne divisant pas 40y tel que

(@) c;2Cl(p)CI(p') = 1 dans Cl(k, 40y).
Pour de tels p et p’, il existe un idéal premier p” de Oy ne divisant pas 4p’ tel que
(b) ¢;2Cl(p)CL(p") = 1 dans Cl(k, 4p).

Les assertions (a) et (b) se traduisant de la fagon suivante: il existe m,, m, € k*
et deux idéaux fractionnaires I (m,), I (m;) de Oy tels que

my O = I(my)*py’, my = 1 mod*(40y), et Cl(I(m)™") = cy,
myOy = I(my)?pp”, my = 1 mod*(4y’), et CL(I (my)~") = c,.

Les extensions k; = k(,/m;)/k, 1 <i < 2, sont quadratiques, en effet, v,(m;) =
1 mod(2), par suite les m; ne peuvent &tre des carrés dans k. Grice a la Propo-
sition 2.2, on voit qu’elles sont modérées, de discriminants respectifs pp’ et pp”
d’oll k; # kp car p’ # p”, et de classes de Steinitz respectives ¢| et ¢;. La com-
posée N = kik,/k est donc une extension biquadratique modérée; soit k3/k sa
troisiéme sous-extension quadratique, le (1) de la Proposition 3.2 nous affirme que
Cl(Oy,) = CI(O4,)CI(Ox,)CL(p)~", d’0t CI(Or,) = c1c2Cl(p)~" égale & c3. Ce qui
acheve la démonstration du théoreme.

Démonstration de I’assertion (i) du Théoréme 1.1 dans le cas biquadratique.
Soit ¢ € Cl(k). Sous les hypotheses et notations du Théoréme 3.3 précédent, posons
¢ = ¢, ¢a = c3 = 1; soit N/k I’extension biquadratique modérée obtenue a la fin
de sa démonstration, alors C/(Ox) = c par le (2) de la Proposition 3.2; d’oi le (i) du
Théoreéme 1.1.

Démonstration du Théoréme 1.3.  On utilise les hypotheses et les notations du
Théoréme 1.3.

Le groupe I" étant isomorphe a Z/2Z x Z /27, 1a décomposition de I’algebre semi-
simple k[I"] en un produit d’algebres simples est k[['] >~ k x k x k x k, par suite
Cl(M) >~ Cl(k) x Cl(k) x Cl(k) x Cl(k).

D’apres Frohlich ([F3], Th. 4 et Chap. 1, note [4], pp. 50-51), la classe de Oy
dans CI(M) a pour composantes dans Cl (k) x Cl(k) x Cl(k) x Cl(k), les classes des
idéaux fractionnaires (Oy, x;)n/k{a, x;),‘v'/k de O, 0 <i < 3, 0l xg est le caractére
trivial de Gal(N /k), les x;, 1 <i < 3, sont les caracteres non triviaux de degré 1 de
Gal(N/k) cités dans la démonstration du (1) de la Proposition 3.1, et a est une base
du k[I"]-module N.
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En utilisant simplement la définition des résolvantes de Lagrange (cf. §2), on
obtient:

o Sii =0, (0N, xo)n/k{a X0V njx = (Trn /(O (@, Xo) iy
e Sii=1,20u3,

(On, Xi)N/kla, Xi)ﬁ}k = (Trn;i, (ON), Xidk;/k{Trnk, (@), Xi)k_l.}k
ou, dans le deuxieme membre de cette égalité, x; est considéré comme caractere de
Gal(k; / k).

On a (Tl‘N/k(ON)) = O et (TI‘N/k,.(ON)) = O, car N/k et les N/k; sont
modérées (cf. [FT], Th. 26, p. 140). II est clair que Try, (@) = a; est une base
du k[Gal(k; / k)]-module k;.

D’apres [Sol] (Th. 2.2 et Th. 2.3, cas | = 2) et la Proposition 2.2, la classe de
(Ox;s Xidkijiclal, Xi)k_,-}k est la classe de Steinitz de I’extension k; / k.

Le Théoréme 1.3 est donc une conséquence du Théoreme 3.3.

4. Classes de Steinitz d’extensions cycliques de degré 4
Dans ce paragraphe on suppose que I" est isomorphe a Z/47Z.

PROPOSITION 4.1.  Soient N /k une extension cyclique de degré 4, modérement
ramifiée, K | k son unique sous-extension quadratique. Alors

(1) A(N/k) = A(K/k)3J?, it J est un idéal entier de Oy sans facteur carré et
est premier a A(K /k).

Plus précisément, on a
(2) A(N/K)=D(K/k)JO.

Démonstration. (1) Le groupe Gal(N/k) possede deux classes de conjugaison
de caracteres irréductibles non triviaux, de degré 1, qui sont représentées par un
caractere x; (d’ordre 2) qui provient de Gal(N/k)/Gal(N/K), et un caractére x;
(d’ordre 4). La décomposition d’Artin du discriminant de N/k est A(N/k) =
f(x1, N/K) f(x2, N/k)*. Soient p un idéal premier de Oy, B un idéal premier de
Oy au dessus de p, et e(P/p) I'indice de ramification de 8 dans N/ k; comme N/k
et modérée, vs(D(N/k)) = e(P/p) — 1 (cf. [FT], Th. 26, p. 140), I’extension N/k
étant galoisienne de degré 4, on en déduit que vp,(A(N/k)) = 0,2 ou 3. Supposons
que p soit ramifi€ dans N/k; si p est ramifi€ dans K /k alors vo(A(N/k)) = 1 +
2vp(f(x2, N/k)), donc v, (A(N/k)) = 3 et vy(f(x2, N/k)) = 1; si p n’est pas
ramifi€¢ dans K/k, vp(A(N/k)) = 2v,(f(x2, N/k)), d’olt vp(f(x2, N/k)) = 1.
Donc on a (1).
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(2) En vertu de (1) de la Proposition 2.1, A(N/k) = A(K/k)* Nk (A(N/K)),
d’od A(K/k)J? = Nk, (A(N/K)) d’apres (1). Donc N/ x(D(K/k)J) = Nk
(A(N/K)), par suite A(N/K) = D(K/k)J.

PROPOSITION 4.2.  Avec les hypothéses et les notations de la Proposition 4.1, on
a Cl(Oy) = Cli(0k)3CI(J).

Démonstration. On a Clk(ON) = Clk(OK)zNK/k(ClK(ON)) par le (ii) de la
Proposition 2.1. Montrons que Nk« (Clx(On)) = CI(J)Cli(Ok), ce qui donne la
proposition. Soient M € K, m € k tels que K = k(/m) et N = K(«/X/I_). Il est
facile de vérifier que N/k est cyclique de degré 4 si et seulement s’il existe x € k
tel que Nk (M) = mx?. En utilisant la Proposition 2.2 et le (2) de la proposition
précédente, on peut poser

mOy = 1(m)2A(K /k) et MOg = I(M)*D(K/k)J.

On a alors

Ng/(MOk) = (J Nk (I1(M))*A(K /k)
= (x I(m)*A(K /k).

Par conséquent J Nk (I (M)) = x1(m), il en résulte ce qu’on veut montrer puisque
CI(I(M)~™") = Clg(On) et CI(I1 (m)~") = Cl(Ok).

Démonstration du Théoréme 1.2 (dans le cas des extensions quadratiques
plongeables dans les cycliques de degré 4). Soit ¢ € Cl(k). On considere le cycle
C = Cx40y. Par le théoreme de densité généralisé de Dirichlet (cf. [N1]), il existe
m € k*, p un idéal premier de Oy ne divisant pas 20y, et I (m) un idéal fractionnaire
de Oy tels que mOy, = I (m)*p, m = 1 mod*(C), et c = Cl(I(m)™ M.

Soit K = k(4/m), il est clair que K /k est quadratique modérée. Il est bien connu
que K /k est plongeable dans une extension cyclique de degré 4 sur k si et seulement
si pour toute place v de k, (—1, m), = 1 (condition équivalente a m est somme de
deux carrés dans k).

Dans la suite, on utilisera les propriétés des symboles locaux (cf. [Sel], Chap. XIV
et p. 237) pour montrer que pour toute place v de k, (—1, m), = 1.

Soit v une place archimédienne de k; si v est complexe, (—1,m), = 1 par
définition; si v est réelle, (—1, m), = 1 car m est totalement positif par la congruence
qu’il vérifie.

Soitc = p’ une place non archimédienne de k; sip’ estau dessus de 2, et e son indice
ramification absolu, la congruence que vérifie m entraine vy (m—1) > vy (40;) = 2e,
donc il existe a € Z tel que (—1,m)y = (=D D (cf. [Sel], Prop. 6, p. 237)
d’odt (—1,m)y = 1; si p’ n’est pas au dessus de 2 et p’ # p, (—1,m)y = 1 car
vp (m) = 0 mod(2); pour la place p on a (—1, m), = 1 par la formule du produit.
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On conclut que K /k est plongeable dans une extension N /k cyclique de degré 4,
que I’on peut choisir modérée par le Théoréme 6.6 de [N2]. D’oui le Théoréme 1.2
puisque ¢ = Cl(Ok).

Démonstration de (i) du théoréme 1.1 dans le cas ou I’ >~ Z/47Z. Soient k un
corps de nombres, ¢ € Cl(k). Le Théoréme 1.2 nous affirme I’existence d’une
extension K /k quadratique modérée, plongeable dans une extension cyclique N/k
de degré 4, modérée et telle que Clx(Ok) = c. En vertu de la Proposition 4.1,
A(N/k) = A(K/k)>J?. On considére c2CI(J); elle est un carré puisque le nom-
bre de classes de k est impair. Choisissons un idéal I premier & 40y et tel que
1% € C2CI(J). Gréce au théoréme de densité de Dirichlet dans Cl(k, 40;), il existe
un idéal premier p de O ne divisant pas A(N/k) etm € k™ tels que

m' Ox = I*p, m’ = 1 mod*(40y).

Alors Cl(p) = ¢~2CI(J)~". Ecrivons I (m’) = I.

L’extension k(\/W)/ k est quadratique, modérée et est arithmétiquement dis-
jointe de N/k. Soit M € K tel que N = K (vM). Par des considérations
élémentaires de la théorie des groupes, la composée de N et k(+/m’) contient une
extension N'/k cyclique de degré 4 avec N' = K(vMm’). Comme MOk =
I(M*D(K/k)], Mm'Og = (1(M)I(m))>*D(K /k)Jp. Mais N'/k est modérée
(car N(v/m’)/k est modérée), donc N'/K 1’est aussi et par suite A(N'/K) =
D(K /k)Jyp par le (ii) de la Proposition 2.2. Le (1) de la Proposition 4.1 nous donne
A(N'/k) = AK/k)*(Ip)?, d’ott CI(On) = CLi(Ok)3CL(J)CL(p) en vertu de la
Proposition 4.2. On en déduit que Cl;(On) = c3CI(J)c2CI(J)~' = c. Ce qui
achéve la démonstration.

5. Classes de Steinitz d’extensions quaternioniennes de degré 8

Dans cette section, il s’agit du cas ou I" est isomorphe au groupe quaternionien
d’ordre 8.

PROPOSITION 5.1.  Soient N / k une extension galoisienne modérée dont le groupe
de Galois est isomorphe au groupe quaternionien d’ordre 8, K [ k sa sous-extension
biquadratique. Alors

(1) A(N/k) = A(K/k)>J*, ou J est un idéal entier de Oy, sans facteur carré et
premier a A(K /k) .

Plus précisement on a

2) A(N/K)=D(K/k)J Ok.
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Démonstration. (1) Soit p un idéal premier de O, qu’on suppose ramifié dans
N. Soient k; /k, 1 <i < 3, les sous-extensions quadratiques de K. Si p est ramifié
dans K, il est non ramifié dans 1’une des extensions k; en vertu de la Proposition 3.1,
supposons par exemple que c’est ky; soit 3 un idéal premier de Oy, au dessus de p,
comme ‘P est ramifié dans K / k; et N/k; est cyclique on a vp(A(N/k;)) = 3 parla
Proposition 4.1, par suite v,(A(N/k)) = 6 par le (i) de la Proposition 2.1. Sip n’est
pas ramifié dans K, alors il est ramifié seulement dans N/K, donc vp(A(N /ky)) = 2
grace a la Proposition 4.1, et comme ci-dessus v, (A(N/k)) = 4. On conclut qu’on
a (1) puisque d’apres le (1) et (2) de la Proposition 3.1, si p est ramfi€ dans K / k alors
vp(A(K/k)) =2.

(2) En utilisant ’assertion (1) et le (i) de 1a Proposition 2.1 on obtient A(K / k) J* =
Ng/k(A(N/K)). Comme Nk (D(K/k)J) = A(K/k)J* ona (2).

Remarque. On garde les mémes hypotheses et notations que ci-dessus. Le
groupe Gal(N/k) posséde trois caracteres irréductibles x;, 1 < i < 3, de degré
1 non triviaux qui proviennent de Gal(N /k)/Gal(N/k;), et un caractere x de degré
2 a valeurs réelles (qui est induit par un caractere de degré 1 d’ordre 4 d’un sous-
groupe cyclique d’ordre 4 de Gal(N/k)) (pour voir tout ceci, on utilise [Se2]). Donc
AWN/K) = (T2, £ N/ f(x, N/K)>. D’autre part AN/k) = AK/k)*J*,
fxi, N/Jk) = Aki/ k) et A(K/k) = ?:1 A(k;/k). On en déduit que

F(x, N/k) = (A(K/k)J?)?,

d’oul le Théoreme 1 de [Se3] dans le cas modéré: f(x, N/k) est le carré d’un idéal
de O (dans les notations de [Se3], dans notre cas on vérifie que J, est trivial).

PROPOSITION 5.2.  Sous les hypotheéses et notations de la Proposition 5.1, on a
ClLi(On) = CLi(0k)*CL(J)*.

Démonstration. En vertu de la Proposition 2.2, Cl;(Oy) = Clk(OK)zNK/k(ClK
(On)); il suffit donc de montrer que Nk (Clx(On)) = Cli(Ok)CL(J)? pour que
I’on ait la proposition. Soient M € K, m; € k, 1 <i <3,telsque N = K (VM) et
ki = k(/m;)/k soient les trois sous-extensions quadratiques de K. Posons M Ok =
I(M)2A(N/K),oul'onaClg(Oy) = CI(I(M)™"), et A; = A(k;/k). Ona

Nk (M)Oy = (Ng /i (I(M)) A1 Ay (A1, Ay)~' T,

car Ngk(A(N/K)) = A(K/k)J* (Prop. 5.1, (2)), et A(K/k) = (AjAy (A,
Ay~ hH? (Prop. 3.1, (1) et (2)). D’autre part, en utilisant le fait que N/ k est galoisienne
et les extensions N /k; sont cycliques de degré 4, on obtient que il existe x € k tel
que Nk i, (M) = mox?, d’0d Nk, k(M) = (maNi, /x(x))?. Donc, my Ny, /k(x) Oy =
N (I (M)A A2 (Ay, Ay)~1J2. Comme CI(A 1Ay (A, A2)~") = Cli(Ok) (le (2)
de la Prop. 3.2), CI(Ng /(1 (M)™")) = Cli (Ok)CI(J)* = N /kClk (Op).
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THEOREME 5.3. Soit k un corps de nombres. On suppose &€, € k ou k(£4)/k
ramifiée. Alors, pour tout (cy, ¢z, c3) € Cl(k)3, il existe trois extensions k; [k, 1 <
i < 3, quadratiques modérées, telles que pour tout i, 1 < i <3, Clx(Oy) = ci,
et la composée des k; [ k est une extension K [k biquadratique modérée, plongeable
dans une extension N [k quaternionienne de degré 8 modérée.

Démonstration. L’extension k(&4)/k est contenue dans le corps de classes de
rayon modulo C4 O, donc Gal(k(&4)/k) = Cl(k, Coo4Or)/ W*, ot W* = N,k
(Cl(k(£4), Coo4O0x(z,))). Comme k(£4)/k est ramifiée ou bien & € k, Ny, «(Cl(k
(£4))) = Cl(k) (cf. [Wa, Th. 10.1, p. 185]). D’oul une surjection de W* sur Cl(k)
d’apres les surjections canoniques de Cl(k, Coo4Oy) sur CI(k) et W* sur N,k
(Cl(k(&4))).

Soient (cy, ¢2, ¢3) € Cl(k), punidéal premierde Oy tel que Cl(p) € W* etCl(p) =
cicacy !, Soit I; un idéal fractionnaire de Oy dans c,‘l avec Cl(I) € Cl(k, Co40y),
alors CI(I))* € W*, par suite CI(I?p)~! € W*. Soit p; un idéal premier de Oy
ne divisant pas 2p tel que Cl(p;) = CI(I?p)~" dans Cl(k, Co4Oy). Alors, il existe
my € k* tel que m; O = I*ppy, m; = 1 mod*(Coo40x). De plus ;_11 = | car p,
est décomposé dans k(£4)/ k lorsque cette derniere est ramifiée puisque Cl(p;) € W*,
et c’est évident si &4 € k.

Lextension k(/—m)/k étant contenue dans le corps de classes de rayon mod-
ulo Coodpp1, on a Gal(k(/—m )/ k) = Cl(k, Coodpp;)/ W**, ol W** = Ni(y=m/k
(Cl(k(/=m1), Coodpp1)). Elle est ramifiée en p, par suite elle n’est pas contenue
dans le corps de classes de rayon modulo Coodpy, d’0U Ny /=) 1 ClLk(y/—my),
Coodp1)) = Cl(k, Coodpy) par un argument similaire a celui de [Wa, Th. 10.1,
p- 400]. On en déduit une surjection de W** sur Cl(k, Co4p;) d’apres les surjections
canoniques de CI(k, Coodppy) sur Cl(k, Coodpy) et W** sur Ny /=y CL(k(/=m)),
Coo4pl))-

Choisissons un idéal premier q de Oy tel que Cl(q) € W** et Cl(p) = Ci(q) dans
Cl(k, Coodp)). Soit a € k tel que pq~! = a O, ott a = 1 mod*(Coodp;). Soit 1> un
idéal fractionnaire de Oy premier a 4pp, avec Cl(I,) = c; I alors Cl(I,)? € W**.
Soit p, un idéal premier de Oy ne divisant pas m Oy et tel que Cl(p,) = Cl (Izzq)“‘
dans W**, i.e., il existe b € k tel que bO;, = 122qp2 etb = 1 mod*(Cyo4pp,). Posons
my = ab, alors myOy = I2pp; et my = 1 mod*(Coodp)). De plus (—';"211) =1
puisque Cl(p,) € W**.

On considere K = k(,/m|, ./m7). On vérifie sans peine que I’extension K /k
est biquadratique modérée. Montrons que K /k est plongeable dans une extension
quaternionienne de degré 8 sur &, ce qui équivaut par [Wi] a: pour toute place v de k,

(*) (_l9ml)v(—l’m2)v(m|v m2)v= 1

Pour les places archimédiennes et celles au dessus de 2, la méme méthode que
celle de la démonstration du Théoréme 1.2 au §4 montre que () est bien vérifiée.
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Si p’ est un idéal premier de Oy qui n’est pas au dessus de 2 et est différent de
p, P1, P2, alors on a (x) car vy (m) et vy (m3) sont paires.

Sip’ = p alors, (=1, m)y = 1 car(;—ll) =1, (=1, mp)y = 1 car vy, (m;) = 0, et
(my, my)y = 1 car par la congruence que vérifie m, on a vy, (m3) = 0 et la classe de
m; dans le corps résiduel est égal a 1. Donc on a ().

Supposons p’ = py. Alors, (—1,m)y = 1 car vp,(my) = 0, (=1, my)py =
(—=1)Nue®=D72 cary,, (my) estimpaire, (m, ma)y = myMePI=D2 cary, (m)) =
0 et ot m est la classe de m | dans le corps résiduel. Donc (x) est vérifiée si et seule-
ment si —m; RPDTD/2 _ o cette égalité est équivalente 2 I’assertion (—'ﬁzL) =1
par définition du symbole de Legendre généralisé, mais cette derniére est vérifiée par
le choix fait au début, donc on a (x).

Pour la place p, () est vraie par la formule du produit. On conclut que K/k est
plongeable dans une extension N/ k quaternionienne de degré 8, que I’on peut choisir
modérée par le Théoréeme 6.6 de [N2].

Une conséquence immédiate du Théoréme 5.3 est le corollaire suivant.

COROLLAIRE 5.4.  Sous I’hypothése du Théoréme 5.3, I’ensemble des éléments de
Cl(k) réalisables par des classes de Steinitz d’extensions quadratiques de k, modérées,
et plongeables dans des extensions quaternioniennes de degré 8 sur k, modérées, est
égal au groupe Cl(k).

Remarque. Pour la preuve du Corollaire 5.4 sans I’hypothese du Théoreme 5.3
voir le Théoréme 1.1 de [MS].

Démonstration du Théoréme 1.2 (dans le cas des extensions biquadratiques
plongeables dans des extensions quaternioniennes de degré 8) Soit ¢ € Cl(k). Dans
les notations du Théoréme 5.3, posons ¢; = ¢,c; = ¢3 = 1, alors Clx(Og) =
cicac3 = ¢, par le (2) de la Proposition 3.2. Comme K / k est biquadratique, modérée,
plongeable dans une extension quaternionienne modérée de degré 8 sur k, on a terminé
la preuve du Théoreme 1.2.

Démonstration de (ii) du Théoréme 1.1. Soient k un corps de nombres dont le
nombre de classes est impair (donc I’hypotheése du Théoréme 5.3 est vérifiée), ¢ €
Cl(k). Sous les notations du Théoréme 5.3 et d’apres ladémonstration du Théoreme 1.2
ci-dessus, on aque il existe N/ k quaternionienne modérée contenant K, et Clx(Og) =
c. Par la Proposition 5.1, A(N/k) = A(K /k)3J*. Laclasse (cCl(J))~! est un carré
donc (comme dans la preuve de (i) du Théoréme 1.1 dans le cas ou I' >~ Z/4Z) peut
étre considérée comme la classe du discriminant d’une extension k(,/m)/k quadra-
tique modérée, qu’on peut supposer en plus arithmétiquement disjointe de N. Soit
M e Ktelque N =K (v/M). Par des considérations élémentaires de la théorie des
groupes, lacomposeé de N etk(,/m) contient une extension N’/ k, quaternionienne de
degré 8, et telle que N’ = K (+/Mm). 1l est clair que N'/k est modérée. Si MOk =
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I(M>’D(K/k)J et mO; = I(m)?Ak(/m)/k), alors mMOx = (I1(M)I(m))>?
D(K/k)J A(k(y/m)/ k), ou D(K /k)J A(k(/m)/ k) est sans facteur carré donc égal
A A(N’/K) car N'/K est modérée (Proposition 2.2). Par suite

A(N'/k) = AK/k)(JAk(x/m)/k)* (Proposition 5.1) et
Cli(On) = CL(0g)*(CL(J)CI(Ak(~/m)/k))? (Proposition 5.2)
= Al cClN™MH? =c.

Donc on a le (ii) du Théoréme 1.1.
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