
AUTOMORPHISMEN VON GRUPPEN UND ENDOISOMORPHISMEN
FREIER GRUPPEN

G. A. Miller zum Gedchtnis

VON

OTTO 1

Man kann bekanntlich ede endlich erzeugbare Gruppe @ Ms Faktorgruppe
einer freien Gruppe darstellen. Wird @ yon den unabhngigen Elementen
sl, s, s, erzeugt, so kann man in der freien Gruppe {tl, t,}
vom Rang a einen Normalteilerg so bestimmen, dal /9 mit der Zuordnung
tisi,i= 1, ...,aisomorphmit@ist. IstRl(s, ..., s,) 1, ...,
R,(s, s) 1 ein System unabhngiger 1-Relationen yon @, so erzeugen
die Elemente R(t t), Rn(h t) mit all ihren in Konju-
gierten zusammen gerade den obigen NormMteiler 9 yon . Jeder Auto-
morphismus von , der invariant last, induziert einen Automorphismus yon

@. Aber nicht immer lalt sich ieder Automorphismus yon @ auf diese Art
aus einem Automorphismus yon herleiten. Z.B. wenn @ eine zyklische
Gruppe {s} yon der endlichen Ordnung mist, so ist jede Zuordnung s -o sk,
(k, m) 1 ein Automorphismus yon @. Aber @ t}/{tm} und es gibt
keinen Automorphismus der freien zyklischen Gruppe {t}, der t{ m} auf
tk{t} abbildet, wenn k # +1 ist. Hier soll nun gezeigt werden" Ist @
/9 so gibt es zu jedem Automorphismus O von G einen Endoisomorphismus
yon mit den Eigenschaften" Ist s -- t 9 so s t , die Zuordnung

si --* t 9 ergibt den Automorphismus s s von @. Z.B. in der obigen
zyklischen Gruppe {s} yon der Ordnung m kann der Automorphismus O,
s durch den Endoisomorphismus z der zyklischen freien Gruppe {t}
induziert werden" = , {t} {t}, Its}= {t’} Its}, /t}{tm} It}
da (/, m) 1 ist, also {s} {t}/lt"} {t}{t’}/lt’ . {t}/{t} {t}

/ tkm}, und die Zuordnung -- t definiert einen Auto-
morphismus yon t} / s}. Dies lalt sich Mlgemein ffir iede Gruppe @
durchffihren, die Ms Faktorgruppe /9 einer freien Gruppe dargestellt ist
wenn @ endlich erzeugbar und nicht isomorph mit einer echten Faktorgruppe
yon @ ist. Die letztgenannten Voraussetzungen sollen im Folgenden durch-
weg gelten.

I. Es sei 3 {tl, t,} die t freie Erzeugende yon , 9 ein Normalteiler
von und @ /9. Es bedeutet offenbar keine Beschrtnkung der Allge-
meinheit, wenn wir voraussetzen, dal die t 92, t* 1, a, ein System von
unabhiingigen Erzeugenden yon @ bilden. Die Gruppe aller Automorphis-
men 0 yon 3, die 9 invariant lassen, induziert offenbar eine Gruppe yon
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Automorphismen von @: (t!}l) t0t -- t9. Denn wenn

R(h 9t, t. 91)

eine 1-Relation yon @ ist, so ist R(t, ..., t ) e ; also erffillen
die t genau die gleichen Relationen wie die t mit der Zuordnung
t t. , daher induziert 0 einen Automorphismus yon @. Abet in vielen
Fallen kSnnen nicht alle Automorphismen yon @ aus Automorphismen yon

abgeleitet werden. Es sei {st, ..., s.}, s, t,, z a, und
ein Automorphismus yon " s H s.,, dann existiert , H8

und es ist"

H(H H,(H t t.
Es seien N, N beliebige Elemente e und

1. t;= Htr, = , ,.
Es wird

also

Daraus folgt:

Denn nach 2 kann man jedes erzeugende Element t. yon als Produkt yon

Potenzen der t, und Elementen aus 9t ausdriicken. Aus der vorausgesetzten
Unabhngigkeit der s. t. 9t folgt auch die Unabhngigkeit der t mithin
ist " {tl, t:} eine freie Gruppe yore Rang a und es ist

Also

3b.

Nun ist 9t" e .
4.

Denn far alle 9t: t" ; also

Aus der Isomorphie " mit der Zuordnung t, t, folgt nun, da die
R(h, t,) mit ihren in Konjugierten gerade erzeugen und es ergibt 4.

5.

Angenommen, es sei " n "; dann wre die Faktorgruppe "/" n
("/")/(" n /") eine echte Faktorgruppe yon "/" , aber nach 3b
ist auch "/" n . Da nach Voraussetzung nicht mit einer echten
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Faktorgruppe von @ isomorph ist, ergibt sich also

6. Daher: {n9=92.
S.TZ 1. Mit der Zuordnung fiir alle ist

t92 t92

der dutch r bewirkte Isomorphismus yon @ / mit sich selbst. Man kann
also jeden Automorphismus yon @ aus einem Endoisomorphismus yon ableiten.
Wenn man hierbei wahlen kann, so kann man den betr. Automorphis-
mus v aus einem Automorphismus yon herleiten. Offenbar kann man
auch umgekehrt Endoisomorphismen yon benutzen, um Automorphismen yon

/ zu fien.
SATZ 2. Es sei /, ein Endoisomorphismus yon , ,

’e. Dann definiert die Zuordnung t’ t far alle e einen Auto-
morphismus yon .

Beweis. / ’/ ’/" n . Esfolgt, wieoben, aus " e:

" n ’. Die Zuordnung t’(" n ) t" t ist ein Isomorphismus
von / auf ’/’. Da " n " ist, folgt: die Zuordnung t’ t ist
ein Automorphismus von / @.

II. Wenn der Normalteiler 9 yon eine Wortgruppe yon ist, so ist ftir
jeden Endoisomorphismus von " 92"e 9. Speziell ist die yon den mten

Potenzen der Elemente e erzeugte Gruppe (m) fiir jede nattirliche Zahl m
eine Wortgruppe yon . Wir wollen hier ohne Beweis voraussetzen, dal
eine endlich erzeugbare Gruppe von Exponenten m nicht mit einer ihrer
echten Faktorgruppen isomorph sein kSnne.
Es sei {tl, t,}, (m) die mit dem Wort x gebildete Wortgruppe

yon und @ /(m). Jeder Automorphismus yon induziert einen
Automorphismus von @, da (m) charakteristisch in ist. Die Gruppe aller
Automorphismen yon , die jedes Element yon mod (m) invariant lassen,
bildet einen Normalteiler der Gruppe aller Automorphismen yon und alle
und nur die Automorphismen aus diesem Normalteiler induzieren den identi-
schen Automorphismus yon @.
Mit Hilfe von I, Satz 2 kSnnen wir ftir m > 4 Automorphismen von @

bestimmen, die nicht durch Automorphismen yon induziert werden kSnnen.

SATZ 1. Es seien kl, ..., k, beliebige zu m prime natiirliche Zahlen’
@ {sl, ..., s,}, s, t, (m). Dann ist durch die Zuordnung s---, s,,
t 1 a, ein Automorphismus t, s s" yon @ bestimmt.

Beweis. Es seit,= t,,t 1, ...,a. Wenndie k,nurdieWerte +/-1

hben, so wird t t ein Automorphismus yon , also wird dnn ein Auto-
morphismus yon @ definiert, der nut dnn der identisehe Automorphismus yon
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@ ist, wenn alle k 1 sind, also der identische Automorphismus von ist.
Wenn aber nicht alle/ 4-1 sind, ist " {... t,, eine echte Unter-
gruppe yon :. Es ist (m) denn (k, m) 1 und (m) enthlt
t und t also auch t, 1, a. Ferner (m) e (m) also ist nach I,
Satz 2 durch die Zuordnung t (m) t, (m) ein Automorphismus yon

/(m) bestimmt.

STZ 2. Die Menge aller Automorphismen yon @ /(m) yon der Form
s s 1, a, (k m) 1 bildet eine abelsche Untergruppe der
Gruppe aller Automorphismen yon . hat die Ordnung (m) und ist iso-
morph mit dem direkten Produkt yon mit der multiplikativen Gruppe der
ratiolen primen Restklassen mod m isomorphen Gruppen.

Beweis. Ffir irgendein 1, ..., a bildet die Menge aller Automor-
phismen , s s, s s, , (h, m) 1 eine Untergruppe , yon ,
die offensichtlich isomorph ist mit der multiplikativen Gruppe der primen
rationalen Restklassen mod m. Denn sind , , e , und s s, s,

so folgt s und s Bilden die natfirlichen
Z+hlen at, a+ eine Bsis der Gruppe und wird s s:, s+ s+
gesetzt, so folgt us s: I, d die Gruppe {+t, +,} isomorph mit

ist. Ds gil+ nun ffir jedes I, und offensichtlich ist + + I,. Ferner sind +lle +, i, ..., , mitein+nder vert+uschb+r:
Denn +t , + + + ergibt"

Nun kann mun jeden Automorphismus 0 e , der bewirkt: s, s
s" als Produkt der Automorphismen e , , e , mit: s s
" *" ergibt sich s’" ’" s s,, alsos. s,, darstellen. Denn fur 1, a

ist der obige Automorphismus der Automorphismus , d.h.
]eder Automorphismus 0 e ist eindeutig ein Produkt yon vertauschbaren
Automorphismen aus den Gruppen , 1, a, die zu je zweien den
Durchschnitt 1 haben. Also ist

= XX X,.

STZ 3. Die Gruppe aus Satz 2 hat mit der Gruppe der dutch Automor-
phismen yon iuzierten Automorphismen yon @ eine Untergruppe yon der
Ordnung 2 gemein, die das direkte Produkt yon a zykl. Gruppen der Ordnung 2
ist.

-= s 1, a.Beweis. hat die zykl. Untergruppe s s,
Dazu hut mun den Automorphismus , von "t; ., (t.

Die Gruppe der Automorphismen von enthlt eine mit der symmetr.
Permutationsgruppe , isomorphe Untergruppe, namlich die Gruppe der-
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ienigen Automorphismen von , die durch eine Permutation der Erzeugenden
bewirkt werden. Diese Gruppe induziert eine mit isomorphe Untergruppe
der Automorphismengruppe von @: Die auf die Erzeugenden von @ ange-
wendete Permutation

8#1

ergibt einen Automorphismus yon @.
morphismengruppe mit so gilt"

8

Beeichnen wir auch diese Auto-

SATZ 4. Die Untergruppe aus Satz 2 is$ bei Transformaionen mit Ele-
menten , invariant.

Beweis. Ist 01 irgendein Automorphismus yon @, 0 ein Automorphismus
_001 0

e .I und etwa s s, so s, (s)1 (s,1). Ist 01 eine Permutation,
s1= s, so s1-1’ s1 s, (s, s,. Die direktenFaktoren I,
von [ werden also bei Transformation mit Elementen a nur permutiert,

bleibt also dabei invariant.
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