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188. Une caractrisation du principe du balayage
pour un espace fonctionnel rgulier

Par Masayuki IT(?)
Institut Math4matique d’Universit. de Nagoya

(Comm. by Kinjir6 KUNUGI, M. J. A., May 12, 1971)

1. Soient X un espace localement compact et / base dnom-
brable et $ une mesure de Radon positive et partout dense dans X. A.
Beurling et J. Deny ont d4fini un espace onctionnel rgulier H relatif
/ X et/ (cf. [1] et [2]). Nous utilisons ici les mmes terminologies
que dans leur article [1]. Nous supposons, dans cette note, que tout
l’14ment de H est/ valeurs relles. On dit que H est/ noyau positif
si tout le potentiel pur de H est non-n4gatif et que H satisfait au
principe du balayage si, pour un ouvert w de X et pour un potentiel pur
u, de H, il existe un potentiel pur u,, de H, tel que/’ soit port4e par ,
et que l’on air u,>=u, et u,--u, -presque partout dans 09.

Notons C+/- l’espace des fonctions num4riques, continues dans X
et/ support compact. Pour un ouvert tO de X, H, d4signe l’adh4rent
de l’ensemble ( e H V C S()ct9}, oh S() dsigne le support de .
Alors H, est un sous-espace erm4 de Het un espace fonctionnel r4gulier
relati tO et .

En gn4ralisant le r4sultat de I. Higuchi concernant l’espace fonc-
tionnel associ4 au noyau besselien dans l’espace euclidien Rn(n 1), on
obtiendra le th4orme suivant"

Thorme. Soit H un espace fonctionnel rgulier relaif & X et
alors les deux gnoncgs sont dquivalents"
(1) Quel que soit tO un ouvert de X, H, est noyau positif.
(2) H satisfait au principe du balayage.
2. J. Deny a d4fini la capacit4 relative / un espace onctionnel

r4gulier H, qui est une g4n4ralisation imm4diate de la capacit4 classique
(cf. [2]). I1 a montr4 que si H est / noyau positif, tout l’ensemble
analytique de X est capacitable. On connait aussi, d’aprs [1] et [2],
qu’ une onction u de H, on peut associer un raffinement u* de u et
que, quel que soit a un nombre r4el, l’ensemble {x e X u*(x)>=a} est
capacitable par rapport/ la capacit4 relative/ H.

Lemme 1. Soit Hun espace fonctionnel rggulier noyau positif
alors, pour un ouvert f2 de X et pour un potentiel pur u, de H et avec

de H e on aS(/)9, il existe le potentiel pur u. u. -u.-(u.)’, ot (u.)
est la projection de u. sur le sous-espace fermd

H--{u.,--u. ell; S(/)-C/2, />=0 (i=1,2)}.
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" ilL’existence de u," est videmment vue. Pour que u, =u,--(u,)’,
suffit de voir que u,--(u,)’ appartient H,. Soit (t9) une suite crois-
sante d’ouverts relativement compacts de X telle que l’on air 9n9 et

[._Jgn--,Q alors u,--(u,)’ appartient H, et (u,)’ converge fortement

vers (u,)’ dans H avec n-c, d’o u,--(u,)’ e H.. (u,)’ dsigne la pro-
jection de u, sur H.

Lemme 2. Soit H un espace fonctionnel rggulier noyau positif.
Pour une fonction u de Het pour un fermg F de X, il existe un potentiel
put u. de H tel que l’on air S()cF, u*<=u* H-ppp sur F et u*--u*
presque partou pour .

On dit qu’une proprit a lieu H-ppp sur F si. quel que soit u un
potentiel pur de H et avec S(2)F, elle a lieu presque partout pour 2.

On d4signe par E/(F) la totalit4 des potentiels purs u de H et avec
S(2)F. et alors, elle est un cbne convexe et ferm4 de H. Soit u la
projection de u sur E/(F) on a alors u*>=u* H-ppp sur F et u*--u*
presque partout pour , car, quel que soit u de E/(F).

(u--u, u)--(u* --u*)d2>=O et (u--u, u)--(u* --u*)d--O,

off (.,.) est le produit scalaire de H (voir [1]).
Rciproquement, si l’on a S()F, u*>=u* H-ppp sur F et u*--u*

presque partout pour , u est la projection de u sur E/(F). La projec-
tion de u sur E/(F) est uniquement dtermine, d’ofi l’unicit4 de u.

Montrons notre thorme. Notre d4finition du principe du balayage
pour H est quivalent l’4nonc4 suivant"

Pour un potentiel pur u, de Het pour un erm F, il existe un

potentiel pur u,, de H tel que l’on ait S(/’)F, u,>=u,, et u*, =u*,, H-ppp
sur F.

On remarque ici que, pour une onction u de H et pour un ouvert
09 de X, u*>=O H-ppp sur w ds que u>=0 -presque partout sur w.

Donc l’implication (2)(C)(1) en r4sulte imm4diatement, et montrons son
inverse.

Soient u, un potentiel pur de H et Fun erm4 de X; alors, d’aprs
le lemme 2, il existe un potentiel pur u,, de H, et un seul tel que l’on ait

* H-ppp sur F et u,*=u*, presque partout pour/’. OnS(/’) c F, u* <us,
pose G-{x e X; u*.(x)=u*.,(x)}. 1) L’ensemble G 4tant capacitable par
rapport la capacit relative H, il existe une suite croissante (K)
de compacts telle queKcG, CaPH(Kn) converge vers cap(G) avec n-c,

off cap(K) d4signe la capacit4 de Kn relative H. D’aprs le lemme 1,
on a u.>=(u.)’, off (u.)’ est la projection de u. sur H. Dsignons par

1) G dpend des raffinements de uset de. us’. Mais, il est dtermin4 e.xcept4
l’ensemble de la capacit extrieure nulle, car les raffinements d’un lments de
H sont gaux except l’ensemble de la capacit extrieure nulle.
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H’-- UH
n=l

alors il est un sous-espace ferm de H. D’aprs /’(CG)--O, la suite
(/’) converge vaguement vers/’ avec n-oo, oh/’ est la restriction de
/’ sur K. En vertu de /’_>_/’ et du fait que la suite (u;) converge
faiblement vers uz, dans H, elle converge ortement vers u,, dans H.
Donc u, e H. Notons (u)’ la projection de u sur H; alors, (u)’
converge ortement vers (u)’ dans H avec noo. On a, quelle que soit
de H,

(v, (u)’) (v, u) (v, u,),
et donc (u)’---u,,. Par cons4quent, u>=u,. La d4monstration est
ainsi complete.

Corollaire. Soit Hun espace fonctionnel rdgulier d noyau positif.
Si, pour un potentiel put arbitraire u de H et pour un fermd arbitraire
F de X, il existe une mesure de Radon rdelle 1’ portde par F, telle que

* * H-ppp sur F H satisfait au principel’on ait u e H, u>=u, et u-u,
du balayage c’est-&-dire, t’ est positive.

Cela est un cas special de notre thorme.
Le rsultat analogue a-t-il lieu pour la noyau-fonction continue G

au sens large?
:. On ne peut pas 4viter la condition que H est r4gulier. Soient

X un groupe ablien localement compact et base d4nombrable et
sa mesure de Haar. D’aprs notre th4orme et un r4sultat obtenu
dans [4], on a la proposition suivante:

Proposition. Soit Hun espace fonctionnel invariant par transla-
tions sur X et dont le noyau est 1 / 2, o 1 est un noyau rdgulier sur
X et . est un noyau singulier sur X. Les deux dnoncds suivants sont
quivalents

(1) Pour tout ouvert [2 de X, H est noyau positif.
(2) est un noyau de convolution de Dirichlet sur X.
Un noyau r4gulier sur X signifie un noyau d’espace onctionnel

rgulier et invariant par translations sur X. Un noyau singulier sur
X est un noyau d’espace fonctionnel invariant par translations et qui
ne contient pas de fonctions num4riques, continues dans X et s’annulant

l’infini.
Notre proposition r4sulte du thorme et du fair que est le noyau

de l’espace fonctionnel HI--CH invariant par translations (cf. [4]).
D’aprs la proposition, on obtient que, pour notre thorme, la rgu-
larit de H est inevitable. Voir [4].
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