Remarques sur les k((X))-algebres de
Banach.

Bertin Diarra

Dédié a la mémoire de J.B. COFFI N'KETSIA

Abstract

Let k be a field and K = k((X)) be the field of formal Laurent series over
k. Let A be an ultrametric Banach K-algebra; taking appropriated equivalent
norm on A, we show that A is obtained by a deformation of the residual
k-algebra of A for this norm; given a deformation of a k-algebra, the reverse
construction is obvious. The same facts remain true for ultrametric complete
Hopf algebras over K. One can prove similar results for ultrametric Banach
Lie algebras over K.....

INTRODUCTION

Soit K un corps de valuation discrete complet, de méme caractéristique que son
corps résiduel k. On sait que K est isomorphe, donc peut s’identifier, au corps des
séries formelles de Laurent k((X)).

Soit A un K-espace de Banach ultramétrique tel que ||A|| C |K|. Considérons
Ay (resp. A;) la boule unité "fermée” (resp.”ouverte”) de A; alors A contient
un sous k-espace vectoriel discret R isomorphe a Ap/A; et A est isométriquement
isomorphe a l'espace R((X)) des séries de Laurent a coefficients dans R. Si de plus
A est une algebre de Banach unitaire, alors Aj est une sous-k-algebre de A et A; est
un idéal bilatere de Ay. Ainsi Ag/A; est une k-algebre unitaire et par transport de
structure, on a une structure de k-algebre sur R. Nous allons montrer que la théorie
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des algebres de Banach unitaires sur K est équivalente a la théorie des déformations
de k-algebres unitaires.

1 Espaces de Banach sur k((X))

1.1 Bases orthogonales

Soit K un corps de valuation discrete complet, d’uniformisante 7.
Siv: K — ZU{+oo} est la valuation de K, on a sur K la valeur absolue |a| =
TP @, x| < 1et |[K*| = {|n|*,n € Z}. On désigne par A = {a € K/|a| <
1} (respM = mwA) 'anneau de valuation de K(resp. l'idéal maximal de A) et on
pose k = A/ M le corps résiduel de K.

Soit E un K-espace de Banach ultramétrique de norme || ||. Posons pour
ze E |||l =Inf{|n "/ x| < |n|", n e Z} On obtient ainsi
sur £ une norme ultramétrique telle que |||E||| C | K| et |7| |[|=|]| < ||=]| < |I|=]]]-

Remarque 1 :

(i) Les normes || || et ||| ||| sont égales lorsque ||E|| C |K|

(ii) Si lon désigne par BT les boules fermées, on a Bﬁ’H(O, |m|") = BITI (0, ™),
n €

Soient By = {z € E/|||z||| < 1} et By = {x € E/|||z]|| < 1}, on a Ey = wEy; Ey
est un A-module et W = Ey/E; est un k-espace vectoriel . Le Lemme suivant est
bien connu (cf. par exemple [1],[4] ou [6] ).

Lemme 1:  Soit (¢;)er une base du k-espace vectoriel W = Ey/E;. Considérons
(€j)jer C E telle que€j =¢j,j € 1.
Alors tout x € E s’écrit de facon unique v = Z)\jej,)\j € K,lim)\; =0 et
jel J

]l = Sup [Ay|. En particatier x|Suplds| < [« < Sup||
J

Démonstration
Soit © € E,xz # 0; on a |[|[z]|| = |r|", donc [||[77"z[|[ = 1. On peut alors
supposer © € Ey avec |||z||] = 1. Ainsi, dans W, on aT = > \j €, avec \j, € A.
Jo€Jo
Posons 29 = Y Ajej, on a T = Tp et [|[z]|]] = 1 = [||zol|| = max|\j|. Ou
Jjo€Jo Jo&Jo
bien x = =z, ou bien |||z — x¢||| = |7|™, n1 > 1, clest-a-dire x = zo + 1™ 3
q
avec |||z1]|] = 1. Par récurrrence, on obtient z = Y 7™, + 7"+ 2,41 avec pour

v=0
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0<v<gq x, = Z N, €ivs Ajw € Net J, fini; ng = 0, n, < nyyq. 11 vient que
vy
z =Y 7"z, On en déduit aussitot que z = > > 7™\ €e;, = > Aje; avec
v>0 V>0 ju €y jel

limA; = 0 et [[|z][| =1 = Sup [A;].
j jel

Appliquant le Lemme 1 au cas ou K = k((X)) est le corps des séries formelles
de Laurent a coefficients dans le corps k et ou E est un k((X))-espace de Banach
ultramétrique, on voit que le sous-k-espace vectoriel V' de E engengré par (e;)jer
est isomorphe a W = Ey/E;. De plus tout = € E s’écrit de fagon unique x =
Z X" vp,ng € Zyv, €V et By ={z= ZX”~vn,vn eV}

n>ng n>0

Réciproquement, soit V' un k-espace vectoriel. Posons V((X)) = {y = (vn)nez C
V/ In, € Z et v, = 0, pour n < no}. Clest un k-espace vectoriel. Si I'on pose
pour y € V((X)), ord(y) = Inf{n € Z/v, # 0} et |y| = |X|7® on a |y, + ya| <
max(|yi], [y2|) et [Ay| = |y| pour A € k, A # 0. On voit que V((X)) est un groupe
topologique complet et Vo((X)) = {y = (vn)nem, vn = 0,¥n < —1} est un sous
k-espace vectoriel fermé de V((X)). Posons pour a = >\ X7 € A = k[[X]] et y =

Jj=0
(Vn)nez € Vo((X)),ay = ((ay)n)nez ot (a-y)n =0sin < —let (ay)n= D Mg
pt+q=n

si n > 0. On vérifie aussitot que V5((X)) est un A-module; de plus |a - y| = |a] |y].
Considérons pour m € Z et y € Vo((X)), X™ -y = (wn)nez € V((X)) ott w,, = 0 si
n<metw, =Up_msin>m;onaord X" y)=v(X™)+ordly) =m+ ord(y).
Alors si y = (vn)nez € V((X)) avec ord(y) = ng, posant yo = (wy,)nez ot w, = 0 si
n < —1 et w, = Vpgin, si n > 0, on obtient y = X™ -y avec yg € Vo((X)).

On définit donc sur V((X)) une structure de k((X))-espace vectoriel en posant,
pour a = X™ag, a9 € A, y = X™-yg € V((X)),yo € Vo((X)),a-y = X™0F0-(a4-y).
De plus |a - y| = |a| |y|; c’est-a-dire V((X)) est un k((X))-espace de Banach. Soit

m

Yy = (Un)nez € V((X)) d'ordre ord(y) = ng on a y = Z (OngVq)nez + Ym OU

q=no
Ym = (Wp)nez,wn =0sin < met w, =v,sin>m+1. On a ly,| <|X|™ et
Y= > (OngUq)nez. ldentifiant v € V & j(v) = (§on0)nez, on voit que (Sngvq)nez =

q=no
X9y, doty = > X7 v, ce qui justifie I'écriture V((X)). On a :
q=no
Théoréeme 1 :  Soit E un k((X))—espace de Banach ultramétrique. Il existe un

sous-k-espace vectoriel discret V de E tel que les k((X))-espaces de Banach E et
V((X)) sont isomorphes

En fait (E,[|| |||) s’identifie a (V((X)),] |); Eo & Vo((X)) = V[[X]] et E; a
X - V[[X]].
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1.2 Produits tensoriels topologiques. Applications linéaires
continues

Rappelons que si E et F' sont deux K-espaces de Banach ultramétriques, alors
leur produit tensoriel topologique E&F est le complété du produit tensoriel £ ® F

muni de la norme tensorielle ||z|| = _ Inf  max||a;|| ||y:]| . Soient || || et || ||,
2381 yi=z ¢
deux normes équivalentes sur E (resp. F'). Les normes tensorielles || || et || ||,

correspondantes sur F ® F' sont équivalentes et donnent le méme espace complété
E®F; leurs prolongements & EQF sont équivalentes.

Théoréeme 2 :  Soient E et F deux k((X))-espaces de Banach ultramétriques.
Soit V' (resp. W) un sous-k-espace vectoriel discret de E ( resp. F) tel que
(B [resp- (BTN s identifie a V(X)) [resp.W ((X))].

Alors EQF' est isomorphe a (V @, W)((X)).

Démonstration : Soit (ej);e; une base du k-espace vectoriel V. Tout z € E
s’écrit de fagon unique z = > Ajej, A; € k((X)),lim\; = 0, avec |||z]|] = Sup |A;l;
j jeJ

jel
c’est-a-dire (e;);es est une base orthonormale de (E, ||| ||]).
Soit (fr)eer une k-base de W. Alors (e; ® f¢)(j.nesxr est une base orthonormale
de 'espace de Banach E®F muni de la norme produit tensoriel des ||| ||| (cf. [4]).
Ainsi

(e; ® fo)yoeaxr est k((X))-libre et donc k-libre. On en déduit aussitot que
(€j @ fo)oeixr est une k-base de V @5 W; de plus V ®; W est un sous-k-espace
vectoriel discret de EQF.
Soit z € EQF, on az =Y X\je; ® fo, M\je € k((X)), li‘r}l)\j( = 0 avec |||z]|| =
j7£ j7
Sup |Aj¢|. Ainsi pour tout € > 0, il existe N, fini, N. C J x L tel que
jb

2= > Xeej @ fel]l] < e Posons ne = min v(Aj); pour tout (4,¢) €

(4:6) € Ne GHEN.
Ne, on aXe = Y aj(n)X”, avec aj(n) € k. Dol ze = > Ajee; @ fr =
n>ne (3,£)ENe¢
oY )X e @ fe= Y X w0t w, = Y. ajp(n)e; @ freVarW.
(4,£)ENe n>ne n2ne (43,6)EN.

Il vient que EQF est I'adhérence du sous-k((X))-espace vectoriel

G:{Z Xn~wn,n0€Z,wn€V®kW}.

n>ng

Mais (G, ||| |||) est isométriquement isomorphe a (V ®; W)((X)); ainsi G, complet,
est un sous-espace fermé de EQF. Il vient que EQF = G est isomorphe & (V ®;,
W) ((X)).
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Remarque 2 :

(i) Lek[[X]]-module (EQF)y = {z € EQF/|||2||| < 1} s’identifie ¢ (Ve W)[X]].

(ii) Posons A = k[[X]]. Le A-module produit tensoriel Ey @ Fy s’identifie a un
sous-A-module de (EQF ) d’adhérence Eo@aFy égale o (EQF ).

Soient E et F' deux K-espaces de Banach ultramétriques. L’espace de Banach
L(E,F), formé des applications K-linéaires continues ¢ : £ — F', est indépendant
des normes équivalentes choisies sur E et F. Lorsque K = k((X)), identifions
(E NI a VX)) et (£ 1[I & W((X)).

Théoréeme 3 : Soient E et F deux k((X))-espaces de Banach ultramétriques.
Alors

(i) L(E, F) estisomorphe a Homi(V,W)((X)). En particulier le dual topologique
E' de E est isomorphe a V*((X)) ou V* est le dual de V.

(ii) L’algébre de Banach L(E) est isomorphe a [algébre des séries formelles de
Laurent a coeffficients dans Endi (V).

(i) Considérons ¢ € L(E, F); par définition, on a |||¢||| = Sup % € |K]|.
#£0
Supposons ¢ # 0; on a |||p||| = | X|™, ng € Z. Puisque V' C Ej, on a pour tout v €
V. lle@)IIE< Helll ol < [X]™, done p(v) € Xm0 Fy = { > X" wn, wn € W}
n>ng
et p(v) = Y X" p,(v) avec ,(v) € W, n > ng. Puisque ¢ est k((X))-linéaire,
n>ng
les applications ¢, : V' — W sont k-linéaires.
Soit z= Y X" vp,€E;onap) =Y X" o, =
m>mg m2>mg
= > X" X" pu(vm) = Y. X" > p,(vy) (onpose @, =0sin < ng).
m2>mg n>ng n>ng+mo pt+g=n

I1 vient que ¢ est uniquement déterminé par la famille (¢n,)n>n, € Homy(V, W).
D’ou l'isomorphisme d’espaces de Banach ¢ — Y X" ., = ¢ de L(E,F) sur
n>ng
Hom(V, W) ((X)).
(ii)  Soit G un troisieme espace de Banach avec (G, ||| |||) = U((X)). Con-
sidérons ¢ : E — F et ¢ : F — G deux applications linéaires continues. Pour tout

veVonapogp)= Z X" h(om(v)) = Z X" Z X" i (pn(v)) =

n>ngo n>ng m>mg

= > X" ) i 0py(v). Ainsi, il correspond a ¢ o ¢ € L(E,G) I'élément

n>ng+mo pF+qg=n

Z X" Z Yp 0 g de Homy,(V, U)((X)).

n>ng+mo pF+qg=n
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En particulier si £ = F = G; ¢,¢ € L(E), 'application ¢ — Z X", =¢

n>ng

de L(E) dans Endy(V)((X)) est telle que o= S X" Y hop, =0,

n>no+mo pt+g=n
ce dernier terme étant le produit de Cauchy de ¢ et @ dans Endy,(V)((X)).
N.B.
(i) Ip =Y X" puly.

n>0

(ii) Endi(V) s’identifie a une sous-k-algébre de L(E).

Corollaire 1 :  Soit ¢ € L(E); |||¢|]| = | X[, no € Z dimage o = > X" - ¢,
n>ng
dans End,(V)((X)).
Alors ¢ est un automorphisme de E tel que |||¢7t|] = |X|™™ si et seule-
ment st p, est un automorphisme de V. En particulier, ¢ est un automorphisme
1sométrique de E si et seulement si pg est un automorphisme de V.

Corollaire 2 :  Soient ¢ : E — F et ¢ : By — Fy deux morphismes de k((X))-
espaces de Banach.
Alors p@1) : EQF — E\®F, s’identifie d Z X" Z ©p®@1g; cest-a-dire,

n>no+mo pF+qg=n

pour n > ng+mg, ona (PRY)= > ¢, 1,
pt+g=n

2 k((X))—Algbres de Banach

Soit A une algebre de Banach unitaire ultramétrique sur le corps de valuation

discréte complet K. Soit pour a € A, |||al|| = Inf{|7|"/|la| < |x|", n € Z}
ou 7 est une uniformisante de K et || || la norme initiale de A. On vérifie aus-
sitot que [[| ||| satisfait a [[[a bl[] < [[|a[[| |[[b]]] et [[le]]| = 1, e I'unité de A. Ainsi

Ay = {a € A/|||la]|| < 1} est une A-algebre ou A est 'anneau de valuation de K;
Ay = {a € A/||la]||] < 1} = 7mAp est un idéal bilatere de Ay et Ag/A; est une k-
algebre unitaire ( k le corps résiduel de K). Soit m : A®A — A la multiplication
de A, on a |||m]|| = 1.

Dans le cas ou K = k((X)), 'espace de Banach (A, ||| |||) s’identifie a (R((X)), | |)
ou R est un sous-k-espace vectoriel discret de A isomorphe a Ay/A;. Alors identifiant
A®A A (R ®k R)((X)), la multiplication de A s’écrit m = > X" - pu, ou iy :

n>0
R ®, R — R est k-linéaire. L’unité de A est donnée par l'application k((X))-
linéaire £ = Y X" -4, : k(X)) — R((X)); c’est-a-dire e = £(1) = Y X" - £,(1) od
n>0 n>0
0, : k — R est k-linéaire.



Remarques sur les k((X))-algebres de Banach. 247

Théoréeme 4 :  Soit A une k((X))-algébre de Banach ultramétrique unitaire.

(1) 1l existe un sous-k-espace vectoriel R de A tel que A est isomorphe a ’algébre

de Banach unitaire R((X)) de multiplication m =Y X™-p, et d’unité définie
n>0

parszX”~€n ou i, : R R— R, n>0etl,:k— R, n>0, sont
n>0

k-linéaires. C’est-a-dire :

(1) Z tp © (g ® 1g) = Z tp o (1r @ pg), n >0

pt+g=n pt+g=n

(2) Z o (bg @ 1R) = don - 1r = Z ppo (lr ®4,), n>0

p+q=n ptg=n

En particulier, R est une k-algebre unitaire, de multiplication py et d’unité
€y — go(l)

(ii) Réciproquement, si R est une k-algébre unitaire de multiplication o et d’unité
eo = lo(1) et sipn, : Rk R — R, £, : k — R, n>0, sont des applications
k-linéaires qui vérifient (1) et (2); alors R((X)) devient une k((X))-algébre
de Banach unitaire de multiplication m = Y X" - p, et d’unité ((1) = e ou

n>0
(=5 X"1,

n>0

En effet, les morphismes de structure m : ARA — A et £ : k(X)) — A de la
k((X))-algebre de Banach unitaire A sont tels que |[m|| =1, [[{|| = 1; mo(m®1,4) =
mo(ly®@m)etmo(l®@14) =14 =mo(1l4®¥). Ainsi, identifiant A & R((X)), on a

mo(m®1y) = ZX” -y, © (ZXq~uq®ZXS'5051R) = ZXR‘NnO(ZXq‘(Nq@’

n>0 q>0 s>0 n>0 q>0
1) =D X" > o (tg@1ln) =mo(la@m) =3 X" > p,o0(lr® p,);
n>0 ptqg=n n>0 ptg=n

d’ou (1).

On vérifie de la méme maniere (2) .

Remarquons que l'on peut choisir R de telle sorte que I'unité de A est dans R;
c’est-a-dire £ = Z X" donlo.

n>0

N.B. Le relations (1) et (2) sont équz’valentes respectivement a : Va,b,c € R,

(1) Z tip(q(a ® Z pp(a @ pg(b®c)), n =0
(27) Z pip(lg(1) ® a) = don - a = 2 pp(a ®Le(1)), n >0

En particulier pour n = 1 et posant a - b = pg(a ® b) la multiplication de la
k-algebre R, on a p1(a ®b) - c+ m((a®b)®@c) =a- m(b®@c)+ m(a® (b-c)) ou
encore a - (b®c) —m((a-b)@c)+m(a®@ (b-c)) —ui(a®@b)-c =0, c’est-a-dire
(1 est un 2-cocycle de la k-algebre R.
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Remarque 3 : Soit (ej)jer une base orthogonale du k((X))-espace de Ba-

nach sous-jacent a l'algebre de Banach A : tout a € A s’écrit de facon unique

@ = ey € M), limlal = 0, lalll = Swlal. On o mie o c)) =
jel

> ajieq, ||Im(e; @ e;)|]] = Sup]a | <1,4,j€l. Posons R=@EPk-e;, onaAy=

lel jel

R ® Ay. La multiplication m = Z X"y, de A est telle que les i, = R®r R — R

n>0

sont uniquement déterminées par ji,(e; ® e;) Z&U n)eg, afj(n) €k, Jij(n) =
tel

{EEI/&()#O}etantﬁm et U'on a af; Z&U
n>0
Rappelons que (R, 119, ¢p) étant une k-algebre unitaire, la donnée d’applications
k-linéaires i, : R®y R — R; {, : k — R, n > 1, qui satisfont aux relations (1’) et
(27) définit ce que I'on appelle une déformation de 1'algebre R (cf. [3]).
On peut donc énoncer :

Corollaire 1 : La catégorie des k((X))-algébres de Banach ultramétriques uni-
taires (les morphismes étant les homomorphismes d’algébres de Banach de norme
< 1) est en correspondance bijective avec la catégorie des déformations des k-algébres
unitaires.

Corollaire 2 : Le sous-k-espace vectoriel R de A isomorphe a Ag/A1 est une
sous-k-algebre unitaire de A si et seulement si A s’identifie a ’algébre des séries
formelles de Laurent a coefficients dans R.

En effet, on a m = ZX”~,un, tn * R®r R — R, n > 0. Alors R est

n>0
une sous-k-algebre de A si et seulement si, pour tous a,b,c € R, m(a ® b) =
S X" pp(a @b) € R; cest-a-dire m(a ® b) = po(a @b) et pp,(a®b) =0, n > 1,
n>0
ou encore m = Z X" donpto. Le méme raisonnement conduit a ¢ = Z X" bonlo.
n>0 n>0

Tout ceci équivaut a dire que A s’identifie a 'algebre des séries formelles de Laurent
a coefficients dans R.

Exemples :

a) Théoreme 3. (ii)

b)  Soit 2 un espace compact totalement discontinu et soit ’algebre de Banach
C(2,k((X))) des fonctions continues de Q dans k((X)). Alors C(Q,k((X))) est
isomorphe a ’algebre des séries formelles de Laurent a coefficients dans la k-algebre
Loc(€2, k) formée des fonctions localement constantes de €2 dans k.

¢) Soit G un groupe

Rappelons (c.f. par exemple [2]) que I'algebre des fonctions presque périodiques
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AP(G,k((X))) est 'algebre formée des fonctions f : G — k((X)) telles que (7sf)sea
est un compactoide de I'espace des fonctions bornées, v, f(t) = f(s7't). Soit R(G, k)
la k-algebre formée des fonctions représentatives g : G — k, c’est-a-dire (7s9)sec
engendre un k-espace vectoriel de dimension finie.

Alors AP(G, k((X))) est isomorphe a l’algebre des séries formelles de Laurent a
coefficients dans R(G, k).

En fait, pour tout ensemble 2, toute sous-k((X))-algebre de Banach de I’algebre
des fonctions bornées de 2 a valeurs dans k((X)) est isomorphe a une algebre de
séries de Laurent a coefficients dans une k-algebre convenable de fonctions de €2 a
valeurs dans k.

N.B. : En général, les structures des algebres A et R, bien qu’étroitement liées,
ont des propriétés tres différentes.

Exemple 1 :

Considérons A = k((X %)), g > 2; c’est un corps, extension finie totalement
ramifiée de £((X)). Soit v la valuation de A qui prolonge celle de k((X)). On a

pour tout a € A, |a| = |[X["@, v(a) € é% U {+oo}. Ainsi |||a]|] = | XM ou

[v(a)] est la partie entiere de v(a). Il vient que Ay = k[[X%]], A =X k[[X%]] et
q—1 p

Ao/Ar = E[€] ot £ = 0. On en déduit aussitot que Uon peut prendre R = P k- X .
=0

Posons Y = X%; sim = Z X", est la multiplication de A, les u, : R®x R — R
n>0

sont telles que : u, (Y'®Y7) =0pourn >2, 0<1i, j < qg—1; uo(Y'QY7) =Y et

i (Yi®@Y7) =0lorsque i+j < g—1; enfin po(Y'®@Y7) =0et iy (YV®QY?) = Yiti=d

lorsque ¢ <@ 45 < 2q — 2.

En résumé, tout élément a du corps k((X %)) admet une unique écriture de la
forme a = > X" - ay,, a, € R tandis que la k-algébre (R, po) ~ k[¢], £€7 =0, est
n>ng

une k-algebre locale d’idéal maximal nilpotent non nul.

Exemple 2 : Ici k =R ou F,, ¢ =p", p premier > 3; alors k*/k**> = {1,0}, 0 ¢

k*2.

o X

k(X))

k((X))-algebre unitaire d'unité e = ey, engendrée par les e; et ey satisfaisant aux

relations e% = ey, e% = Xeg et ejeg = —ege; = e3. Alors (e, €1, €2, €3) est une base
3

du k((X))-espace vectoriel B. Soit a = ageg + Y aje; € B, a; € k((X)); rappelons
=1

Considérons 'algebre de quaternions B = ( ); par définition B est la
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3
que @ = ageg — »_ aje;, N(a) = aa. Alors N(a) = N(a) = a2 — 0ai — X (a3 — 0a3);

X
de plus N(a) = 0 si et seulement si @ = 0. Ainsi B = (l:((X))) est un corps, non
commutatif.
On définit une valeur absolue ultramétrique sur B, extension de celle de k((X)),
en posant pour a € B, |a| = |[N(a)|z. On a |eg] = 1 = |er];|ea] = |X|2 = les.
Considérons la norme |||al|| = Inf{|X|"/|a] < |X|*, n € Z}, on a |||e|]|| =1, 0 <

J <3, By={ac€ B/|||la|l|| <1} ={a € B/|la] <1} et By = {a € B/|||a||| < 1} =
XBy =e2By = 6330 On vérifie que (e;)o<j<3 est une base orthonormale de B c’est-
3

pedire ||| aes | = gmas s .
7=0

3 3
Posons R = @k~ej; onaBy=R®&®B; et R~ By/B; = @k~§j avec

J=0 J=0

e =o0,e2=0¢et e -8 = —0y e =e3. Il vient que By/B; est égale a I'algébre de

quaternions dégénérée ( ); en particulier la k-algebre (R, po, o) est isomorphe

. [fo 0

Les u, : R ®; R — R définissant la multiplication de B sont déterminées par
les valeurs p,(e; ® €;), 0 < 4,5 < 3. On voit que u,(e; ® ej) = 0 pour n > 2 et
0 <1, < 3; tandis que
fio(eo ® €5) = e = pio(e; ® eg), 0 < j < 3;

ey @ €; —0—u1(ej®eo) 0<j<3;
toler ®er) = oeg, pi(er ®eqp) = 0;

k

pa )

( )=
to(er ® ex) = es = —pp(ea @ e1), pui(er @ ex) =0 = py(ea ® eq);
poler ® e3) = geg = —pg(es @ e1), pi(er ®ez) = 0= p(ez ®er);
to(e2 ® ez) = 0 pi(e2 ® e2) = eo;
polez ®e3) =0 = —,Uo(eg ®e), pi(e2®ez) = —e1 = —pi(ez @ ea);
,u()(eg ® 63) 0 (63 ® 63) = 0¢€p;

N.B.: Onam(R®R) C kler] et pno (1 @ 1g) = p1 0 (1 ® p11)

Remarque 4 :  Tout o € k((X)) se décompose en o = . X*94? ot oy € k* /K*2,
d(a) =0,1 et vek((X)).

Sotent o, B € k((X)) .

1)  On sait, et on peut vérifier directement, lorsque k =F,,q = p", p pre-

) ) « 3 ar, X0(@) B X9(8)
mier > 3, que toute algebre de quaternions ( ) = ( est
F,((X)) F,((X))

1somorphe :
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(1) ou bien a Maty(F,((X)) = Mato(F,)((X)) Ualgébre des séries formelles de
Laurent a coefficients dans Mata(F,)

o X
ii) ou bien au corps des quaternions ci-dessus B = ( )
i Ry (X))

2)  Lorsque k = IR ( ou plus généralement un corps ordonné mazimal), on

5() 5(8)
5) _ (iX + X ) -

!
vérifie que toute algeébre de quaternions (
R((X))

R((X))

1somorphe a l'une des algebres.

(i) Mat2(IR)((X)), Ualgébre des séries formelles de Laurent a coefficients dans
Matg(IR).

(il) H((X)), le corps des séries formelles de Laurent a coefficients dans le corps

-1 -1
' H = )
de quaternions ( R )

-1 X
iii) B = le corps de quaternions de l’exemple 2.
8= i)

(iv) C = ( ]R((X))X> qui est un. corps

Les corps B et C sont IRR-isomorphes mais ne sont pas IR((X))-isomorphes. Ces
deux corps s’obtiennent par déformation de la IR-algébre de quaternions dégénérée

-1 0
R )
Scholie :  k((X))-algebres de Hopf ultramétiques complétes

Soit (H,m,c,n, o) une k((X))—algebre de Hopf ultramétrique complete unitaire.
En d’autres termes, H est une algebre de Banach unitaire de multiplication m :
H®H — H: le coproduit ¢ : H — H®H est un morphisme continu d’algebres,
I'inversion n : H — H est un endomorphisme linéaire continu et la cotinité o : H —
k((X)) est un morphisme continu d’algebres. On a les axiomes de coassociativité et
de coiinité, et, mo (n®@ ly)oc=~Loo =mo (ly ®@n)oc.

Supposons ||c|| <1 ( alors ¢ est isométrique) et ||n|| < 1. Considérons l'identifi-
cation d’espaces de Banach H = R((X)) ou R est un sous-k-espace discret de H. On
a, avec les notations de I, ¢ = Z X" ¢cp, ¢, R— R®y R application k-linéaire;

n>0
n=>Y X"-n, n,: R— R application k-linéaire; 0 = Y _ X" -0,, 0, =k — R k-
n>0 n>0

linéaire. En plus des relations (1) et (2) du Théoreme 4, on a
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(3) > (®1g)ocg= > (lg®cy)oc, pour la coassociativité.

p+q=n ptg=n

(4) Z (1g ® 0p) 0 ¢y = donlr = Z (0p ® 1g) 0oc, pour la colinité .
p+q=n ptg=n

(B) D cpoug= > (p®py)o(lp@T@1p)o (¢, ®cs) pour ¢, un
pt+g=n pgtr+s=n

morphisme d’algebres; 7(a ® b) =b® a

(6) Y. momg®lg)oc,= > fod= > ppo(lr®1y)oc pour

ptg+r=n pt+g=n ptqtr=n

I’inversion.

En particulier (R, mg, ¢, Mo, 00) est une k-algebre de Hopf.

On voit ainsi que la théorie des k((X))-algébres de Hopf ultramétriques complétes
unitaires de coproduit isométrique et dinversion contractante se ramene a la théorie
des déformations des k-algébres de Hopf (cf. [5])
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