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Abstract
Let X be a 1-connected finite type CW complex. We prove that if caty(X) =
eo(X) < oo, then the evaluation map

Extes(x,0)(Q, C*(X; Q) — H*(X; Q)

is non zero.

1 Catégorie et invariant de Toomer

Dans ce texte les espaces seront supposés 1-connexes avec une cohomologie ration-
nelle de type fini

La catégorie LS (Lusternick-Schnirelmann) d’un espace X est Uinfinimum des
entiers n tels que X peut étre recouvert par n + 1 ouverts contractiles dans X. La
catégorie rationnelle de X, cato(X), est la catégorie du rationnalisé de X.

Si (AV,d) désigne le modele minimal de Sullivan de X, alors cato(X) est le plus
petit entier m tel que le modele minimal de la projection p : (AV,d) — (AV/AZ™V,d)
admette une rétraction ([1]).

L’invariant eo(X) de Toomer est défini comme le supremum des entiers ¢ tels
que EL* # 0 dans la suite spectrale de Milnor-Moore

Ey* = Eatly ox.0(Q Q) = H'(X;Q)
I1 a été introduit pour approximer la catégorie ([4]) : eo(X) < cato(X).
En filtrant le modeéle minimal de Sullivan par les puissances de 'idéal ATV, on
obtient une suite spectrale isomorphe a partir du terme E5 a celle de Milnor-Moore.
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2 Modules sem ilibres et applications d’ évaluation

Soit (A, d) une algebre différentielle graduée homologiquement connexe définie sur
un corps k. Un A-module différentiel a gauche (P,d) est dit semi-libre si P = @50 Py,
avec d(P,) C ®m<n P et si chaque P, est un A-module libre.

Une résolution semi-libre d'un module différentiel (M, d) est un quasi-isomorphisme
de modules différentiels f : P — M, avec P semi-libre. La résolution est minimale
si d(P) < AT.P. Si A et M sont connexes de type fini, alors M admet toujours une
résolution minimale.

Si M et N sont deux A-modules différentiels, et si P — M est une résolution
semi-libre, I’homologie du complexe Hom (P, N) ne dépend pas du choix de P et
se note Ext4 (M, N).

Soit (P, d) une résolution semi-libre de (k,0), et a un cocycle de (P, d) corres-
pondant a 1’élément de 1 de k, alors ’évaluation en a induit un morphisme

ev: Exta(k,N) — H(N)

appelé morphisme d’évaluation [2].

3 LeThéoreme

Théoréme. Soit X un CW complexe 1-connexe de type fini. Supposons que
caty(X) = eo(X) < o0, alors I'application d’évaluation
Exte-(x,0) (@, C"(X;Q)) — H*(X;Q)

est non nulle.
Proof. Soit ¢ : (AV ® (Q& E),d) — (Q,0) une résolution semi-libre minimale de
(Q,0), avec e(1) = 1.

Notons m = cato(X). Par hypotheése (AV, d) est rétracte homotopique de (AV/A=™
V,d), i.e. il existe un diagramme commutatif

AV, d) — (AV/ A"V d)
\ ~Tp
(AV @ AW, d)
et une application r : (AV @ AW,d) — (AV,d) tels que ri = id,y 1l existe en outre
un cocycle non cohomologiquement trivial o dans A=™V .
Soit p : (A\V ® (Q @ E),d) — (AV/ A>™ V,d) le morphisme défini par ¢(1) = «
)

et p(F) = 0. Comme p est un quasi-isomorphisme surjectif et (AV @ (Q @ E),d
est semi-libre, ¢ se reléve en un morphisme

?: (A\V®(QaE),d — (AV e AW, d)
tel que pp = . De plus ¢ se construisant par induction sur la filtration semi-libre,

on peut supposer que ¢(1) = a.
Le composé rp définit un élément de

Ext(av,a)(Q, (AV,d)) = Exte«(x,0)(Q, C*(X;Q))

et ev[rg] = [re(a)] = [a]. Lapplication d’évaluation est donc non nulle ]
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4 Remarque

En remplacant les modeles Sullivan par les T'(V)-modeles d’Halperin-Lemaire [3],
on peut étendre le résultat précédent sur les corps finis de la maniére suivante.

Si N est un (T'(V),d)-module différentiel, on pose cat(N) Ientier n minimum
pour lequel un modele semi-libre de p, : N — N/psny)ny admette une rétraction,
et e(N) I'infimum des entiers n pour lesquels H(p,,) est injectif. Dans ce cas, on a :

Théoréme. Soit N un A-module différentiel tel que e(N) = cat(N) < oo, alors
ev : Exta (k,N) — H(N) est non nul.
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