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Introduction
Le present rticle traite surtout des processus ltoires engendrs pr une

loi stable de probabilit4 de densit

1 e-@-llS(y,t) = d, -- < y < oo,

sur lu demi-droite R+:0

_
< o, off le parmtre a est restreint l’intervalle

1

_
< 2. Un processus alutoire est souvent identifiuble uvec une mesure

de probubilit4 dans un espace fonctionnel. Par exemple, le processus du
mouvement brownien, qui correspond a 2, est identifi avec 1 mesure de
Wiener dans l’espace des fonctions numriques sur R+ appurtenant chaque
classe de Lipschitz d’exposunt <1/2. Nous montrerons, en profitant des idles
de L. Schwartz etYu. V. Prohorov, qu’il est tout i fair naturel du point de vue
del’anulysefonctionnelledeconsidrer lesprocessus stables (1

_
< 2)comme

de bonnes mesures de Radon concentres sur le dual d’un espace de Banach
B, dfini pur un poids c0(t) > 0 convenable. L’espace B consiste en les
limites uniformes des fonctions relles tages sur certains sous-interwlles de
R+. I1 est muni de la norme

l] 4’ Ii,o mx>o I(t) (t) ( B).

Le dual 91. de B consiste donc en des fonctions d’ensembles, additives au
sens restreint.
Evidemment, cela dpend du choix du poids . L’exp4rience montre, ainsi

que les travaux de S. Bochner [2], [3], que le poids (t) devmit 6tre
suffisamment grand pour les valeurs de voisines de 0, et que, d’autre
part, (t) peut tre arbitrairement petit ailleurs (mme identiquement nul).
Un choix convenble de est

co(t) 1/-a+) (t --* 0 -4-)

off e > 0 est arbitrairement petit. C’est li, peut-gtre, le contenu principal
de ce travail.
Dans un autre article [1], nous montrerons que les mesures construites ici

peuvent gtre utilisfies pour rsoudre certaines quations d’4volution perturbfies.

1. L’espace B et son dual
Dns l suite nous entendrons pr "mesure" une mesure de Rdon [4], [12].
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122 v.. j. AKUTOWICZ

D4signons par A une famille d4nombrable de partitions de R+
a’0 <t") < t" < < t() l, n 1, 2,

o n/l np, 0 < p < 1 (p sera fix plus loin). Les t(’) sont des hombres
k.n- quirpartis sur l’intervalle (0, l). Pour les besoins des constructions
suivantes, il importe seulement que la longueur l tendevers l’infini et que la
maille l,/n tende vers 0 lorsque n tend vers l’infini. Sin < m, on exige que
a a. Dor6navant nous 6crirons a sans indite.

Soit un poids positif et continu d6fini sur R+ (t) > 0, e R+. ( sera
choisi convenablement plus loin.)
D6signons par C l’ensemble des combinaisons lin6aires (finies, r6elles) des

fonctions caract6ristiques x. des intervMles d’extr6mit6s a, b situ6s dans, . Nous distinguerons [a,b], ]a,b[, ]a,b], [a,b[, bien que, a posteriori,
ce ne soit pas n6cessaire. On d6finit l’espace Bo coe l’ensemble des limites
uniformes des fonctions de la classe C dans la norme

C’est un espace de Banach.
Dsignons par la famille des runions finies d’intervMles d’extrmits

dans , a et par la famiHe des fonctions rgelles dgfinies sur $, additives
au sens restreint, et bornes en ce sens:

sup f d < .
I1 est bie conu [7, vol. I, chp. III] que coincide vec le dul de l’espce

A chaque lment e et chaque paition a e A on fair correspondre
le vecteur des "increments de suivant ": g: ((E)), E dsignant les
intervalles do . g est Mors une application de l’espace sur un espace
euclidien E. Si a H on a E E. I1 existe les projections canoniques

].: E E

avec les relations habituelles de coherence:

f. IdentitY, f. o f, f. si a .
Onag f,o gsia ft.
Posons:

E ,E",

Cela signifie que si E, ,E, appartiennent , E E = (j k), alom
(E E,) (E) + + (E,).

En dsignant les intervalles de la partition a par E, on munit l’espace E de la
norme

oh sup,s().
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off E’" ddsigne le compactifi d’Alexandroff de l’espace E". L’espace produit
E est donc compact.

Puisque le sous-espace C est dense dans B, on peut identifier l’espace
avec une partie de E:i) c E. L’observation suivante s’avrera utile.

LEMME 1. La topologie vague de 9 comme dual de B est plus fine que la
topologie induite du produit E.

D$monstration. Parma les voisinages vagues de 0 dans 9 se trouvent les
ensembles

c’est--dire, les intersections avec 9 d’ensembles d’une base de voisinages de
0 de la topologie produit. C.Q.F.D.

2. Lois stables de probabilit
Nous dsignons par S S S(y, s) la densit de la loi stable de proba-

bilit de paramtre a, 0 < a 2:

(2.1) S(y,s) oe-’-’ d, s> 0,-oo < y < o.

Le comportement asymptotique de ces lois de probabilit nous sera utile.
(Volt [9, Chapitre VII].)

LEMME 2. I1 existe deux fonctions c c(s, a) > O, j 1, 2, telles que

c f c R ---->(2.2) S(R, s) R+ "1
S(y, s) dy R--7,

ces fonctions sont de la forme,

(2.3) c(s, ) s (), j 1, 2,

o kj ne dpend pas de s.

Soit a une partition de la classe A, a {So < s < < s}, So > 0.
Soient V, V des ensembles boreliens linaires arbitraires. Lu mesure
produit,

P,(y e V s e a)

f [ dyl dy,(2.4) ’V

I’[ S(y, s s-l) dye,
k=l

est une mesure de probabilit dans chaque E"". L’ensemble des P,, a e A,
est une famille cohrente de mesures: si a c/, alors

p(f,,(B) P,(B)
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pour toute partie borelienne B de E". En d’autres termes,

P,

On a done une forme linaire continue dfinie sur l’algbre des foactions con-
tinues sur le compact E qui ne dpendent que d’un nombre fini de coordonnes.
D’aprs le thorme de Weierstrass-Stone, cette algbre de fonctions est dense
(pour la topologie uniforme) dans l’algbre de routes les fonctions continues
sur E. I1 existe donc une mesure de probabilit P dans E qui prolonge routes
les mesures P et Pest unique.
D6montrons maintenant que la mesure Pest en r6alit concentre sur

l’espace c E. Evidemment, cette dmonstration dpendra du poids; le
vrai problme est de dterminer le plus petit espace sur lequel la mesure P
est concentre. Nous allons utiliser un critre gnral, expos dans le numro
3 (crits encore indits de N. Bourbaki, cours de L. Schwartz a la Sorbonne
pendant l’anne scolaire 1964-1965).

3. Critre d’existence d’une mesure de Radon dans les
espaces topologiques

Ce numro est consacr l’application d’un critre gnral d’existence
d’une mesure de Radon borne dans un espace topologique compltement
rgulier (Proposition 2). La Proposition 3 traite le cas particulier qui nous
intresse. Pour plus de dtails sur ce chapitre de la thorie de l’intgration,
on renvoie le lecteur intress au livre de Gelfand et Vilinkin [8, Chapitre IV]
et aux mmoires de Prokhorov [10], [11].
Rappelons que les mesures de Radon se transportent d’un espace un autre

par les applications continues. Dsignons par 9(E) l’ensemble de routes les
mesures de Radon bornes sur E.

PRoPosITION 1. Soient rl et r2 deux topologies compltement r$guliOres sur
un ensemble E, rl $tant plus fine que r. Appelons E et E les espaces E munis
de ’ et ’ et i l’injection continue, i E -- E L’application8"

de 9(E) dans 9E(E) est injective e conserve les normes (c’es-d-dire les varia-
tions totales); les mesures t e t son ideniques. (Voir [5, Chapitre V, 6,
Proposition 3 et Thorme 1].)

Avec les mmes hypotheses on a:

PROPOSITION 2. Pour qu’une mesure t2 de 9(E) provienne comme en (3.1)
d’une mesure # de 9(E), il faut et il suit que t soit concenr$e sur une r$union
d$nombrable de compacts de

Rappelons que i(t) dsigne la mesure sur E telle que i)(B) t(i-(B)) pour
route partie borelienne B de E.
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D$monstration. La ncessit de la condition tant vidente, montrons sa
suffisance. Soit 2 e (E2) une mesure concentre sur la rgunion d’une suite
de compacts K1 c K c K c... de El. Soit 21K la mesure
induite par 2 sur K. Alors K est une mesure sur K muni de la topolo-
gie 71 parce que les topologies 71 et 7. coincident sur K. Elle a donc une
image par l’injection continue K--, El, soit Xn. Prenons maintenant la
suite de mesures dans E,

respectivement concentrges sur

On a

done
i((X, X,_) (K, K,_I) t (K,

I1 est vident que

Puisque l’injection i conserve les normes, et puisque la mesure X,
concentr6s sur K, K,_I, on obtient

Donc la srie

k_i est

converge vers une mesure gi sur El. On a aussi:

i(m) i(K, K,_) g. [(K. Kn_i).

Puisque les mesures i(gl) et g sont routes deux concentrfies sur la rfiunion
des Kn, on a i(g) #2 tout court. C.Q.F.D.
Revenons ’ notre systme projectif particulier, E’, P, g, f,, 9T

E 1-I E’, 9g fitant muni de la topologie vague.

PnOPOSXTO 3. Pour que les mesures de probabilitd P sur les E provien-
nent d’une mesure de probabilit P concentrde sur g, il faut et il sujt que, pour
tout > O, il existe un compact K de , tel que pour tout indice a A on air

(3.2) P(proj(K)) > 1 ;

dans ce cas le mesure P est unique.
Dmonstration. Ncessitfi" soit P une mesure de probabilit sur 9To avec
P proj(P) pour tout a e A. I1 existe un compact K de 9To tel que

En r6alit6, ce critre a 6t6 4tabli dans un contexte beaucoup plus g6n4ral par L.
Schwartz (loc. cir.). Nous avons simplement copid sa d!monstration pour l’espace qui
nous int6resse.
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P(K) >_ 1-- e. Alors

P.(proj.(K) proj.(P) (proj.(K))

P( "-proj (proj.(K))) k P(K) >_ I-
Suffisance" Soit B une partie finie de A. Posons

E HE’.
Appelons proj Bla proiection canonique de E sur E. Sia est un dldment de
A qui majore B, on a une application continue,

f,. x" -- (f,.(x")
de E’" dans E". Pour tout lment x

(3.3) proj.(x) f.,.(proj.(x)).

D’aprs le thorme de Kolmogoroff, la mesure P existe dans le produit E
et on ales lois cohrentes de probabilit P. proj(P).
Pour le compact K en question on a

P.(proj.(K)) Ps(fs,.(proj.(K)))
(3.4)

P.(f;,.[f.,.(proj.(K))]),

d’aprs (3.3). Mais d’aprs l’hypothse (3.2), (3.4) entralae

(3.5) P.(proj.)K)) >_ P.(proj.(K)) >_ 1

Puisque P, proj ,(P), (3.5) s’dcrit

(3.6) P(projt(proj,(K))
Mais d’autre part si B’ D B, on a

--1 --1
proj. (proj.(K)) D proj,,(projw(K)).

Les ensembles projl(proj.(K)) 6rant ferm6s, on peut, d’aprgs une propri6t6
fondamentale des mesures de Radon, passer la limite dans (3.6). I1 rdsulte"

P(K) P(f’l=..B ,ini proj;l(proj,(K)))

_
1 e.

La mesure Pest donc concentr6e sur uno suite d6nombrable de compacts de. Vu la Proposition 2 et le Lemme du num6ro 2, la d4monstration est
ainsi acheve.

4. Existence de certaines lois de probabilit dans I’espace
On peut interprdter le critbre du numdro prdcddent comme dtablissant que

les bonnes mesures de probabilitd dans les espaces fonctionnels sont presque
concentrdes surun compact. Pour l’espace i) la question se pose, de savoir
quels sont les. poids c0 pour lesquels la mesure P est concentrde sur
Bien entendu, il faudra chercher un poids aussi petit que possible. De tels
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rsultats seront des analogues du fair que la mesure de Wiener est concentr6e
sur les classes de Lipschitz d’exposant < 1/2. On a t amen i conjecturer que
le poids o ne devrait pas tre trop petit au voisinage de s 0.

THiORiME. Fixons le paramtre (r, 1 <_ (r 2. Soit p r$el, 0 p 1;
soit o un poids positif, continuet d$croissant sur 0 s ; supposons, en
outre, en ce qui concerne la rapidit$ de croissance de o(s) lorsque s " O, que

(4.1) 0 < C* <_ (s) s(’-p)/*p _< Ct < (0 < s <_ 1);

o(s) peut $tre arbitrairement petit dans le voisinage (s > 1) de + . Alots la
mesure de probabilit$ Pest concentric sur Z, elle est uniquement d$terminOe par
le paramtre (r d’aprs la d$finition (2.4).

D$monstration. Darts l’espace 9o muni de la topologie vagu, les boules

(4.2) K K, {x’[I x i]o <- R},

sont compactes. Etant donn6 e > 0, nous cherchons donc une boule K de
rayon R suffisamment grand, telle que pour route partition a e A on it

P(proi(K)) >_ 1
Notons que la fonction

a Pa(proj.(K))

est d6croissante en

Pa(proj.(K) ) P.(f.,a(proja(K))

Pa(f.,a(f.,a(proja(K))))(4.3)
>_ Pa(proia(K)).

(D’ailleurs, il est vident qu’il y a plus de facteurs
qu’il n’y en a pour a.)
Vu (4.3), il suffit d’obtenir une bonne majoration de Pa(proja( K) ). Notons
l’inclusion"

proja( K) ::) .(proia(g)).
On va montrer"

(4.4) [{proia( g)\.a(proia g)} 0.

En effet, si

D’autre part, si e K, on a

Donc, si la partition est suffisamment fine, pro] est exclu de l’ensemble
pro] K, d’o la relation (4.4).

Puisique la mesure de probabilit P prolonge chaque mesure P, de (4.4)
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on tire la conclusion"

limo P(projo(= K)) =limo Po(=.0(projo K)).

I1 suffit donc d’obtenir une bonne majoration, uniforme en , de

P(.0 projo K)).

La boule K K. est dfinie comme

En faisnt usuge du thorme de HahmBnach, on volt que l’ensemble proj K
peut 8tre identifi avec l’ensemble des formes linaires continues sur B telles
que, pour route fonction c x tages les intervalles E, de la partition
fie A et qui satisfait la condition

on

C’est le cas si et seulement si

(E) I/ R,
off

sup, (t).
Donc

(projg) {e" I(x) I/ > R}.

En dsignant le vecteur ((x)) de l’espace Ea par (y), on

(4.5) Ha .a(proj K) {(y) y / > R}.

De (4.5) il vient (n dim Ea)

Ha {(y) Yl > (R/n) pour 8u moins un indice j}.

Pour 8brger, posons"

"1 g

E {(Y)" Y > (R/n)}.

I1 s’ensuit que Ha se dcompose en p8rties disjointes:

Ha Hu uH
off

HE, HFnE, HaFnFnEa., ...,

Ceci pos on aura"

H c FI n F2 n F_I, n En.
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P(H) P(H,)

(4.7) EII
,.ffi2 k’l kn

S(y s s-i) dy

q- f S(y s So) dy
in

Nous allons 6valuer la quantit (4.7) en plusieurs 6tapes.
d6signeront diverses constantes.

C1 C2

I. Le terme qui correspond i 1 est

fln S(yi sl So) dy S(yl n-p) dyi

car o(n-p) >_ C.. n1-(p/).

II. Fixonsv > 1, v- 1 <p/(-p).
Pour 2 <_ <_ A’ on a alors"

donc R.n-+(/) >_ C4 R(’-)

S(y, I) dy o(1),

POSOI8 i R/(-p).

,,(,n-) >_ o,(l".n-)
>_ C[h/’.n-]-Ca R-/’.n-(/),

I1 s’ensuit que

(R --* )

S(y, s s-) dy <_ S(y, 1) dy <_
R(,_),y,l >(R/ n) w Y! >4R (--1)/

off la constante C ne dpend que de . Pour 2

_ _
A/’ on a donc une

contribution (4.7) inf6rieure

C R(/’)/(-)-(’-)’ C R(/’)(/(-)-(’-)) o(1) (R ---> ).

III. Etudions maintenant l’intervalle

(4.8) Ax/’ < _< Co A,

off la constante Co sera choisie suffisamment grande dans l’6tape IV.
les indices ] tels que

1/2h/" <_ ] <_ ,
Pour

on a des majorations comme suit"
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S(y s s-) dy

<_ S(y, 1) dy
y]<Roo (1/2,h.1//. n,--P) ]n 1-- (p le’

<_ f S(y, 1) dy

z- S(y,Z) dy < Z- c,

o c, > 0 ne dpend que de et de p. En insrnt cette mjortion dns
(4.7) pour d’indice k (ce qui est loisible puisque
> h/’), on obtient, pour cheque de l’intervlle (4.8), pour le terme

dns l somme de (4.7), l mjortion

qui est symptotiquement g]e
exp c. Rx),

o

X=(p--p (--1))>0,
lorsque R . Donc la contribution totale la somme (4.7) des termes aux
indices marquis dans (4.8) est infrieure

c R)C Co R/(-) exp ,
ce qui tend bien vers 0 lorsque R .

IV. Passons aux indices tels que

(4.9) C0A < gn.
En tenant compte de l’expression (2.1) pour S(y, s), on obtient

f S(y, s) dy
1 f_sinaexp s ll) d,

donc, d’aprs l’in6galit de Cauchy-Schwarz"

f< S(y, s) dy

< c, V’a/s".
En utilisnt (4.10), on trouve pour les termes d’indice (4.9) dns (4.7)
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ma]oration

(4.ii)

Puisque

la borne (4.11) est inf6rieure &

(4.12) _, X/(C,R)’-*(,- 1)("-,’z",’.
e(4.9)

La formule de Stirling permet de remplacer (4.12) par

//C eMx"-I(4.13)

< c,, o(i) ( ),

condition qu’on fixe C > Cn eM.
V. Pour les indices vec n" < A n, des mjortions de type (4.11)

monfrent que w, peut tre rbitrirement petit. C.Q.F.D.

5. Les processus stables, 0 < < 1

Soit X(t) le processus stable, sprble, de psrmtre , 0 < = < 1. Evs-
luons ] probbi]it de l’vnement

dX(t)l

off le poids est positif et continu, quelconque. La fonction caractfistique
de lu variable alutoire

dX(t)
(0

tant [13, p. 146], pour deux constants m O, c0 > O,

s(e-’) exp

, [1 exp (-- X/())]

on voi que
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et elle figale 0 si

dt fo dt-< et (t)< ,
dt fo dt

o(t---3 + ou ,,,(t)- + "
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