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PAR
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Introduction

Le présent article traite surtout des processus aléatoires engendrés par une
loi stable de probabilité de densité

S,(y, ) = %r f R g o<y <
sur la demi-droite R, : 0 < ¢ < o, oll le parametre o est restreint 4 I'intervalle
1 < ¢ < 2. Un processus aléatoire est souvent identifiable avec une mesure
de probabilité dans un espace fonctionnel. Par exemple, le processus du
mouvement brownien, qui correspond & ¢ = 2, est identifié avec la mesure de
Wiener dans Pespace des fonctions numériques sur R, appartenant & chaque
classe de Lipschitz d’exposant <%. Nous montrerons, en profitant des idées
de L. Schwartz et Yu. V. Prohorov, qu’il est tout & fait naturel du point de vue
del’analysefonctionnelle de considérer les processus stables (1 < ¢ < 2) comme
de bonnes mesures de Radon concentrées sur le dual d’un espace de Banach
B, , défini par un poids w(t) > 0 convenable. L’espace B, consiste en les
limites uniformes des fonctions réelles étagées sur certains sous-intervalles de
R, . Ilest munidelanorme

| ¢ lle = max;o | $(2) | w(t) (¢ €B,).

Le dual 9, de B, consiste donc en des fonctions d’ensembles, additives au
sens restreint.

Evidemment, cela dépend du choix du poids w. IL’expérience montre, ainsi
que les travaux de S. Bochner [2], [3], que le poids w(¢) devrait é&tre
suffisamment grand pour les valeurs de ¢ voisines de ¢ = 0, et que, d’autre
part, w(t) peut étre arbitrairement petit ailleurs (méme identiquement nul).
Un choix convenable de w est

o(f) ~ flo—(+e) (t—0 +)

ol ¢ > 0 est arbitrairement petit. C’est 13, peut-étre, le contenu principal
de ce travail.

Dans un autre article [1], nous montrerons que les mesures construites iei
peuvent étre utilisées pour résoudre certaines équations d’évolution perturbées.
1. U'espace B, et son dual 91,

Dans la suite nous entendrons par “mesure’” une mesure de Radon [4], [12].
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Désignons par 4 une famille dénombrable de partitions de R :
00t <t < o<t =1, n=1,2 -,

oun/l, = n°,0 < p < 1 (p sera fixé plus loin). Les ¢ sont des nombres
k-n™? équirépartis sur I'intervalle (0, 1,). Pour les besoins des constructions
suivantes, il importe seulement que la longueur I, tende vers linfini et que la
maille I,/n tende vers 0 lorsque n tend vers Uinfini. Si n < m, on exige que
o, C an . Dorénavant nous écrirons o sans indice.

Soit w un poids positif et continu défini sur B, : w(f) > 0, ¢ B . (wsera
choisi convenablement plus loin.)

Désignons par C Pensemble des combinaisons linéaires (finies, réelles) des
fonctions caractéristiques x,, des intervalles d’extrémités a,b situés dans
Ugesa @. Nous distinguerons [a,b], 1a,b[, la,b], [a,b[, bien que, a posteriors,
ce ne soit pas nécessaire. On définit Pespace B, comme ’ensemble des limites
uniformes des fonctions de la classe C dans la norme

¢l = max|(t) | w(t).
C’est un espace de Banach.
Désignons par & la famille des réunions finies d’intervalles d’extrémités

dans Uge4 a et par 91, la famille des fonctions réelles u définies sur &, additives
au sens restreint’, et bornées en ce sens:

sup
llélle <1

¢ du‘ < oo,

By

I1 est bien connu {7, vol. I, chap. III] que 91, coincide avee le dual de I’espace
B, ,u(xs) = w(E), E 9.

A chaque élément u € M, et & chaque partition « ¢ A on fait correspondre
le vecteur des “incréments de u suivant a”: goip — (u(E:r)), Er, désignant les
intervalles de a. g, est alors une application de I’espace 9N, sur un espace
euclidien E°? Sia C gona E* © E’. 1l existe les projections canoniques

fap: B — E*
avec les relations habituelles de cohérence:

Sfa,e = Identité, fosofs,y = fawSia C B C .

Onage, = fapogssia CB.
Posons:

E = HaeA E‘a,

1 Cela signifie que si E;, .-+, E, appartiennent & F, E; N B, =0 (j = k), alors
pELU - U Er) = p(EL) + -+ 4 u(En).

2 En désignant les intervalles de la partition « par E;, on munit I’espace E* de la
norme

” W1y 5 Yn) ” = zklyk l/“’k’
ol wg = Sup:eE’kw(t)-
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ol E* désigne le compactifié d’Alexandroff de 'espace E*. L’espace produit
E est donc compact.

Puisque le sous-espace C est dense dans B,, , on peut identifier ’espace 91,
avec une partie de E:9T, C E. IL’observation suivante s’avérera utile.

Levuve 1. La topologie vague de 9, comme dual de B, est plus fine que la
topologie induste du produit E.

Démonstration. Parmi les voisinages vagues de 0 dans 91, se trouvent les

ensembles
{N : f Xonbi O

c¢’est-a-dire, les intersections avee 91, d’ensembles d’une base de voisinages de
0 de la topologie produit. C.Q.F.D.

2. Lois stables de probabilité
Nous désignons par 8 = S, = S,(y, s) la densité de la loi stable de proba-
bilité de parametre ¢, 0 < ¢ < 2:
(21) S,(y, 8) = 217f eV dE 5> 0, —0 <y < oo,
Le comportement asymptotique de ces lois de probabilité nous sera utile.
(Voir [9, Chapitre VII].)

LEMME 2. I existe deux fonctions ¢c; = c¢j(s, ¢) > 0,5 = 1, 2, telles que

C1 C2
(22) SE~Zs [ smod~g,  Rodte,

ces fonctions sont de la forme,
(2'3) Cj(S, U) = Ski(")y .7 = 17 2}
ol k; ne dépend pas de s.

Soit @ une partition de la classe 4, o = {s < 5 < -+ < 84}, 85> 0.

Soient Vi, ---, V, des ensembles boreliens linéaires arbitraires. La mesure
produit,

PuyreVi;spea)
(24) = ~L1 b - Sa(yI, 81— 30) e Sa’(yn, Sn — sn—l) dyl e dyn

= H S.,(yk y S — Si—1) dyr ,

k=1 V¥V

est une mesure de probabilité dans chaque E'*. L’ensemble des P,, a € 4,
est une famille cohérente de mesures: si @« C 8, alors

Py(fap(B)) = Pa(B)
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pour toute partie borelienne B de E'®. En d’autres termes,
Py = fas(Ps), sia C 6.

On a donc une forme linéaire continue définie sur 1’algébre des fonctions con-
tinues sur le compact E qui ne dépendent que d’un nombre fini de coordonnées.
D’apres le théorgme de Weierstrass-Stone, cette algébre de fonctions est dense
(pour la topologie uniforme) dans 'algébre de toutes les fonctions continues
sur E. Il existe done une mesure de probabilité P dans E qui prolonge toutes
les mesures P, et P est unique.

Démontrons maintenant que la mesure P est en réalité concentrée sur
Pespace 9, C E. Evidemment, cette démonstration dépendra du poids; le
vrai probleéme est de déterminer le plus petit espace sur lequel la mesure P
est concentrée. Nous allons utiliser un critére général, exposé dans le numéro
3 (écrits encore inédits de N. Bourbaki, cours de L. Schwartz 4 la Sorbonne
pendant ’année scolaire 1964-1965).

3. Critére d’existence d'une mesure de Radon dans les
espaces topologiques

Ce numéro est consacré i l'application d’un ecritére général d’existence
d’une mesure de Radon bornée dans un espace topologique complétement
régulier (Proposition 2). La Proposition 3 traite le cas particulier qui nous
intéresse. Pour plus de détails sur ce chapitre de la théorie de Iintégration,
on renvoie le lecteur intéressé au livre de Gelfand et Vilinkin [8, Chapitre IV]
et aux mémoires de Prokhorov [10], [11].

Rappelons que les mesures de Radon se transportent d’un espace & un autre
par les applications continues. Désignons par NM(E) ensemble de toutes les
mesures de Radon bornées sur E.

Prorosition 1. Soient 71 et 1o deux topologies complétement réguliéres sur
un ensemble E, v, étant plus fine que 7o . Appelons E; et E, les espaces E munis
de et 72 et 1 Pinjection continue, © : By — Ey . L’application®:

(3.1) m = i(p) = pe

de M(E,) dans NM(E,) est injective et conserve les normes (c’est-d-dire les varia-
tions totales); les mesures wy et uy sont identiques. (Voir [5, Chapitre V, § 6,
Proposition 3 et Théoréme 1].)

Avec les mémes hypothéses on a:

ProposiTION 2. Pour qu'une mesure s de I (E>) provienne comme en (3.1)
d’une mesure yy de M(Ey), i faut et il suffit que py s0it concentrée sur une réunion
dénombrable de compacts de 7 .

3 Rappelons que %(u1) désigne la mesure sur E, telle que ¢(u1)(B) = pi1(¢"*(B)) pour
toute partie borelienne B de E, .
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Démonstration. La nécessité de la condition étant évidente, montrons sa
suffisance. Soit e e M(FE;) une mesure concentrée sur la réunion d’une suite
de compacts K; C K, € - Cc K, C --- de E;. Soit ps | K, la mesure
induite par ps sur K, . Alors p, | K, est une mesure sur K, muni de la topolo-
gie 7, parce que les topologies 71 et 7 coincident sur K,. Elle a donc une
image par linjection continue K, — E;, soit \,. Prenons maintenant la
suite de mesures dans E, ,

Myh— M, -, M= M, e,
respectivement concentrées sur

KI,K2—K1,"°, Kn_Kn_l,"'-
On a

T1(An ‘ K,) = mw l K.,
done

7’(()‘" - )\n—-l) [ (Kn - Kn—l))
11 est évident que
Zollm| (Kn — Koct) || = ]| < oo.

Puisque 'injection ¢ conserve les normes, et puisque la mesure N\, — \,—1 est
concentrés sur K, — K, 1, on obtient

Zn ” A — >\n—1 ” < o0,

le (Kn - n—l)‘o

Donc la série

En ()\n - )\n—l)

converge vers une mesure y; sur E; . On a aussi:
".(I‘l) i (Kn - n—l) = le (Kn - Kn_1).

Puisque les mesures 7(u;) et up sont toutes deux concentrées sur la réunion
des K, , on a2(u1) = pe tout court. C.Q.F.D.

Revenons & notre systéme projectif particulier, E'*, Ps, ga, fas, Mo C
E =[]« E*, o, étant muni de la topologie vague.

ProposSITION 3. Pour que les mesures de probabilité P, sur les E** provien-
nent d’une mesure de probabilité P concenirée sur M, , il faut et <1 suffit que, pour
tout € > 0, 1l existe un compact K de 9N, tel que pour tout indice o € A on ait

(3.2) Pa(projo(K)) 21 — ¢
dans ce cas le mesure P est unique’.

Démonstration. Nécessité: soit P une mesure de probabilité sur 91, avec
P, = proj«(P) pour tout a ¢ A. Il existe un compact K de 9N, tel que
4+ En réalité, ce critere a été établi dans un contexte beaucoup plus général par L.

Schwartz (loc. cit.). Nous avons simplement copié sa démonstration pour P’espace qui
nous intéresse.
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P(K) > 1 — e Alors
Po(projo«(K)) = proju(P)(proju(K))
= P(proja (proja(K))) = P(K) 2 1 — e.
Suffisance: Soit B une partie finie de A. Posons
E® = [lses E*.

Appelons proj 5 la projection canonique de E sur E®. Si « est un élément de
A qui majore B, on a une application continue,

Bt % — (fﬁ,a(xa))ﬁw )
de E'* dans E®. Pour tout élément z € 9N, on a:
(3.3) projs(z) = fr,«(pProja(z)).

D’apres le théoreme de Kolmogoroff, la mesure P existe dans le produit E
et on a les lois cohérentes de probabilité Pp = projs(P).
Pour le compact K en question on a

Py(projs(K)) = P5(f5,a(proje(K)))

= Pa(fl—?}a[fB,a(proja(K))]),
d’apres (3.3). Mais d’apres hypothese (3.2), (3.4) entraine

(3.4)

(3.5) Py(projs)K)) = Pa(proju(K)) 2 1 — e.
Puisque Pp = projz(P), (3.5) s’écrit
(3.6) P(projz'(proja(K))) = 1 — e.

Mais d’autre part si B’ © B, on a
proj (projs(K)) D projs’(projs(K)).

Les ensembles proj5 (projz(K)) étant fermés, on peut, d’aprds une propriété
fondamentale des mesures de Radon, passer & la limite dans (3.6). Il résulte:

P(K) = P(Npeca,s tini projz (projs(K))) > 1 — e.

La mesure P est donc concentrée sur une suite dénombrable de compacts de
M, . Vu la Proposition 2 et le Lemme du numéro 2, la démonstration est
ainsi achevée.

4. Existence de certaines lois de probabilité dans 'espace 91,

On peut interpréter le critére du numéro précédent comme établissant que
les bonnes mesures de probabilité dans les espaces fonctionnels sont presque
concentrées sur un compact. Pour Pespace 9%, la question se pose, de savoir
quels sont les poids w pour lesquels la mesure P est concentrée sur 91, .
Bien entendu, il faudra chercher un poids aussi petit que possible. De tels
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résultats seront des analogues du fait que la mesure de Wiener est concentrée
sur les classes de Lipschitz d’exposant <%. On a été amené & conjecturer que
le poids w ne devrait pas étre trop petit au voisinage de s = 0.

TukorkEME. Fizons le paraméire o, 1 < ¢ < 2. Soit p réel, 0 < p < 1;

s0it w un poids positif, continu et décroissant sur 0 < s < o, supposons, en
oulre, en ce qui concerne la rapidité de croissance de w(s) lorsque s ™ 0, que

(4.1) 0<C*<w(s) -s“P"<C< » (0 < s<1);

w(s) peut étre arbitrairement petit dans le voisinage (s > 1) de +o. Alors la
mesure de probabilité P est concentrée sur M, ; elle est uniquement déterminée par
le parameétre o d’aprés la définition (2.4).

Démonstration. Dans Pespace 91, muni de la topologie vagu, les boules
(4.2) K=Kp={z:|z|.< R}

sont compactes. Etant donné ¢ > 0, nous cherchons done une boule Kz de
rayon R suffisamment grand, telle que pour toute partition o € 4 on ait

Po(proju(K)) 2 1 — e.
Notons que la fonction
a — Pa(proj«(K))

est décroissante en a (K étant fixe). En effet, sia C 8,
Po(projo(K)) = Pa(fas(projs(K)))
(4.3) = Py(fup(fus(projs(K))))
2 Pg(projs(K)).

(D’ailleurs, il est évident qu’il y a plus de facteurs [ S dy, dans (2.4) pour 8
qu’il n’y en a pour «.)
Vu (4.3), il suffit d’obtenir une bonne majoration de Pg(projs(f K)). Notons
Pinclusion:

projs(Gx K) D [rs(projs(K)).
On va montrer:

(4.4) Npea{projs(Gz K)\Gzs(projs K)} = 0.
En effet, si u est un élément quelconque de [z K, on a
sups || projs u || = | w |l > R.

D’autre part, si » ¢ K, on a
|| projs » || < R.

Dong, si la partition 8 est suffisamment fine, projs u est exclu de ’ensemble
projs K, d’ol la relation (4.4).
Puisique la mesure de probabilité P prolonge chaque mesure Pg, de (4.4)
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on tire la conclusion:
limg Py(projs(Gz K)) = lims Ps(Gze(projs K)).
11 suffit done d’obtenir une bonne majoration, uniforme en 3, de
Ps(( = projs K)).
La boule K = K est définie comme

4fR+<pdu SR}.

En faisant usage du théoréme de Hahn-Banach, on voit que ’ensemble projs K
peut étre identifié avec ’ensemble des formes linéaires continues p sur B,, telles
que, pour toute fonetion Y ¢ xz, étagée sur les intervalles Ej de la partition
B € A et qui satisfait & la condition

max,20| Zk Ck XEh(t) l w(t) _<_ 1,

| {1y Zk Cr XE;J | < R.

C’est le cas si et seulement si

2ok | w(B) |/ax < R,

{u €M, . sup
llelo <2

on ait

N

ou

Wi = SUD¢exy w(t).
Done

C (projs K) = {u e My : 2k | n(xs) |/wx > R}
En désignant le vecteur (u(xz,)) de Pespace E® par (y:), on a
(4.5) Hp = Grs(projs K) = {(ys) * 2ox | vs |/ > R}.
De (4.5) il vient (n = dim E?):
Hg  {(y;) : |y;| > (R/n)w; pour au moins un indice j}.

Pour abréger, posons:

Fo = {(y3) : lye| £ (B/n)en},

Ewm ={(i) : lys| > (B/n)w}.
11 s’ensuit que Hjy se décompose en parties disjointes:

Hs; = Hiu---uH,
ol

H1CE1n, HzCF]_nnEgn, HgCFlnannnEan, Tty

Hn C FlnnFZnn tee Fn—-l.nnEnn-
Ceci posé on aura:
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Pu(Hy) = 3 Py(H))

n v—1

(4.7) = ZHka S(yu, 6 — Si—1) Ay fE Sy, 8 — 8-1) dy,

ye=2 k=1

+ f S(y1, 8 — ) da
Ein

Nous allons évaluer la quantité (4.7) en plusieurs étapes. Ci, Co, ---
désigneront diverses constantes.

I. Le terme qui correspond & » = 1 est

S(ys, 8 — 8) dyr = Sy, n™*) dys

Ejyn ~[|y1|>(R/n)w(n"P)

< S(y,1) dy = o(1), (R —> =)

ly|>C1E

car w(n™*) > Co-n" 7,

II. Fixonsn > 1,7 —1 < p/(c — p). Posons A = R™*/“™,
Pour 2 < » < A" on a alors:

w = (") > w(AVn?)
> Cs[AI/""n—P]l/’—llp
= C R—llﬂ_nl'—(Pld)’

done Re,-n T > ¢, R"™M 11 gensuit que

f S(yv ) S — sv—-l) dyv S S(yv ] 1) dyv ..<_ C
lyy|>(R/n)w,

5
lyp|>CqR(1—1)In Re(rDIn?

oll la constante Cs ne dépend que de . Pour 2 < » < AY" on a done une
contribution & (4.7) inférieure &

06 R(lln) lop/(e=p)1—c(r—D)fy _ 05 R(cln)(p/(c—p)-(n—l)) = 0(1) (R — o )
III. Etudions maintenant I’intervalle
(4.8) AT < » < Co A,

ou la constante C, sera choisie suffisamment grande dans I’étape IV. Pour
les indices k tels que
<k <y,

on a des majorations comme suit:
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f S(yr , 86 — Sk—1) dys
(Rl <(R/n) ol

< S(y,1) dy

T Jiyi<ro@/2AtIn n=p) /01— (0l0)

< S(y, 1) dy

ly1<CgR (1) In

-1 — __ Cop
=1 '/;zll>CaR('l"1)ln S(y’ 1) dy =1 RDain?

ol ¢;, > 0 ne dépend que de o et de p. En insérant cette majoration dans
(4.7) pour 3A' facteurs [ r,, - -+ d’indice k& < » (ce qui est loisible puisque
» > A'"), on obtient, pour chaque » de Vintervalle (4.8), pour le »*™ terme
dans la somme Y, de (4.7), la majoration

{1 - (C.,,,/R"(’I_D/”)}(112)A1/n’

qui est asymptotiquement égale &
exp (—}cs, B,

>\=‘3< p —(n—l))>0,

7 \e — p

N

ou

lorsque R — «. Donc la contribution totale & la somme (4.7) des termes aux
indices » marqués dans (4.8) est inférieure &

C1 Co R/ -exp (—}c., B,
ce qui tend bien vers 0 lorsque B — .
IV. Passons aux indices » tels que
(4.9) CoA < v <1

En tenant compte de I’expression (2.1) pour S,(y, s), on obtient

f S.(y, s) dy = l[ stn af exp (—s|¢1]°) dg,
lyl<a T &

done, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz:

f S:(y, 8) dyl
lyl<a

1 i 2
(4.10) < ;\/E- 1/[ (&55) dg - /‘/fexp(—Zsl.EI”) dg
< CsVa/ste.
En utilisant (4.10), on trouve pour les termes d’indice (4.9) dans (4.7) la
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majoration

=1 5
411 _B_
(a1 u§9) 1/ng i 8’
Puisque

Wy = w(k.n—P) < Cm(k"n—’))llv_ll",

la borne (4.11) est inférieure &

(412) 2 V(CuBy T = Dere.

La formule de Stirling permet de remplacer (4.12) par
P T M = (o = 0)/ov,

(413) <>y (CélgiM)”_l(zw(u — 1))

3 condition qu’on fixe Cg' > Cy e™.

V. Pour les indices » avec n° < » < n, des majorations de type (4.11)
montrent que w, peut &tre arbitrairement petit. C.Q.F.D.

5. Les processus stables, 0 < ¢ < 1

Soit X (%) le processus stable, séparable, de paramétre 0,0 < ¢ < 1. Eva-
luons la probabilité de ’événement

[n | dX ()]
o w(t)

ol le poids est positif et continu, quelconque. La fonction caractéristique
de la variable aléatoire

< =,

_ [T1aX@)]
Yy _‘/0\ w(t) ’

étant [13, p. 146], pour deux constants m > 0, ¢y > O,
_ ® dt f ©
Au — — —_—
g(e) exp{ )\mfo ol o) dt

[ "It — exp (= Ma/u(e))] ;d%}

on voit que la probabilité en question égale
lim)‘lo 8(6—)\”) = 1,
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si
® dt f” dt
‘/; m < o et A w-——(t)”< o,

°
b w(t)

et elle égale 0 si

_ odt 5
_+w Ou‘/o‘;(—t);—-l—oo_
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