
ZENTRALISATOREN ZENTRALER INVOLUTIONEN IN L(2)
VON

ULRICH DEMPWOLFF

Der tolgende Satz soll bewiesen werden"
SnTz. Es sei G eine endliche, einfache Gruppe und H sei der Zentralisator

einer 2-zentralen Involution z aus G. Es sei H eine zerfallende Erweiterung
einer extraspeziellen Gruppe E der Ordnung 22n+1 durch Ln(2). Dann ist
G L+2 (2) fir n 4, 5, 6, ....
Bemerkung. Eine Involution nennen wir 2-zentral, wenn sic im Zentrum

einer S2-Untergruppe von G liegt. Im Falle n 3 gilt unter den orausset-
zungen des Satzes, dass G L5 (2), M4 oder H2. Diese Aussage folgt aus
dem allgemeineren Resultat von Held und Schoenwaelder [4]. Jhnlich wie
in dieser Arbeit zeigen wir, dass unter den Voraussetzungen des Satzes die
Struktur yon H eindeutig bestimmt ist. Man ist dann in der Lage, die Klassi-
fikatio der linearen Gruppen durch M. Suzuki [7] anzuwenden.

Stets halten wir im Weiteren an folgenden Bezeichnungen fest" Es sei z
eine 2-zentrMe Involution und H Ca(z) mit H E.L, E < H und
L n E 1. Dabei ist E eine extraspezielle Gruppe der Ordnung 2+1, d.h.
der Weite n, und L L (2) ftir n >_ 4. Ein besonderes Interesse beansprucht
der Fall n 4. In diesem Fall sind a priori drei wesentlich verschiedene
Strukturen fiir H zuliissig. Dvon kann allerdings nur eine der Zentralisator
einer 2-zentralen Involution in einer einfachen Gruppe sein. Den Beweis
des Satzes fiihren wir fiber eine Reihe von Hilfssttzen.

1. Bezeichnungen und Eigenschaften der Gruppen L(2)
Im wesentlichen werden wir die Bezeichnungen yon Gorenstein [3] ver-

wenden. Wir fiihren einige weitere Bezeichnungen ein. Es sei X eine
Untergruppe der Gruppe G. Dann definieren wir"

A (X) iiussere Auto,morphismengruppe von X
X

Zz xeX} ftirz aus G
z y; zx y z ist zu y konjugiert; z ist zu y in X konjugiert
z y z ist nicht zu y konjugiert

Die Elemente der Gruppe L(2) GL(n, 2) werden identifiziert mit den
nichtsinguliiren n X n-Matrizen fiber F, dem KSrper mit wei Elementen.
Ein Element x aus L (2) wird damit durch x (x.); x e F i, j 1,
n beschrieben. Schreiben wir etwa
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so sei damit stets eine Zerlegung der Matrix in Untermatrizen geeigneter
GrSsse gemeint; in diesem Fall mat X, Y und Z bezeichnet. Der freigelassene
Raum reprtsentiere dabei stets die 0-1V[atrix. Ftir i 1, In/2] setzen wir

j I,,-2

wobei I die i-dimensionale Einheitsmatrix bezeichne. Wir vermerken"

LEMMA 1.1. Es besitzt L,(2) genau [n/2] Konjugiertenklassen yon Involu-
,tionen. Sie werden reprisentiert durch j fiir 1 <_ i <_ [n/2].
LEMMA 1.2. Es sei V ein Vektorraum der Dimension n lc fiber F2 und

n >_ 4. Es sei M L, (2) eine Untergruppe yon GL (V).
(i) In V existiere ein k-dimensionaler Unterraum U derart, dass M den

Raum U zentralisiert und auf V/U wie die volle Automorphismengruppe operiert.
Dann existiert ein M-invarianter Unterraum X yon V mit X ( U V.

(ii) In V existiere ein n-dimensionaler Unterraum W derart, dass M auf
dem Raum W wie die volle Automorphismengruppe operiert und V/W zentrali-
siert. Dann existiert ein M-invarianter Unterraum X yon V mit X @ W V.
Der Leser beweist Lemma 1.2 (i) leicht dutch Induktion nach k unter

Beachtung der Tatsache, dass im Falle /c 1 keine M-Bahn yon nicht-
trivialen Elementen aus V der Lnge 2"+1 2 existiert. Teil (ii) des
Lemmas folgt sofort aus Teil (i).
LEMM 1.3. Es sei V ein Ve]ctorraum der Dimension n und L1 eine Unter-

gruppe der Automorphismengruppe GL(V) yon V mit L1 . GL(n 1, 2).
Dann operiert LI reduzibel auf V.

Beweis. Fiir 2

_
n

_
8 prtift man leicht nach, dass die Aussage des Lem-

mas zutrifft. Insbesondere folgt aus Lemma 1.2, dass ftir 5

_
n

_
8 stets

GL(V) nut eine Konjugiertenklasse yon Untergruppen hat, die isomorph
sind .u GL (n 1, 2).
Es sei nun n > 8 und V sei ein F2-Vektorraum der Dimension n. Es

operiere L - GL(n 1, 2) treu und irreduzibel auf V. Es sei r ein Element
der Ordnung 3 aus L derart, dass C (r) (r} X X mit X 5.-3 (2). Wir
habenV V(R) VmitV Cr(r) und V [V, r]. Essind Vund V
unter X invariant und dim V 2k.
Angenommen, k 1. DannistdimV n- 2k < n- 3undXzen-

tralisiert V. Also operiert X treu auf V. Setze V* V (R),,. F (es sei
F der K6rper mit 4 Elementen) und betrachte die Einbettung yon X X (r}
in GL(V*). Es ist r in GL(V*) ein diagonalisierbares Element und folglich

Ca(,.) (r) GL (k, 4) GL (k, 4 ).
Da X einfach ist, ist X eine Untergruppe von GL (k, 4). Es ist

GL(k, 4)] 2(-) II (2’+ 1)(2’- 1)
und ]c

_
In/2].
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Offenbar fallen sofort die Flle n 8 und n 9 aus. Ftir n > 10 ist stets
2(’-4)(n-3)/ > 2k(k-1), ein Widerspruch. Also ist 1 1.
Nach Induktion haben wir nun eine X-invariante Zerlegung

V= (u) (R) V*
und X operiert wie die volle Automorphismengruppe yon V*. Ferner ist
dim V 2 und [V @ (u}, X] 0. Ist n 1 gerade, so existiert eine ele-
mentar-abelsche Untergruppe E in C (r) der Ordnung 3(-1)/: mit

[E, V] [CL (r), V] V* @ V1.
Ist n 1 ungerade, so seien E1 und E zwei elementar-abelsche Untergruppen
der Ordnung 3(n-2)/2 in C1 (r), die die folgende Bedingung erftillen-

(F) El und / haben in dem 51 zugrundeliegenden F.-Vektorraum W
der Dimension n 1 keinen gemeinsamen Fixpunkt.

Dann gilt [V, E] + IV, E] [V, C (r)] V* (R) V.
Es sei zuniichst n 1 gerade und E elementar-abelsch der Ordnung 3(n-1)/.

Wie wir oben bemerkt haben, ist dann

[V,E] V* @ V unter (C(s) ls-.r, seE}
invariant. Ftir n 1 _> 6 bedeutet dies, dass auch V* @ V unter L in-
variant ist.
Es sei nun n 1 ungerade Es sei s aus X und s - r. Es seien E und

E1 zwei elementar-abelsche Untergruppen der Ordnung 3<n-2)/ aus C (r),
die die Bedingung (F) erfiillen und ftir die gilt E El, (r} E E 1, und
s e E. Ferner existiert eine Untergruppe E2 yon El. mit E )< (s) 3
derart, dass das Paar E, E )< (s} die Bedingung (F) erfiillt. Nach dem oben
Gesagten bedeutet dies, dass V* @ V unter C (s) invariant ist. Fiir
n 1 >_ 7 wird dann V* @ V yon L. normalisiert.

2. Eigenschaften extraspezieller Gruppen und vorbereitende
Lemmas

Zunchst sei daran erinnert, dass es eine eineindeutige Korrespondenz
zwischen den extraspeziellen 2-Gruppen und den reguliiren, orthogonalen
Vektorriiumen von geradzahliger Dimension fiber F gibt (siehe [5; III, 13.8] ).
Diese orthogonalen Vektorrume V besitzen ein symplektisches Skalar-
produktetwa durch (.,.) bezeichnetund eine quadratische Form g. Ein
Element v aus V mit g (v) 0 heisst isotrop, die tibrigen Elemente aus V
heissen nicht-isotrop. Ein Unterraum U von V heisst isotrop, falls fiir alle u
und u’ aus U stets (u, u’) 0 und g (u) g (u’) 0 gilt. Ffir einen Unter-
raum U von V setzen wir

U {vlveV, (v, u)= 0 ftir alle u eU} und rad U Un U.
Ein Paar von Vektoren Is, w} heisst hyperbolisches Paar, falls g (v) g (w)
0 und (v, w) 1. Zu einer vorgegebenen Dimension 2m existieren zwei
Isomorphietypen von reguliiren, orthogonalen Rumen fiber F2"
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(1) V ist ein Raum von maximalen Index, d.h. V hat einen isotropen
Unterraum der Dimension m.

(2) V hat Index m 1, d.h. maximale, isotrope Unterr/ume von V haben
die Dimension m 1.

Extraspezielle 2-Gruppen, die zu den Vektorrumen aus (1) korrespon-
dieren, nennen wir vom Typ D... D, extraspezielle 2-Gruppen, die Vektor-
rumen aus (2) zugeordnet sind, nennen wir vom Typ D... Q.
An diesen Bezeichnungen wollen wir im Verlauf dieses ganzen Paragraphen

festhalten.
Ohne Beweis geben wir an"

LEMMA 2.1. (a) Es sei X eine extraspezielle Gruppe der Ordnung 2+1, die
das zentrale Produkt yon n Diedergruppen der Ordnung 8 ist (d.h. X ist vom Typ
D D). X Z (X) enthiilt dann genau 2’* (2 -+- 1) 2 Elemente der
Ordnung 2 und 2 (2 1 ) Elemente der Ordnung 4.

(b) Es sei X eine extraspezielle Gruppe der Ordnung 2’+, die das zentrale
Produkt von einer Quaternionengruppe der Ordnung 8 und n 1 Diedergruppen
der Ordnung 8 ist (d.h. X ist om Typ D Q ). X Z (X) enthilt dann
genau 2 (2 1) 2 Elemente der Ordnung 2 und 2 (2 -t- 1 Elemente der
Ordnung 4.

LEMMA 2.2. Es sei V ein orthogonaler Ve]ctorraum der Dimension 2n iber
F. mit n >_ 4. Es babe V maximalen Index. In V liege ein isotroper Teilraum
V1 der Dimension n mit der folgenden Eigenschaft.
In der Gruppe der Automorphismen yon V, O(V), existiert eine Untergruppe

L L (2), die V normalisiert. Dann gilt"
(i) Ist n >_ 5, so existiert ein L-invarianter, isotroper Teilraum V on V

mit V V @ V.
(ii) Ist n 4, so treten m6glicherweise zwei Fgille auf.
(a) Es existiert ein isotroper, L-invarianter Unterraum V yon V mit

V= V(R) V.
(b) L operiert auf V reduzibel abet nicht ollstgndig reduzibel. Die Wir-

kungsweise yon L auf V ist eindeutig bestimmt (Ira Beweis wird die Operation
ton L auf V beschrieben ).

Beweis. Es sei V V1 @ V, wo V und V: isotrope Teilriiume yon V
sind. Ferner sei

V=(,.-.,v), V=(,...,w)
und

{vt,wt},..., {v,w}

seien hyperbolische Paare. Sei T O(V) mit Vt T Vt. Dann gilt ftir
i=l,...,n

vi T aii vi wiT " bij vl -- EJ vii wj

WirsetzenA (ai), B (bi) und C (ci). Aus (vi T, w T)
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(wT,w.T) 0undg(wiT) 0ffiri, j 1,--.,nfolgtdann

(.) C (A-l) t, BC CB und jbjc 0 ffir k 1, n.

Wir bezeichnen mit X die n X n-Matrix fiber F2, die in der/-ten Zeile an
derj-ten Stelle eine 1 hat und deren fibrigen Eintr/ge aus 0 bestehen. Ferner
setzen wir Ti I= A- X. ffir i j. Dann ist T- eine Transvektion, und
es ist wohlbekannt, dass die T. i j; i, j 1, n; GL (n, 2) erzeugen.
Aus (.) und den Voraussetzungen des Lemmas folgt, dass L als volle Auto-
morphismengruppe auf VI operiert und dass die Darstellung von L auf V/VI
zu der Darstellung yon L auf V1 kontragredient ist. Sei die Abbildung
von GL (n, 2) L= (2) in 0 (V) derart, dass Im List. O.B.d.A. kSnnen
wir annehmen, dass bezfiglich unserer festen Basis yon Vx und V die Gleichung

gilt. Wir setzen T. ..
Stets gilt [t., t] 1 ffir j und m i. Weiter ist [t, t.] to fiir

i-j.
Im Fallen >_ 5 ergibt sich hieraus, dass

K,, ,/(r, s) (Xi + X,,) + k" (r, s

Durch geeignete Abnderung der Basisvektorn w,..., w,, erhiilt man
schliesslich K, 0 ftir 1

_
r, s n und r s. Wit fiberlassen die lang-

wierige, jedoch triviale Nachrechnung dem Leser.
Im Falle n 4 ffihrt dasselbe Verfahren zu einer Festlegung der K.

Auch in diesem Fall ffihren wir die Rechnung nicht durch.
die K die folgende Tabelle.

Man erhiilt fiir

a 0 0 a 0 0 a 0 0 a a 0

K 0 a 0 0 a 0 Ka
a 0 0 0 a 0 0 0 a

a 0 a a 0 0 0 a

KI= 0 0 0 a 0 a a 0
0a 0 0 0 Ka2 0 a 0 K

a a 0 0 a 0 0

a a a a 0 0 0 a

i0 0 a
K.

a a
K.=

0 a 0 0 0

0 a 0 0 0 0 a 0

a 0 a
K=

a
K=

a 0 a 0

0 a 0 a

0 0

0 0 a a

0 0 0 a

a 0 0 aOa a 0

-0 0 0 a

a 0
0 0
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Aus a 0 und a 1 ergeben sich die Flle (a) und (b) von (iib).

LEMMA 2.3. Die Voraussetzungen seien wie in Lemma 2.2 (iib). Ist dannv
ein isotropes Element aus V V1, so hat v 120 Konjugierte unter L, d.h. alle
isotropen Elemente aus V V1 sind unter L lconjugiert. Ferner CL (v .. L (2).

Beweis.
Offenbar

Die Bezeichnungen seien wie im Beweis von Lemma 2 (ii) gew/hlt.

CL (Wl) <t14, 24, t34, t13, t23, 43, t12. t32, t42>.
Ferner ist klar, dass

CL (w,) n (t,, t, t 1.

Es folgt ICL(wl) <__ 168. Es gibt also k _> L4(2)1/168 120 Konju-
gierte unter L yon wl. Andererseits liegen in V V1 nach 2.1 genau 120
isotrope Elemente, was die Behauptung beweist.

LEiIA 2.4. Es sei H Co(E). Dann gilt z n E Iz}.

Beweis. SeiH Co(E), so giltH E X L. Es seiS E S*eine
S2-Untergruppe von H, wobei S* die S.-Untergruppe der linken, unteren
Dreiecksmtrizen von List; d.h j, j e Also Z(S) (z, j}.
Wir bezeichnen mit K(X) das k-re Glied der absteigenden Zentmlreihe
(Bezeichnung wie in [5; III, 2.2]). Nach [5; III, 16.4] gilt K_(S) (j}.
Also (j} char S. Es folgt z o j o zj - z.
Angenommen, y ist aus E (z} und y z. Ist W Cs(y), so

S’WI 2. Sei S eine S.-Untergruppe von C(y) mit W S. Also S,
S No(W) und S und S sind in No(W) konjugiert. Weiterhin gilt
Z (W) (z, j, y} und Z (W) n 3 (W) (z, j}. Also bleibt z bei der Konju-
gation von S zu S in No (W) lest. Es folgt der Widerspruch $1 H.

2.5. H Co(z) Co(E).

Beweis. Die Bezeichnungen seien wie im Beweis von 2.4 gewhlt. Wir
nehmen an, dass H Co(E). Nach 2.4 ist z zu keinem Element aus E (z}
konjugiert. Ebenso wie im Beweis von 2.4z eigt man, dass z nicht zu yj
konjugiert is ffir y e E (z}.

Ist e und e’ aus Z (S), so sind e und "e3 ffir lc 2 nicht konjugiert Angenom-
men, dies wre der Fall. Wir setzen W Cs(ej). Es gilt

Z (W) <z, j,, j} und [Z (W), W] <z, j}.
Folglich ist No(W) H. Es sei S eine S.-Untergruppe von Co(ej), so
W S und W N(W) H. Aber W ist eine S-Untergruppe von

C. (e’ ).
Angenommen, es ist z zu yj konjugiert mit y e E (z} und/c >_ 2. Wir

setzen W Cs(yj). Dann ist Z (W) (z, y, jl, j}. Sei S eine S.-Unter-
gruppe yon Co(yj) mit W S. Da Z (S) von z zentralisiert wird, folgt
Z ($1) Z (W). Da yj aus Z (S), enthilt Z ($1) auch ein Element der
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Gestaltjj z mit (a, , ,) (0, 0, 0). W/re B 1, so e e’jk mit e, e’ aus
Z (S). Wgre , 0, so sind die Elemente yjk und yjlj aus Z(&) konjugiert.
Wre schliesslich a 0, so ist z e Z (&), was ebenfalls unmSglich ist. Es
folgt Z (&) (zj, yj}. Andererseits ist j zu jlj in S* konjugiert und y zu
zy in E konjugiert. Das ergibt den Widerspruch yjk zyjj. Also gilt
z n S {z}. Ein Resultat von Glauberman liefert den Widerspruch
G O(G).H.

Bemerkung. Von nun an kSnnen wir stets annehmen, dass L treu auf E
und V El(z} operiert, da L einfach ist.

3. Der Fall n 4

Wghrend des gesamten Abschnittes sei n 4 und V E/(z}. Es sei s
ein Element der Ordnung 15, der sogennnte Singer-Zyklus (siehe [5; II, 7.3] ),
aus L. Dann existiert ein Element r mit o (r) 4 und NL ((s}) (s, r}.
Angenommen, s operiere nicht fixpunktfrei auf dem orthogonalen Vektor-

raum V. Danngilt V V0 @ Vmit Vo Cv(sa) und V1 [V, sa]. V0
und V1 sind (s, r}-invariante Unterrgume von V und die Urbilder dieser
Rgume sind extraspezielle Gruppen der Weite 2. Angenommen, es operiert
s treu auf V. Dann wird (s, r} treu auf V drgestellt. Also liegt (s, r} in
der gusseren Automorphismengruppe einer extraspeziellen Gruppe der Weite
2. Es seiE* das Urbildvon V inE. Ist E* vom TypD-..D, so gilt
5 ( A(E*)I. AlsoistE*vomTypD-.. QundA(E*) 2 (dersym-
metrischen Gruppe auf 5 Symbolen).
Aber 2; enthglt kein Element der Ordnung 15. s operiert also zentral-

isierend uf V und wird uf V0 treu dargestellt. Es folgt V0 V0 (R) V.0
mit Vo C,o(s) und V=0 [V0, s]. Angenommen, V10 0. Dann
existiert ein Element y der Ordnung 3 mit y L s, y e C (s) und (y, sa} A.
Da y V0 und V normlisiert und s nicht zentralisiert, wird y auf V treu
dargestellt. Da ds Urbild yon V, in E vom Typ D Q ist, kann y nicht
fixpunktfrei auf V, operieren. Es folgt, dass y treu uf V0 dargestellt wird
und Co (Y) 0. Somit ys - y-s, was im Widerspruch u L As steht.
Es folgt V0 0. Ist y s und y e C(s), so folgt dim C,(ys) 4.
Es operiere nun s fixpunktfrei auf V. Es ist V V0 @ V mit V0 Cr (s)

und V [V, s]. Da die V(i 1, 2) auch s-invariant sind, operiert (s, r),
eine Gruppe der Ordnung 60, treu auf V. Angenommen, V V, so ist
dim V 6, da sonst dim V 2 oder dim V 4 und A (E*) kein Element
der Ordnung 15 enthalten kann, wenn E* das volle Urbild von V in E be-
zeichnet. Andererseits wird V von s normalisiert und dim [V1, s]

_
4, was

dcr fixpunktfreien Aktion von s auf V widerspricht. Also V V und s
und s operieren fixpunktfrei und treu auf V. V hat eine s-invariante Zerle-
gung in isotrope Teilrgume der Dimension 4 der Gestalt V V @ V und s
operiert transitiv auf V (i 1, 2)
Wir haben bewiesen"
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LEMMA 3.1. Es sei s ein Element der Ordnung 15 aus L. Dann trifft einer
der folgenden Fdlle zu.

(i) s und s operieren fixpunktfrei auf V. V hat eine s-invariante Zerle-
gung in isotrope Teilrgiume Vi (i 1, 2) mit dim Vi 4, V V1 @ V. und
s operiert transitiv auf V. E ist vom Typ D D.

(ii) s operiert treu auf einem echten Teilraum
in E vom Typ D Q ist. s zentralisiert einen Teilraum Vo der Dimension 4.
Sind s und y Vertreter der zwei Konjugierten]classen yon Elementen der Ordnung
3 aus L, so gilt dim C (s) 6 und dim C (y) 4.

LEMMA 3.2. In As ist jede Untergruppe X vom Index 15 isomorph zu einer
elementar-abelschen Gruppe F der Ordnung 8, die durch L2 (7) zerfallend erweitert
ist.

Den Beweis dieses und auch des folgenden Lemmas tiberlassen wir dem
Leser.

LEMMA 3.3. Es sei F2I eine Frobeniusgruppe der Ordnung 21 in As und X
eine Untergruppe von As, die FI enthlt mit F < Xi < A I. Ist
As:Xl As],soistlZle{168, 2.3.7}.
Es liege nun der Fall (i) yon 3.1 vor. Ist s ein Element der Ordnung 15,

so hat V eine N-invariante Zerlegung V V1 @ V in isotrope Teilrtume der
Dimension 4, wobei N N ((s)). Beachte dabei, dass die Darstellung, die
(s) auf V erfiihrt kontragredient zu der Darstellung ist, die (s) auf V erfihrt,
und somit die Zerlegung N-invariant wird. Die Menge der isotropen Ele-
mente aus V zerfiillt somit in N-Bahnen der folgenden Liingen"

60, 30, 15, 15, 15.

Dabei werden zwei N-Bahnen der Liinge 15 durch V und V repriisen-
tiert. Ein Element der Ordnung 7 aus L fixiert in V genau zwei isotrope
Elemente. Es folgt, dass entwedcr eine L-Bahn der Lnge 120 oder eine
L-Bahn der Lnge 105 yon isotropen Vektoren existiert, da keine L-Bahn der
Liinge 135 existieren kann. Wit haben die folgenden MSglichkeiten yon

Liingen der L-Bahnen:

(1) 120, 15
(2) 105, 15, 15
(3) 105, 30.

Es fiillt (3) sofort aus, da As keine Untergruppe vom Index 30 enthlt. Im
Falle (2) ist eine der L-Bahnen V oder V und 2.2 lsst sich auwenden.
Liegt nun der Fall 1 vor und ist die Bahn der Liinge 15 V oder V, so liisst
sich ebenfalls 2.2 anwenden. In diesen Fiillen normalisiert L einen iso-
tropen Teilraum der Dimension 4.
Angenommen, es seien die Elemente der Bahn B der Ordnung 15 im Fall (1)

nicht die nichttrivialen Elemente eines isotropen Unterraumes von V.
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ist ein L-invarianter Teilmum von V. W/re (B) V, so w/re ffir i 1 oder
i 2 sicher 0 c V n (B) c V, was im Widerspruch zu der Tatsache steht,
dass (s) transitiv auf den V operiert. Also (B) V. Es sei X der Stabili-
sator des Punktes vl aus B. Nach 3.2 ist X die zerfallende Erweiterung einer
elementar-abelschen Gruppe F durch L (7). Mit (vl) ist auch (vl)" X-invari-
ant. Wir w/ihlen eine Basis von V in der Gestalt vl, v4, wl, w4

derart, dass 1, w}, v, w3}, 3, w} und , wl} hyperbolische Paare sind.
Bzgl. dieser Basis haben die Matrien ffir Elemente aus X die Gestalt

A
D 1

A ist dabei eine 6-dimensionMe, orthogonale Matrix zu einem orthogonalen
Vektormum von maximalem Index. Wir betrachten den Homomorphismus

[i ]Xx= A ’-;A.
D 1

Es sei X F.K mit F n K 1 und K L (7). Klar ist, dass

KoKer 1 und rad(v)" (vl).

(v)’/(v) ist damit ein orthogonaler, X-invarianter Vektorraum von maxi-
mMem Index. Nach Held und Schoenwaelder [4; 3.2, 3.3 und 4] folgt, dass
ffir ein Element k aus K bzgl. dieser Basis (bei geeigneter Wahl yon v, v,
v4, w 1, w., w.) die Zuordnung

1
A /

k --->
B K I 1*
C D E 1

gilt, wobei A, B, C, D, E, K (k) und k* Funktionen von k sind.
unterscheiden wir die F/file"

Fr K (/)

()
(B)

K (]) 0 fiir alle k aus K.
Es existieren gewisse/ aus K mit K (k) 0.

Ferner k6nnen wir annehmen, dass einem gewissen Element ro aus K der
Ordnung 3 die Matrix

1
1
D

D*
1

1
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zugeordnet is mit

o, E1D=
1 1

Es sei r ein Element der Ordnung 3 us CL (r0), ds fixpunktfrei uf V
operiert. V C.(ro) und V [V, r0] sind r-invrint.

rl al 2Angenommen, v v v w w. Da r fixpunktfrei operiert, ist dann
al+lv ww. Es folgt

o=g()=+ und 0=g(’)= +1+,

ein Widerspruch.
Also v (, ).
Es liege zunachst der Fll (A) vor. Nch [4; 3] liegen die Elemcnte us

in K-Bhnen der Lnge 7. Die fibrigen Elcmente us () (v) liegen in
K-Ben der Lnge 21. Wir unterscheidcn ffir 0, 1.

() =
(b) 1 =w

Im Fll () ist (v, ..-, ) Y-inwrint mit Y (K, r). Aus 3.3 folgt
[L" Y[ 8 und Y operiert trnsitiv auf (v, ..., )*. Somit (B) V,
ein Widerspruch. Genuso folgt in Fll (b) der Widerspruch. Liegt aber
dcr Fall (c) vor, so liegt v sicher in einer L-Bahn, die mehr ls 15 Elemente
besitzt.
Es liege nun der Fall (B) vor. Aus [4; 3] folgt, dss lle Elemente us

(1, "", v) (v) in K-Bhnen dcr Lnge 7 liegen. Die fibrigen isotropen
Elemente us (v) (v) verteilen sich in K-Bhnen der Lnge 28. Wit unter-
scheiden wieder dieselben Falle ()-(c) wie unter (A). Trifft der Fll (b)
oder (c) zu, so liegt v in einer L-Bahn die mehr ls 15 Elemente enthalt, ein
Widerspruch. Im Fll (a) ist aber (v, ..., v) Y-invriant und (B)
(v, v) V, was ebenso flsch ist. Wir hben gezeigt"

LEMMA 3.4. Liegt der Fall (i) yon Lemma 3.1 vor, so normalisiert L einen
isotropen Teilraum der Dimension 4.

Es liege der Fll (ii) yon Lemm 3.1 vor. Ist E vom Typ D D, so
enthlt V 135 isotrope und 120 nicht-isotrope Elemente. Ist E vom Typ
D Q, so enthlt V 119 isotrope und 136 nicht-isotrope Elemente.

Es sei F (s, r) eine Frobeniusgruppe der Ordnung 21 us L mit o (s) 7
und o (r) 3. Dnn sind V0 C, (s) und V [V, s] regulare, orthogonle
Teilraume von V ]t dim V0 2 und dim V 6. r normlisiert V0 und V.
Nch [4; 1.3, 1.5] ist ds Urbild von V in E vom Typ D D und C1 (r)
ht die Dimension 2. Aus 3.1 (ii) folgt V0 C (r) und das Urbild zu V0 in E
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ist eine Diedergruppe der Ordnung 8 falls E vom Typ D D ist und eine
Quaternionengruppe der Ordnung 8 falls E vom Typ D Q ist.
Eine echte UntergruppeX yon L, die F2j echt enth/lt, hat nach 3.3 entweder

die Ordnung 168 oder 26.3.7, falls [L:X 8. Im Stabilisator X eines
Elementes v0 aus V0 liegt F21. Angenommen, X F.I, so liegt v0 in einer
L-Bahn der L/nge 26. 3.5, was unm6glich ist.
Es habe L eine Bahn von Elementen aus V der L/nge 8 (wobei es gleich-

gfilti ist, ob diese Bahn aus isotropen oder nicht-isotropen Elementen besteht
und ob E vom Typ D D oder D Q ist). Sind diese 8 Elemente linear
abh/ngig, so ereugen sie einen echten Teilraum V* yon V, auf dem L treu
operiert. Ist dim V* 7, so hat V* einen Teilraum V rad V* mit
dim V 1, der yon L entralisiert wird. Ist dim V* 6, so kann V* kein
regul/rer, orthogonaler Raum sein, da darin keine L-Bahn der L/nge 8 von
nichttrivialen Elementen liegt (benutze SO(V*) As). Anderenfalls ist
aber dim rad V* 2 und rad V* wird yon L zentralisiert. Ist dim V* 5,
so ist dim rad V* 1 oder dim rad V* 3 und V* enth/lt auf jeden Fall
einen nichttrivialen Teilraum V, der von L zentralisiert wird. Der Fall
dim V* 4 tritt nicht auf, da dann V* notwendigerweise isotrop ist und
L transitiv auf V* operiert. Sind die 8 Elemente der L-Bahn linear un-
abh/ingig, so ist ihre Summe ein nichttrivialer Fixvektor von L. Also gilt"

(,) Besitzt L eine Bahn der Lnge 8 von Elementen aus V, so besitzt L
auch einen Fixvektor aus V.
Es sei Xi 168 und es liege der Type D Q ffir E vor. Dann ist v0

nicht-isotrop und liegt in einer L-Bahn der Lnge 120. Die restlichen L-Bah-
nen yon nicht-isotropen Elementen verteilen sich auf eine Menge der Mch-
tigkeit 16.
Da As keine Untergruppe vom Index 16 hat, haben wir entweder zwei

L-Balmen der L/nge 8 oder wenigstens eine L-Bahn der L/nge 1. Wegen
(,) haben wir in beiden F/fllen einen nichttrivialen Fixvektor.
Ebenso haben wir einen Fixvektor nach Aussage (,), falls L X[ 8.
Es sei nun IX 168 und es sei E vom Type D ..-D Dann erhalten

wir eine L-Bahn der L/nge 120 yon isotropen Elementen und eine V-Bahn
der L/inge 15, da keine 7 isotrope Elemente von L zentrlisiert werden
kSnnen.

Ist IX[ 26. 3.7, so [L" X[ 15 und ist E vom Typ D D, so hat L
eine Bahn von 15 isotropen Elementen; ist E vom Typ D Q, so hat L eine
Bahn von 15 nicht-isotropen Elementen.
Angenommen, es enth/lt V eine L-Bahn yon 15 Elementen. Es sei X

der Stabilisator eines Elementes v dieser Bahn. Dann ist X nach 3.2 die
erfallende Erweiterung einer elementar-abelschen Gruppe der Ordnung 2
durch L. (7). X operiert dann treu uf (v}./(v} und (Vl)./(v} ist isomorph zu
einem regul/ren, symplektischen Yektorraum. Nach [4; 1.5]hat ein Element
r der Ordnung 3 aus X einen Zentralisator der Dimension 4 in V. Es sei rj
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ein Element der Ordnung 3 aus C (r), das gemass 3.1 (ii) einen Zentralisator
der Dimension 6 in V hat. Dann gilt Cv(r) Cv(rl) und vl e C,(rl). Es
folgt der Widerspruch r e X. Wir haben somit gezeigt

(**) L hat einen nichttrivialen Fixvektor vo, und L besitzt keine Bahn
yon 15 nichttrivialen Elementen aus V.

Wir wissen, dass eine Frobeniusgruppe F21 der Ordnung 21 einen reguliren
Unterraum V0 von V der Dimension 2 zentralisiert. V0 enthalt den Fix-
vektor v0 yon L.
Angenommen, V0 ist nicht L-invariant. Dann gilt ftir

dass v in einer L-Bahn von 8, 15 oder 120 Elementen liegt (siehe 3.3 ). L-Bah-
nen der Lange 15 treten nicht auf und in (0) gibt es L-Bahnen der Lange
35 von isotropen bzw. nicht-isotropen Elementen, sodass auch keine L-Bahn
der Lange 120 auftritt. Ist X der Stabilisator von v in L, so gilt L X 8,
X A7 und V0 ist X-invariant. Sei V V0 @ V eine Zerlegung in X-in-
variante Unterrume, so sind Vo und V regular und das Urbild zu V in E ist
nach [4; 1.3] vom Typ D-.. D. Da L2(7) isomorph in X eingebettet ist,
bilden die 35 isotropen Elemente von V und die 28 nicht-isotropen Elemente
X-Bahnen. Ist E vom Typ D D, so haben die X-Bahnen der isotropen
Elemente aus V die Liingen 35, 35, 35, 28, 1, 1, und die X-Bahnen der nicht-
isotropen Elemente haben die Langen 28, 28, 28, 35, 1. Ist E vom Typ
D Q, so haben die X-Bahnen der isotropen Elemente aus V die Langcn
35, 28, 28, 28, und die X-Bahnen der nicht-isotropen Elemente haben die
Langen 28, 35, 35, 35, 1, 1, 1. Es existiert keine L-Bahn der Lange 8.
Damit ist Vo L-invariant. V ist ebenfalls L-invariant und da V0 regular,

ist V V0 @ VS. Wir haben bewiesen"

LEMMA 3.5. E8 liege der Fall (ii) yon Lemma 3.1 vor. Dann hat E eine
L-invariante Zerlegung E E E2 E E2 (z) derart, dass El on der Ordnung
2 und vom Typ D D ist und L treu auf E operiert. L zentralisiert E und
E2 ist eine Diedergruppe der Ordnung 8, falls E vom Typ D D ist. E. ist
eine Quaternionengruppe der Ordnung 8, falls E om Type D Q ist.

Nach Lemma 2.2, 3.1, 3.4 und 3.5 haben wir die folgenden Falle zu unter-
scheiden"

(A) Der Fall, in dem L fixpunktfrei, reduzibel und vollstndig reduzibel
auf V operiert.

(B) Der Fall, in dem L fixpunktfrei und reduzibel, aber nicht vollstandig
reduzibel auf V operiert.

(C) Der Fall, in dcm L einen Teilraum der Dimension 2 in V zentralisicrt.

A. Der Fall, in dem L fixpunktfrei, reduzibel und vollstndig reduzibel
auf V operiert.

LEMM 3.6. Es ist H isomorph zu dem Zentralisator einer 2-zentralen In-
volution aus L (2) und G

_
L (2).
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Beweis.
Gestalt

mit

Nach 2.2 und 1.2, ist H isomorph zur Gruppe der Matrizen der

X
C 1

[!11X e GL(4, 2), A B (),

und al, "", a4, , ’1, "", "4 F2. Suzukis’ Kennzeichnung der linearen
Gruppen [7; Theorem 1, p. 1045] liefert die Behauptung.

B. Der Fall, in dem L iixpunktfrei und reduzibel, aber nicht vollstindig
reduzibel auf V operiert. Nach 2.2 haben wir einen elementar-abelschen
Normalteiler E in E der 0rdnung 2. In E1 liegt nach 1.2 eine L-invariante
Vntergruppe E mit E’! 2 und E1 (z} E. Wir wiihlen nun einen
weiteren elementar-abelschen Normalteiler E2 der 0rdnung 2s, der unter
einem Element der 0rdnung 15 invariant ist und fiir den E E (z} und
E EE gilt (siehe 3.1). Es sei

E (z, "’, z4) und E. (z, yl, "-’, y4}

derart, dass (zi, yi} Diedergruppen der Ordnung 8 sind ffir 1 _< i _< 4. Bei
der Zuordnung z{z) -- v und y(z) --w (1 <_ i _< 4) sollen zi und yi so gewhlt
sein, dass die gewahlte Notation mit den Bezeichnungen von dem Beweis
yon 2.2 konsistent ist. Sofern nicht besonders erwhnt, seien ffir
die Bezeichnungen von 2.2 fibernommen. Die Multiplikationstafel von
HI(z} wurde im Beweis von 2.2 bestimmt.

Ffir eine Involution e aus E E1 ist nach 2.3.

N (e(z) " L (7).

Also C (e) N (e(z}). Setze nun e z y. e ist ein Element der 0rdnung
4 und

NL (e(z} (t41, te t43 t32 t3 t3I t t tl t t}.

Weiterhin (t, t32, t} NL (e(z} 1. (t, t42, t4} ist ein Normlteiler in
N (e(z} ) auf dem

X NL (e(z))/(t4, /42, t43

treu operiert. Da IX]

_
168 8.3.7 und 31]X], folgt aus 211Z] dann

(tl, te, t), N (e(z}) 1,

ein Widerspruch. Also gilt 2 / XI und d IX > 3, folgt XI 21.
N(e(z}) ist das semidirekte Produkt einer elementr-belschen Gruppe F
der Ordnung 8 mit einer Frobeniusgruppe F der Ordung 21 und F2 operiert
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treu auf F. Da
02 (N. (e(z) N (e(z) ),

haben wit gezeigt"

LEMMA 3.7. Ist e aus E E 1. so N (e(z)) C (e).

Da C,(E1) El, operiert H/E. treu auf E, Bzgl. der festgehaltenen
Basis z, z 1, z4 yon E1 betrachten wit die Wirkung eines Erzeugendensys-
terns yon H/El auf diese Basis. Da .E* L-invariant ist haben wir fiir aus L"

1El-->II 2,1"
Dabei sei mat L -. 2, GL (4, 2) ein Isomorphismus von L auf GL (4, 2)
bezeichnet. Welter

yl EI -- IJI 1 IJl l IJl l und y4 El - jl13
y.E-- Is y3E-,

1

H/E. ist isomorph zur Gruppe der Matri.en vonder Gestalt

mit

[!i]XeGL(4,2), A und m, "",a4eF.

Die H/E-Konjugiertenklassen von Involutionen sind repr/isentiert durch
y4 El, y3 t E, t4 E1 und t, t3 E, wie man leicht nachpriift.
Es sei e z z z z3 y3 t4 ein Element aus y3 t E. Dann gilt

e zz’y" ’ zz (mit eya ’z. {0, 1}).

Also enthglt y tlE keine Involution.
Da y4 genau 240 Konjugierte hat, liegt in E E genau eine H-Klasse von

Involutionen, die durch y4 reprgsentiert wird.
Die Gruppe E L kSnnen wit mit der Gruppe der Matrizen der Form

1

B A 1

identifizieren, wo R GL (4, 2), B (), A (m, a4) und m, a4,

e F. E entspricht der Menge der Matrizen mit R 14 und z - j. L
entspricht denjenigen Matrizen mit A 0 und B 0.
Den Involutionen aus t E entsprechen die Matrizen

I1B J 11



ZENTRALISATOREN ZENTRALER INVOLUTIONEN IN L(2) 479

mit a 0. Cz (t).E wird durch diejenigen NIatrizen reprsentiert ftir die
R aus Ca(,)(j) ist. Es sei e aus C (t) und e werde durch eine Matrix

aus C (t) werde durch

1
X 11

dargestellt. Dem Element e" entspricht dann die Matrix

I
B AX 1

Da ferner u konugiert isg, verbleiben die folgenden Normal-
formen’ ffir Involugionen aus N

t4 t4 z, t z t z z.

Welche Elemente liegen in C (t)? Es sei

e z zs z4 ylg2ysg4

aus C (h). Dann ist
ea zz++Ye2 s 4

mitre{0,1}. EsfolgtB=B=B=0unda=B.
Da z y die Gruppe C (t) zentralisiert, gibt es genau 4 Reprsentanten

von H-assen von Involutionen in t4 E, nmlich tt, t z, tt za, t z z.
Es ist C (t t) (z, z, z}. Die Involutionen aus t tE haben dem-

nach die Gestalt t4ta e t e aus C (t4t). azz transformiert tt in
zz t4 t. Folglich sind alle Elemente der Mengen tt t(z, z}dzt t(z,
untereinander konjugiert, d diese Mengen sind C (tt: t)-invariant. Es sei

ala2a ai. 1,2,]e 1 2 3 z4 yl 2 y3 g4

aus C. (tt t). Es ist

et42t31 3+4a4+321 1
1 2 3 4 y3 y4 v.

Es folgt x B 0, a und a3 B. Auf jeden FI1 gilt
c e C(CI (t42 t3)). Damit ist das folgende Resultat gezeigt:

LEMMA 3.8. H hat genau 9 Klassen yon Involutionen. Sie werden reprdsen-
tiert durch z, z 1, y t t z, t4 z3 t4 za z, t4 tl t: t z.

Es sei S E. S*, wobei wit in L mit S* die Elemente bezeichnen, die auf
E bzgl. serer festen Basis durch linke, tere Dreiecksmatrizen dargestellt
werden. S ist eine S-Untergruppe yon H. An dieser Bezeichnung halten
w whrend des ganzen Abschnittes B lest.

Setze W Cs (z). Dann ist {S W{ 2 und W ist eine S2-Untergruppe

vonder obigen Gestalt mit R I4 reprsentiert.
die Matrix
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von C (z). Eine einfache Rechnung zeigt

[W, W] E(y, y)[S* S*]
Wciter finder man Ka (W) E(y)K(S*) E(y, t) (Bezeichnung wie
bei [5; III, 2.2] bzw. in Beweis von 2.4).
Da z d zz in S Na (W) konjugiert sind, haben z und zz gleich viele

Quadratwurzeln in K(W). Da keine Quadratwurzel dieser Elemente in
K (W) E liegt, haben sic die Gestalt vt, mit aus Ka (W) n E. Sei

1 2 Z3 4 4

SO

vt* zz*+*v (mit e [0, 1}).

Alle ]6sungen der Gleichung x: z bzw. x zz in K (W) sind aus der
Menge

z t{z, z, z, z)
und aus der Menge

y t(z, z z

zu whlen. Jede der beiden Gleichungen hat also 2 L6sungen.
Andererseits sind alle Elemente der Menge

z4 Y4 t4l(z, z z z3) [J z y t(z, zl z.,

LSsungen der Gleichung x z; d.h. wir haben wenigstens 2 LSsungen in
K3 (W). Da Z (W) (z, z), ist (z} char Na (W) und es gilt"

IEMMA 3.9. Ca (z) hat eine S2-Untergruppe der Ordnung 214 und z ,-/oa z.

Wir betrachten nun die Involution y. Nach 2.2 ist

und W C(y) E(z, z, z3}. Cs, (Y4) ist eine S-Untergruppe in C. (Y4).
Man rechnet leicht nach, dass

[W, W] (z, zl, z., z3, y., y, y4}(t t4 t}.

In (z, z, z, z, y:, y, y4} hat die Gleichung x z insgesamt 48 LSsungen.
Setze t t4. t. Da y4 keine Quadratwurzel in E hat, haben die Quadrat-
wurzeln yon y in [W, W] die Gestalt et mit e aus E u [W, W]. Es sei

e z z z2 za Y2 Ya y4

Dann gilt
(et)2 zz,+2y, mit 7 e {0, 1 }.

Notwending daftir, dass et eine Wurzel yon y4 ist, ist Or3 2 1.
Da y4 und zy in Ns(W) konjugiert sind, erhlt man hSchstens 16 LSsungen

der Gleichung x y4 bzw. x zy4 in [W, W]. Da Z (W) (z, y4}, ist
char W und es folgt"
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LEMMA 3.10.
Y4 "/a Z.

Eine S2-Untergruppe yon Ca(y4) hat die Ordnung 211 und

Klar ist, dass t4 und zt4l denselben Zentralisator in H haben. Es sei u
oderu t41z. DanngiltCs,(u) S* und es folgt, dass W Cs(u)
CE (u). S* eine S2-Untergruppe yon C. (u) ist. Mit 3.7 ergibt sich sofort

C(u (z, z,, z, z, z y4).

Ferner ist Z (W) (z, Zl, t41.
.statt" t z t, zh zz t.

Es sei s aus S* und s:
Matrix

zugeordnet. Angenommen,

In N.(W) findet die folgende Konjugation

s sei bzgl. der Basis z, z yon E die

B
D 1

Dann folgt, 0 A + BA, 0 DB + D. Ist

A=II2 und D-- ((1,(2),

so a ti. 0. Damit ists aber eine Involution und s t.
der Gleichung x t mit x aus S* liegen also in

Die L6sungen

Da mit x auch xt eine L6sung der obigen Gleichung ist, betrachten wir von
den 12 LSsungen nur" t. t2, t2 t2 t4, tl t42 tax, t t4, ta t4a t42 und t h ta.
Man recet nach, dass

Cc() (t,,t) Cc() (t2 ttt) <z, z, z)

C(u) (t t t C() (t t t <z, z z z>
Cc.() (t, t t) Cc() (t t) <z, z,, z>.

Offenbar hat man insgesamt 2t.6 LSsungen der Gleichung x t bzw.
zl t41

Seix zt4. Esfolgtx smitveC,(u),seS*,s: tund v zv.
Nach 3.7 ist somit die Gleichung x zt4 in W unlSsbar.
Wir betrachten LSsgen der Gleichung x z. Es sei vs eine solche

LSsung mit s aus S* und v aus C (u). Aus 3.7 folgt s 1, v" v und v z.
Wegen Cs, (z4 y) (t, t, t:} 1, ist

Cs, (z4 y4) (t4, t4:,
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Da (t4, t42, t4}

__
Cs((z, Zl, z2, z)), sind alle Elemente der Nebenklasse

z (t,, t, t)(z, z,, z, z)

LSsungen der Gleichung x: z. Wir haben damit wenigstens 2 LSsungen
in W. Auf Grund von 3.9 folgt (z} Na(W). Also"

LEMMn 3.11. Es sei u t oder u zt4. Eine S-Untergruppe yon Ca(u)
hat die Ordnung 2n und u z.

Nun bezeichnen wit t u entweder z t4 oder zz t. Es sei vs aus C. (u).
Dann s e C (t). Ferner ist

Cs (u) (z, z, z, z, z4 y}.
Weiter ist

W (t41. t4. t4s. t21. z4 t3l. 3)C (u) C. (u)

eine 2-Gruppe derart, dass WE/E eine S-Untergruppe yon HIE ist. Also
ist W eine S-Untergruppe von C (u).

Z(W) (Z, Zl,zt41}.

In N, (W) findet folgende Konjugation start" u z u, zu zz u.
Wir betrachten LSsungen der Gleichung x: z. Im Beweis yon 3.11

wurde gezeigt, dass alle Elemente der Menge

z y(t, t: t&(z, z z, z)

LSsgen dieser Gleichung sind; d.h. wir haben wenigstens 2 LSsgen.
N betrachten wir LSsgen der Gleichg x: u. Es sei vs eine

LSsung mit sE e (L n W)E/Ed v e C (u ).
Da sE t E, folgt wie in dem Beweis von 3.11, dass

s e (t, t, ta, t, z t}.

Jede LSsg x lsst sich durch Elemente aus Z (W) abndern. So kSnnen
wir ffir v den Ansatz v machen und s dfirfen wir aus der
Menge

t t:, t t t, t: t: z t, z t t, z t t4a t, z ta t t}
whlen.
Jes Element aus C (u) lasst sich eindeutig in der Form

Z 1 2 3

darstellen t , , e4 us 0, 1}.
Die Wirkg serer 6 Elemente, die ffir s in Frage kommen, uf C (u)

kSnnen sot durch 5 5-Matrizen beschfieben werden, die sich durch die
oben beschriebene, eindeutige Zerlegg der Elemente aus C (u) bestimmen.
Es sei y’ zzz y4dy’ zzz z y4 so
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1 1
1 1
1 1 t21 t42 ta -- 1

1
_al 1 1 1 a 1

1
1
1 1
1 1

aq-1 1 1 1

1
1

1
1 1

alq-a=q- 1 1 1 1

z t3 t ta

1
1

1
1 1

a-t-a-t-1 1 1 1

Es gilt

zt t ta t

1
1
1 1
1 1

a:-+- 1 1 1

S t41 for s e {tl t42, t21 tt2 ta}

s zl z t4 ftir s z t t, z tl tt &}

s z. t ftir s t tt z4 tl

s z z. za tl fiir s za ta t4 tt
"J (z4 y)’ gilt"Es ist (vs) vv*s. Mit dem Ansatz v

(Es treten keine LSsungen auf),

(Es folgt fa 1 und t 0),
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(Es folgt fls 0 und 4 1 ),

(Esfolgt ld 0).
Schliesslich gilt v21 v4. D man eine StandrtlSsung der GestMt

vs noch um ein Element aus Z (W) abndern kann, haben die Gleichungen
Xx u und zu hSchstens 5.2 LSsgcn in W. Mit 3.9 folgt (z) N(W)

und es gilt"

LEMMA 3.12. ES sei u z t oder zz t. Eine S-Un[ergruppe von C (u
hat Ordnung 2 und z u.

Es sei nun u t42 t bzw. u zt t. Es ist

C, (u) (/41, /42, tl, 12, ll

W Cs (u) CE (u)" Cz, (u) ist eine S.-Untergruppe von C, (u). Ferner

C(u) <z, zx,z,zy4,z4ys} und Z(W) <z,z,,t

C(u) ist elementar-abelsch der Ordnung 2. Es sei S W n S*. Wit
betrachten die Wirkung der Erzeugenden von S auf C(u) bzgl. der Basis
Z, Zl Z2, Z3 Y4 Z4 y3

1
1

t4l 1
a 1
a2 1 1 1

1
1

t31 -- a 1
a4 1

t2 t4

1
1

t42 "-->

1
a 1 1 1
a 1 1

1
1 1

a7 1 l
as 1 1 1

Da t t42 ta2 auf Cx(u)/(z) die 1-Darstellung erf/hrt, ist

141 t42 ta2 e CL(Cz(u)) und a a A- aa und a a2 A- a.

Aus (/21 la l2)2 /42 l 141 folgt a 0 und a2 a + aT, und da z y yon
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t4 te lt zentralisiert wird, ist a a. Setze

S (t4., t, ta, tal).
t..Sei t, s so

[t (t t), s (t t)t] t(ta)" (st)

SWegen 8
(t21tla)a se(t41, t42t31} ffir se folgt

und
[S, S] (t41, t2 t3}

[W, W] (z, z, z z4)[S, S] oder (z, z, z2, z z4}[S, S]
Auf jeden Fall hat z als einziges Element aus Z (W) eine Wurzel in [W, W].

Also (z} char W. Ferner finder in Ns(W) die Konjugation u zl u und
zu zzl u statt. Wit nehmen an, dass u zu z in G konjugiert ist. Wit
wissen, dass W eine S-Untergruppe yon Ca(u, z) ist mit Z (W) (z, z, u}
und (zl} char W.
Indem wit nun die Rollen yon u und z vertauschen, folgt mit ttilfe yon

3.8, 3.9, 3.10, 3.11 und 3.12 und mit dem oben Bewiesenen, dass eine S.-Un-
tergruppe $1 yon Ca(u) existiert mit W S und z zz in Ns (W), ein
Widerspruch zu 3.9.
Wit haben gezeigt, dass (z} in H beztiglich G schwach abgeschlossen ist.

Ein Satz yon Glauberman [2] liefert:

LEMMA 3.1.3. G 0(G)-H.

C. Der Fall, in dem L einen Teilraum der Dimension 2 in V zentralisiert.
Es sei E0 das zentrale Produkt von drei Diedergruppen der Ordnung 8 und
L As operiere treu auf E0. Wir setzen Vo Eo/(Z). Vo ist ein orthogonaler
Vektorraum mit 35 isotropen und 28 nicht-isotropen Elementen. Klar ist,
dass .L . SO (Vo). Es seien

E (z,z,z,z} und E1/2 (z,y,y:,y}

elementar-abelsche Normalteiler der Ordnung 2 von E0 mit EE E0
und E n E. (z}. Ferner seien (z, y} Diedergruppen der Ordnung 8 ffir
1

_
i

_
3; d.h. wenn wit die Zuordnung v - zi(z} und wi -- yi(z} fiir I

_
i < 3

machen, sind {v, w:} hyperbolische Paare in V0.
Es sei aus 0 (V0) und sei die Matrix

bzgl. der Bassis v, w zugeordnet (die Blockeinteilung der Matrix entspreche
der Zerlegung yon V0 in die isotropen Teilriiume V E/(z) und V: E/(z)).
Ist B (b.) und C (ci), so seize
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Dann ist 8 die Dicksonsche Pseudodeterminante (siehe [1]) und Ker i}

SO (Vo) -- L.
Die Elemente mit B 0 liegen also in SO (Vo) und L hat eine Untergruppe,

deren Elemente eine Wirkung auf V0 haben, die durch diese Matrizen be-
schrieben werden. Indem wir num L mit SO (Vo) identifizieren, ist notwen-
dige und hinreichende Bedingung dafiir, dass

aus List

A (D-1)t, CD DC

und D (di) und C (ci).

und - ck- dk 0 ftir alle ]c

Insbesondere reprsentieren die Elemente der Menge S*, bei denen A eine
linke untere Dreiecksmatrix ist, eine S2-Untergruppe von L. S* hat einen
Normalteiler P bestehend aus denjenigen Matrizen mit A D Is. Often-
bar ist 11 yon der Gestalt

[ I] mit X= 0
0

ein Element yon P und (/1} Z (S*). Es gilt

Setze
Co (l) <v, v, v,,

[ioo]31 0

Da C,o (/2) (v, v2, w., v w), kSnnen l and l nicht in L konjugiert sein und
l und l reprsentieren die zwei Konjugiertenklassen von Involutionen in L.
Wir bezeichnen mit H0 das semidirekte Produkt yon E0 mit Lund bestim-

men die Konjugiertenklassen yon Involutionen in Ho/(z). Als Vertreter von
Involutionen aus V0 haben wir vl und Vl w. Vertreter yon Involutionen aus
Ho/(z) Vo kSnnen wir darstellen in der Form vl (i 1, 2) mit v aus
Co(1,).
Wegen

ist jedes Element aus vl(v, v) zu vl in Ho/(z) konjugiert. Welehe der Ele-
mente 11, v l, w l, v w l sind unter C (l) konjugiert?

Setze
0 1 0

X= 0 0
0 0
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und sei

aus C (l) so

+ DX XA + C XB + D

EsseiA (a), B (b), C (ci) und D (d). Esfolgtb- 0
fiiralle (i,j) (3, 3). Fernera a d d 0undd a.,
d. a, d a, d.. an. Weiter (x) cb O. Schliesslich

,q (/)1) g (/)) a3 b3 0 und 1 (/)3, W (/), W) a33 d3 -- c3 b3.

Dabei ist mit g die zu Vo gehSrige quadratisehe Form und mit )
das zugehSrige symplektisehe Sklarprodukt bezeiehnet. Wir haben b33 0.
Die Elemente la, v la, w l und vw la sind in Ho/(z) nieht konjugiert.
Wegen

’’" v+ (v w)%

ist jedes Element us vl(v, vw) zu vl2 in Ho/(z) fiir v us Vo. Welehe
Elemente us

sind unter C, (l) konjugiert?
D g (v w) 1 und g (v) g (w.) 0, kSnncn v l und w. l nicht zu

vw l. konjugiert sein. Andererseits ist

x= t.J Krlo.a mit J= 0 und K= 1
0 0

usC,(l), d6(x) 0. Esistv w undw v. Somithabenwir
gezeigt"

LEMMA 3.14. Ho/(z} hat genau 9 Klassen yon Involutionen. Sie werden
reprdsentiert dutch v v w l v l w l v w l l v l und v. w. l

D e us E0 (z) zu ze in Eo konjugiert ist, hben wir in E0 drei Ho-Kon-
jugiertenklassen, repr/sentiert durch z, za und z y.
Setzez z zundy z y. Alsol z"lx und l z’"l. Ist

lso x oder ungleich 0, so sind la und zl konjugiert.
Wir haben also

Tab. 1 x n 0 v 1, x 0 x, 1 0, x 1

z o() o() o(x) o()
z, l 2 2 4 4
y l 2 4 4 2
z y l 4 2 4 2
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2Es sei z z z.. Da z2 zu einem Element aus y2(z) konjugiert ist, gilt
y2 x.

:Z Y2.
In Ho/(z} gilt 12 v w l. und somit gilt in Ho 12 zz y3 l z3 y l. zl

Man hat

Es gilt"

Tab. 2 x2 0 x2 1

o(x) o(x)
z2 l. 2 4
z y l. 4 4

LEMMA 3.15. Die Klassen derjenigen Elemente aus Ho, deren Bilder in
Ho/(z} die Ordnung 2 haben werden reprdsentiert durch zl, zl yl, 11, zl, zs l
zzs II ys l zys Ii zz3 ys l l z. 12 und z y. l

Nun ist in unserem Fall C H das zentrale Produkt einer Diedergruppe der
Ordnung 8 oder einer Quaternionengruppe der Ordnung 8 mit H0. D.h.
E ist entweder vom Type D D oder vom Typ D Q. Die zu H0 noch
hinzukommende Dieder oder Quaternionengruppe sei mit E* (z4, y4)
bezeichnet, wobei z4 und Y4 falls mSglich Involutionen sind. Die bisherigen
Notationen von Abschnitt C werden ebenfalls beibehalten. Ferner sei
E E E* und E E(z4} und E Ee(y4}. Mit der oben festgelegten
Bezeichnung yon S* sei S S*E. Dann ist S eine S.-Untergruppe von H.
Wir untersuchen zuniichst, ob Fusion von z mit Elementen aus E

auftreten kann. Es ist
C (z E(y2 y y}.

Indem man ein Element s aus S* notfalls um y abttndert, sieht man leicht
S*ein, dass WE/E mit W Cs (z). Also ist W eine S2-Untergruppe von

Cs (z) und Z (W) (z, z}. Weiter ist

Z (W) (z, z l, z, z, y}

Im Fal| D D hat die Gleichung x z in Z,.(W) als LSsungen die
Elemente der Menge

z y(z, z, z}

und im Fall D Q als L6sungen die Elemente der Menge

z4(z, z, z.} t y4(z, z, z2} t z y(z, zl, z}.

Die Gleichung x z, und x zz hat keine LSsungen in Z: (W). Es folgt
(z} char W und Z, e z.
Wir betrachten jetzt Involutionen aus E E0. Es liege zungchst der

FallD D vor. Dann sind z und y4 Involutionen. Ferner gilt H0 Cn (z)
und C (z) E E,.. W C (z4) C (z4).S* ist also eine S=-Unter-
gruppe von C,(z4). Z(W) (z, z4}. Es ist Z(W) n 3,(W) (z} und
somit (z} char W und z z. Ebenso y, q z.
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Da S* C,(vl), ist W Cs(zz) eine S2-Untergruppe yon Cn(zlz).
Es ist Z (W) (z, z z4}. Da Z (W) n 31 (W) (z} char W, ist zl z a zd
ebenso z y z.

Gleichgfiltig ob E vom Typ D -.-D oder D Q ist, ist z yzy eine
Involution.

C (z y z4 y) C (z y z y4)" C,0 (z y)
und

C (z y z y4) (z, z:, z, ye, y, z y, z y4, z z4, y y}.

Wir berechnen C (v w). Es sei aus C (v w ), so ist bezfiglich der Basis
v w, v, v, w, w, w eine Matrix der Gestalt

1
A B J
C D E
F G H 1

zugeordnet. Welche Elemente aus C(v w) operieren nicht treu auf
(v w, v2, v, w, w}?
Eine notwendige Bedingung ist A C D J 0 und B E I. Es

seiF (),G= (,)dH= (,). Aus0 (v,w) (w,w)
for i 2, 3 folgt . vx 0. Es verbleibt mSglicherweise noch
die Abbildg tmit v w, w v und v v, w w for i 2, 3.
Aber (t) 1. Also operiert C(vw) treu auf C(zy).
Es gilt for eine S2-Untergruppe W yon C (zx y z y)"

Z (W) <z, z y z y> Z (C (z y z y) ).

Wegen Z (W) n l (W) (z> char W, ist z y zy a z. Liegt der Fall
D Q ffir E vor, so folgt in derselben Weise z y z z d zy y z.
Wir haben gezeigt"

LEMMA 3.16. Z hat keine Fusion mit einem Element aus E (z).

Wir betrachtenn Involutionen aus H an denen l beteiligt ist.
Es sei u l oder u zll. Es ist S* eine S-Untergruppe von C (u).

Ferncr
C(u) (z, zx,z2,za ,ya (zaya ,z,

W Cz (u) S* C (u) ist eine S2-Untergruppe yon C (u). Welter

<z, u> z (W) G (z, u, z>
und

<z, y> G z (w) G z (w) (z, y, z:> z (z*).

Dat hat z im Gegensatz zu den Elementen aus u (z, z) Quadratwurzeln in
Z2(W). Mit 3.16 folgt (z> N(W) d 11 z und zl z.
Angenommen, u za l oder u zza l ist eine Involution. Dann ist xa 0.
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Wir h,ben falls 1 ist

Ist 0, so
C (u) E’ (y, y}.

C (u) E’ (y}.

Ist s aus S*, so v]e v (vl, v}. Es existiert dann ein geeignetes w aus (wl, w2)
mit ws Co/(.) (v 11). Sei e ein Urbild yon w in E, so erreicht man bei eventu-
eller Abnderung von e zu y e stets, dass es e C(u). Ist W Ca(u), so
folgt WE/E S* und W ist eine S.-Untergruppe in C (u). Wie im vor-
hergehenden Fall folgt

(z) < N(W),
was z u impliziert. Genauso folgt y l a z und zya a z.
Angenommen, u z y ll oder u zz y l ist eine Involution, so xa y.

Wie im vorhergehenden Fall sieht man ein, dass W Cs(u) eine S.-Unter-
gruppe ist und WE/E . S*. Der gleiche Schluss wie in den obigen Ftllen
ftihrt zu z a u.

Jetzt betrachten wir Involutionen, an denen sowohl l wie ein Element aus
E* (z} beteiligt ist. Ist z 11 eine Involution, so ist E vom Typ D D.
Es ist

Ferner S*
_

C(z l ).
Untergruppe von Cn (z l ).

Also ist W
Klar ist,

(z, z l.) Z (W) (z, z, z, z l}.

Die Elemente aus z h(z, z) haben im Gegensatz zu z keine Quadratwurzeln
in W. Die Elemente aus l(z, z} sind nach unserer bisherigen Betrachtung
nicht zu z konjugiert, wie auch z und zz nicht zu z konjugiert sind.
Es folgt z l a z. Ebenso folgt y l a z.
z l ist eine Involution, wenn x 0 und z l hat Ordnung 4 wenn x 1.

Falls x 0 und zz l eine Involution ist, so ist E vom Typ D... D.
W C(z z4 l) ist eine S-Untergruppe yon C, (za z l und

(z, z z 11} Z (W) (z, Zl, Z4, Z$ Z4 gl)"

Wie im vorhergehenden Fall folgt, dass

(z} < Na(W) und zz4 l ,-/ z.

Ebenso ist z zu keinem Element aus z Y4 l, y z l, y y l konjugiert.
Nun liege der Fall x 1 vor. Gleichgtiltig ob E vom Typ D D oder

D Q ist, ist za z4 y l eine Involution.

C (za zy l) (z, z, z., z z, z y, y (yy

W C (z z y4 l) ist eine S-Untergruppe von C,(z z y l), wie leicht nach-
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zupriifen ist. Ferner

(z, z z y l) Z (W) (z, z, za z y l).

Da (z) [W, W] und z zy l(z, z) [W, W] , folgt

(z) < Na(W) und zzyl az.
Ebcnso y zy l a z. Falls E vom Typ D Q ist, ist nattirlich z zu keinem
Element aus za y l, z z l, y y l, y z l} konjugiert.
Es sei jetzt za y l an einer Involution beteiligt, o (z ya l) 2, falls x a

und o (z y l) 4, falls x .
Es sei unchst x v. Es ist z yz l eine Involution falls der Typ

D D von E vorliegt. O.B.d.A. ist x 1 und a 0.

C(za ya z l) (z, z, z, z z, ya y).

Man sieht leicht ein, dass WE/E S* mit W Cs(z yz l).
S.-Untergruppe yon C (z y z l). Weiter

W ist eine

(z, z, y z l,) Z (W (z, z z ya z
Aus (z)

_
Z (W) [W, W]

_
(z, z), folgt

(z) <1 Na(W) und za ya z l a z.

Ebenso z ya y l z.
Ist xa ya, so ist za ya z y l eine Involution, sowohl wenn E vom Typ

D---D wie vom Typ D--. Q ist. Analog wie im vorhergehenden Fall
verifiiert man, dass z nicht in G zu za ya z y4 l konjugiert ist. Im FallD Q
ist genauso z nicht in G u zyz l und za y y konjugiert. Wir haben
gezeigt"

LEMMA 3.17. Es sei u ein Element der Menge l, za l y l z y8 l} und e
aus E*. Dann hat z keine Fusion mit dem Element eu.

Schliesslich haben wir noch Involutionen zu betrachten, an denen/2 beteiligt
ist.
Esseiu loderu zl. Dann

l+X l+xC(u (z, z z8 ya z Y4 Z2 y z. ys

Wir betrachten wieder die Darstellung von S* bzgl. der Basis , v, a, w,
W2 W3 Dann ist Cs. (l) (l, to, tl, t2} mit
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mit

Da in As eine nicht-2-zentrale Involution einen Zentralisator mit einem
2-Anteil 2 an der Ordnung hat, ist Cs. (u) Cs. (g.) eine &-Untergruppe yon
C (u). Also ist W Cs (u) CE (u). C.s. (u) eine &-Untergruppe in C (u).
Klar ist,

<z, u> z (w) <z, u>.

Damit ist W Cs(z412) C(z12).Cs.(z412) eine S2-Untergruppe yon

Ca (z 12). Weiter

und
<z, z, z412> Z (W) <z, zl, z, z 12> falls x. 0

<z, z 12> Z (W) <z, zl, z4 g.) falls x. 1.

Kein Element aus z412(z, z> hat eine Quadratwurzel in W.
vorausgegangenen Falles olgt (z} <3 Na(W).

Also z l -a z. Ebenso y 12 a z.
Es sei z. g. eine Involution. Dann ist x 0.

Mit Hilfe des

C (z212) <z, z, z y, z, y,

W Cs(z212) is eine S.-Untergruppe yon C(z2 g.) mit WE/E ’ S*. Wie
leicht ersichtlich

<z, z212> Z (W) <z, z,, z2 l, 1,>.

Die Elemente 12 und l l haben in Cz. (g.) genau 22 Wurzeln. Bzgl. der Basis
v, v2, va, w,, w2, wa von V0 werden diese Wurzeln durch Matrizen der Form

1
1 1
o 1 1

* "/ 5 1 1 14-oe
, 1 1 1 1
, 1 0 1

reprgsentiert. Dabei reprgsentiere eine Funktion in a, fl, y.
Es sei x et aus Cs(z2 g.) mit e aus E und x u mit u aus z2 12(z, zl, l}.

Da (z= x) z u, liegen alle LSsungen der Gleichung x u in Mengen der
Form

x<z, z za ya z4 y).
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Ist ferner x eine L6sung yon u, so ist xz4 y4 eine LSsung von zu. Ftir ein
Element aus z. l.(z, zl, l) kann es also hSchstens 22. 23. 3 LSsungen in W geben.
Setze X (z, z, z2), so sind LSsungen der Gleichung x z die Elemeate der
Mengen z y X, z4 y X, z3 y3 z4 X, z3 y y X, im Fall D D und z y X,
z4y4X, y4X, zX im Fall D... Q. VIultiplizieren wir diese Mengea mit
z212 so erhalten wir ebenfalls LSsungen dieser Gleichung. Da to e Cso(z l)
und X CE(to) sind auch die Elemente der h/[engen

z y 11 X, z z4 y l l X, z y to X, z4 y to l X und z. z y. l l to X

LSsungen der Gleichung x z.
Wit haben also wenigstens 2’. 13 2 (22.3

3.16 und 3.17 folgt (z) <3 N(W) und z. l z. Ebenso folgt y l: a z
falls x 0.
Genauso wie wit gczeigt haben, dass z l. keine Fusion mit z hat, zeigt man,

dass sowohl im Fall x 0 wie im Fall x2 i z keine Fusion nfit z z4 l, z y
trod z z y 12 hat.

Schliesslich betrachten wit noch Involutionen, an denen z. y 12 beteiligt ist.
Da o (z y./) 4, (sowohl fiir x 0 wie ffir x 1 kSnnen wir annehmen,
dass unsere Involution die Gestalt z2 y z4 y l. hat (ira Fall D Q verlaufen
die Argumente ftir .z y2 y l und z2 y. z l genauso). Es ist

x (z: z)l+x, (Y2 z)+x).C (z y. z4 y l) (z, z, za ya, z y, z4 y, y:, z2

Es sei s ein beliebiges Element aus Cz. (l).
w, w3 yon V0 ists eine Matrix der Gestalt

1
1
a. 1

1

1aa. 0

Bzgl. der Basis v v. wl

zugeordnet (. repr/sentiert dabei Elemente, die wir nicht weiter zu beachten
haben ).

Ist a. 0, so braucht s nut um ein Element der Gestalt z z abgendert zu
werden, um zu erreichen, dass

z; z s C(z y2 z y l).

Ist aber aa 1, so indern wir s mit z yz ab und erreichen ebenfalls, dass
z yz s Cz(z2yz4y4l). Auf jeden Fall ist W Cs(z. y.zyl) eine S2-Un-
tergruppc yon C, (z y zy l:) mit WE/E Cz. (l). Hieraus ergibt sich

(z, z2 y. zy l.) Z (W (z, z zy z. y. z y412).

Alle Elemente aus z y4(z, z, z y zy l) haben Ordnung 4 und die Elemente
aus z. y. z y 12(z, Zl) haben keine Quadratwurzel in W. Es folgt (z) < Na (W)
und z y zy 12 z. Sir haben geeigt"
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LEMMA 3.18. Es sei u ein Element aus 12 z. l. y. l. z. y 12} und e aus E*.
Dann hat z tceine Fusion mit dem Element eu.

LEMMA 3.19. G O(G)’H.
Beweis. Aus 3.15, 3.16, 3.17 und 3.18 folgt, dass (z} in H bzgl. G schwach

abgeschlossen ist. Ein Resultat yon Glauberman [2] liefert die Behauptung.

4. Oer Fall n > 5

LEMMA 4.1. Ist n 5, so G " L7 (2).

Beweis. Es sei sl ein Element der Ordnung 31 aus Lund s5 ein Element
der Ordnung 5 aus NL((sI}). V El(z} zerfllt in zwei (s31}-invariante
Teilrume V1 und V2 der Dimension 5. s3 opcriert fixpunktfrei auf V und
V. Also sind V und / isotrope Unterrtume von V und E ist vom Typ
D..-D. Ferner sind V und V sogar N, ((s3}-invariant, da (s3} die kontra-
grediente Darstellung zu der yon V auf V erfhrt. Nach 2.1 besitzt V
genau 527 isotrope Elemente. Damit haben wit die folgenden
Bahnen yon isotropen Elementen"

V, V, B1, B:, Bs.

DabeiistlYl IVI 31undlB, 155ftirl _<i_< 3.
Setze Vo Cv (ss) und V* [V, s]. Da Vo genau zwei isotrope Ele-

mente enthlt (siehe [5; II, 7.3]), ist das Urbild zu Vo in E eine Diedergruppe
der Ordnung 8. Folglich ist das Urbild zu V* in E das ,entrale Produkt von
vier Diedergruppen der Ordnung 8. Es sei sa aus Ct (s) mit o(ss) 3.
Dann normalisiert ss die Raume Vo und V* und zentralisiert folglich Vo.
Nach 3.1 operiert ss s fixpunktfrei auf V* und die isotropen Elemente von
V* liegen in sa s-Bahnen der Liinge 15.
Da 527 31.17, kann L keine Bahn der Liinge 527 in V haben. Weder

B u V u V noch B u B u V (ftir 1 _< i <_ 2) kann eine L-Bahn sein, da
sonst sa s mehr als zwei Fixpunkte in den isotropen Elementen htte. Es
bleiben die folgenden drei MSglichkeiten fiir L-Bahnen yon isotropen Elc-
menten"

(1) V, V, B u B u B3
(2) V,VuBuB.uBa
(3) VuV,BuBoB.
Es fiillt (2)wegen 2.2 aus. Angenommen, es liege (3)vor.

L mit V0 V Vund V0 V2. Dann

v0 (v, o v0 o o v0

Es sei x aus

was unmSglich ist. Da L keine Darstellung vom Grad 2 hat, verbleiben
wit mit Fall (1). Mit 1.2 und 2.2 folgt, dass H isomorph ist um Zentralisator
einer 2-zentralen Involution in L7 (2). Das Resultat yon Suzuki [7; Theorem
1, p. 1045J ergibt die Behauptung des Lemmas.
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LEMMA 4.2. Ist n >_ 6, so G L+2 (2).

Beweis. Es sei schon ftir alle 5 <_ ]c <_ n 1 gezeigt"

(1) Es sei V ein regularer, orthogonaler F2-Vektorraum der Dimension
2k und L --- Lk(2) O(V). Dann ist V vom Typ D D und L normalisiert
einen isotropen Teilraum V1 maximaler Dimension.

(2) Ist Vo ein regularer symplektischer Raum der Dimension 2m, so ist
L(2) Sp(Vo) fiir k > m >_ 4.
Fiirn 5 folgen Aussagen (1) und (2) aus dem Beweis von 4.1 und [6;

Satz 5]. Nun sei k n.
Es sei X elementar-abelsch der Ordnung 2-1 aus Lund NL(X)/X Ln-I(2).

Wir setzen Vo C(X). Es ist Vo kein regularer symplektischer Raum, da
sonst auch V$ regular ist undC(X) 0. Es sei Voo rad Vo. Die Raume
Voo und Vo/Voo sind unter NL(X) invariant. Vo/Voo ist ein regularer sym-
plektischer Raum. Nach (2) trifft einer der folgenden Falle zu:

(A)
(B)

dim Vo/Voo 2(n 1), dim Voo 1;
N(X) operiert trivial auf Vo/Voo.

An den folgenden Bezeichnungen halten wir im weiteren Verlauf des Beweises
lest: N(X) X.LI mit L - Ln_(2) und L1 X 1.

Fall (A). Dann enthalt Vo einen regularen, symplektischen Teilraum V
der Dimension 2(n 1). Also sind V, und V unter X invariant, was X
2*-1 widerspricht.

Fall (B). Ist dim Voo >__ 2, so ist Voo/Voo regular und L-invariant mit dim
V$o/Voo 2 (n dim Voo). Aus (2) folgt, dass L trivial auf Vo%/Voo operiert.
Wird L, nicht-trivial auf Voo dargestellt, so folgt dim Voo >_ n 1. Operiert
hingegen L zentralisierend auf Voo, so auch auf Voo und damit auf V, was
falsch ist. Ist umgekehrt dim Voo >_ n 1, so operiert L treu auf Voo. Ist
jedoch dim Voo 1, so liegt Fall (A) vor. Also ist dim Voo >_ n 1 und L
wird treu auf Voo dargestellt.
Es sei zunachst dim Voo n 1. Dann operiert L als volle Automor-

phismengruppe von Voo. Es ist dim Voo n + 1 und Voo ist L-invariant.
Aus 1.3 folgt Voo Voo V, mit einem regularen, L-invarianten Teilraum
V, von Voo. Also existiert ein beziiglich des symplektischen Skalarproduktes
isotroper L-invarianter Teilraum V der Dimension n. Ist aber dim Voo n,
so setzen wir einfach V Voo.
Wir wahlen eine Basis v,..., v,,w,-.., w von V derart, dass
v, w }, v, w orthogonale, hyperbolische Paare beziig]ich des sym-

plektischen Skalarproduktes sind und

V= <v,...,
Wir identifizieren L mit GL(n, 2) und L mit den Matrizen der Form
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wo Y GL(n 1, 2). Nach 1.2 und 1.3 k6nnen wir unsere Basis so whlen,
dass e L1 von der obigen Gestalt beztiglich der Basis yon V die Matrix

1
Y

1--
1

K(Y) Y*

zugeordnet ist, wo Y* (yt)-i und K(Y) eine Funktion von Y ist. Offenbar
ist R (vl, w} ein regulrer orthogonaler Raum und folglich ist es auch
R (v.,..., v,, w2,..., Wn}. Auf Grund von (1) und 2.2 diirfen wir
annehmen, dass R" vom Typ D D ist und K(Y)
k < n- 2setzeinL

[I ] iO1 11]l J wo J
Zn--2--k

Dann gilt li "-’L lj fiir alle 0

_
i, j

_
n 2 und l,..., ln_2eL.

Da lo e Cr(/i) fiir i >_ 2, folgt, dass

V* Cv(/.,...,ln-) und V** IV, (l, ln_2}]

sicher/o-invariant sind.
Es hat lol stets die Ordnung 3 fiir 2

_
i

_
n 2 und es ergibt sich

[V**,/0] 0 und IV*,/0] V*.

Es sei o.B.d.A. V* (v, v,, w, w2}. Es operiert lo fixpunktfrei auf V* und
somit ist V* vom Typ D D. Da die v und w fiir i >_ 2 isotrop sind, ist
auch vl und w isotrop.
Es sei weiter

Aber dann ist (g sei die quadratische Form zu V)

g (v 1 -}- a2 t. und g (v) 1 -4- a -f- a .,
ein Widerspruch.

Also
unter L invariant und V ist yore Typ D D. Also ist (1) gezeigt.
Es sei W ein reguliirer, orthogonaler F2-Vektorraum der Dimension 2m + 1

mit rad W (w} und g(w) 1. Dann ist O(W) Sp(2m, 2). Damit
folgt (2) aus (1) und der Tatsache, dass V nach 2.2 eine eindeutige Zerlegung
in L-invariante, isotrope Teilriume V @ V hat.

Die Voraussetzungen des Satzes, 2.2 und das Resultat von Suzuki [7;
Theorem 1, p. 1045] fiihren zur Aussage des Lemmas.
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