ZENTRALISATOREN ZENTRALER INVOLUTIONEN IN L,(2)

VON
ULricE DEMPWOLFF

Der folgende Satz soll bewiesen werden:

SaTz. Es ser G eine endliche, einfache Gruppe und H sev der Zentralisator
einer 2-zentralen Involution z aus G. Es set H eine zerfallende Erweiterung
einer extraspeziellen Gruppe E der Ordnung 2™ durch L,.(2). Dann st
G Lpya(2) firm = 4,5,6, ---

Bemerkung. Eine Involution nennen wir 2-zentral, wenn sie im Zentrum
einer S;-Untergruppe von G liegt. Im Falle n = 3 gilt unter den Vorausset-
zungen des Satzes, dass G =2 L;(2), M2 oder Hy. Diese Aussage folgt aus
dem allgemeineren Resultat von Held und Schoenwaelder [4]. Ahnlich wie
in dieser Arbeit zeigen wir, dass unter den Voraussetzungen des Satzes die
Struktur von H eindeutig bestimmt ist. Man ist dann in der Lage, die Klassi-
fikation der linearen Gruppen durch M. Suzuki [7] anzuwenden.

Stets halten wir im Weiteren an folgenden Bezeichnungen fest: Es sei 2
eine 2-zentrale Involution und H = C¢(z) mit H = E-L, E <] H und
Ln E = 1. Dabei ist E eine extraspeziclle Gruppe der Ordnung 2", d.h.
der Weite n, und L = L, (2) fiir n > 4. Ein besonderes Interesse beansprucht
der Fall n = 4. In diesem Fall sind a priori drei wesentlich verschiedene
Strukturen fiir H zulissig. Davon kann allerdings nur eine der Zentralisator
einer 2-zentralen Involution in einer einfachen Gruppe sein. Den Beweis
des Satzes fithren wir tiber eine Reihe von Hilfssidtzen.

1. Bezeichnungen und Eigenschaften der Gruppen L,(2)

Im wesentlichen werden wir die Bezeichnungen von Gorenstein [3] ver-
wenden. Wir fiihren einige weitere Bezeichnungen ein. Es sei X eine
Untergruppe der Gruppe G. Dann definieren wir:

A(X) = &dussere Automorphismengruppe von X

& = (&"|xeX]} fir z aus G

2~y;z~xYy zistzuy konjugiert;zist zu y in X konjugiert
2~y zist nicht zu y konjugiert

Die Elemente der Gruppe L,(2) = GL(n, 2) werden identifiziert mit den
nichtsinguliren n X n-Matrizen tiber F», dem Korper mit zwei Elementen.
Ein Element = aus L, (2) wird damit durch z = (x;;);zi5eFo ;2,7 = 1,---,
n beschrieben. Schreiben wir etwa

x=[§ z]’
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466 ULRICH DEMPWOLFF

so sei damit stets eine Zerlegung der Matrix in Untermatrizen geeigneter
Grosse gemeint; in diesem Fall mit X, ¥ und Z bezeichnet. Der freigelassene
Raum repriisentiere dabei stets die 0-Matrix. Fir¢ = 1, --- | [n/2] setzen wir

I;
ji = I‘h"‘?i
I; I;

wobel I; die 7-dimensionale Einheitsmatrix bezeichne. Wir vermerken:

Lemma 1.1. Es besitet L,(2) genau [n/2] Konjugiertenklassen von Invelu-
tionen. Sie werden reprdsentiert durch j; fur 1 < 7 < [n/2].

Lemma 1.2. Es ser V ein Vektorraum der Dimension n + k dber Fy und
n 2> 4. Esset M = L,(2) eine Uniergruppe von GL (V).

1) In V existiere ein k-dimensionaler Unterraum U derart, dass M den
Raum U zentralisiert und auf V/U wie die volle Automorphismengruppe operiert.
Dann existiert ein M-invarianter Unterraum X von Vmit X ® U = V.

(i) In V existiere ein n-dimensionaler Unterraum W derart, dass M auf
dem Raum W wie die volle Automorphismengruppe operiert und V /W zentrali-
stert. Dann existiert ein M -invarianter Unterraum X von Vmit X @ W = V.

Der Leser beweist Lemma 1.2 (i) leicht durch Induktion nach % unter
Beachtung der Tatsache, dass im Falle & = 1 keine M-Bahn von nicht-
trivialen Elementen aus V der Linge 2" — 2 existiert. Teil (i) des
Lemmas folgt sofort aus Teil ().

Lemma 1.3. FEs sei V ein Vekiorraum der Dimension n und Ly eine Unler-
gruppe der Automorphismengruppe GL(V) von V mit [ = GL(n — 1, 2).
Dann operiert Ly reduzibel auf V.

Beweis. Fur 2 < n < 8 priift man leicht nach, dass die Aussage des Lem-
mas zutrifft. Insbesondere folgt aus Lemma 1.2, dass fiir 5 < n < 8 stets
GL(V) nur eine Konjugiertenklasse von Untergruppen hat, die isomorph
sind zu GL(n — 1, 2).

Es sel nun n > 8 und V sei ein F,-Vektorraum der Dimension n. s
operiere Ly =2 GL(n — 1, 2) treu und irreduzibel auf V. Es sei r ein Element
der Ordnung 3 aus L, derart, dass C, (r) = (r) X X mit X = L,3(2). Wir
haben V = V* ® V' mit V° = Cy(r) und V' = [V, 7. Essind ¥’ und V'
unter X invariant und dim V' = 2k.

Angenommen, k¥ > 1. Dann ist dim ¥V’ = n — 2k < n — 3 und X zen-
tralisiert V°. Also operiert X treu auf V'. Setze V* = V' ®p, Fs (es sei
Fy der Kérper mit 4 Elementen) und betrachte die Einbettung von X X (r)
in GL(V*). Esist r in GL(V™) ein diagonalisierbares Element und folglich

CGL(V*)(T) = GL(]C, 4:) X GL(k, 4:)
Da X einfach ist, ist X eine Untergruppe von GL (k, 4). Esist
lXI — 2(n—-4)(n—3)/2 H:;—l:i (21. _ 1),
|GL(k, 4)] = 2°*™ J[ia @' + D@ - 1)
und k& < [n/2].
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Offenbar fallen sofort die Félle n = Sund n = 9 aus. Firn > 10 ist stets
QM2 ok&D " oin Widerspruch. Also ist k = 1.

Nach Induktion haben wir nun eine X-invariante Zerlegung

Vi=weVv*
und X operiert wie die volle Automorphismengruppe von V*. Ferner ist
dim V' = 2 und [V' @ (u), X] = 0. Ist n — 1 gerade, so existiert einc ele-
mentar-abelsche Untergruppe E in €y, (r) der Ordnung 3“ " mit
[B, V] = [C.,(r), VI = V' @ V"

Ist » — 1 ungerade, so seien F; und ¥, zwei elementar-abelsche Untergruppen
der Ordnung 3" in (', (r), die die folgende Bedingung erfiillen:

(F) E; und FE, haben in dem L; zugrundeliegenden F,-Vektorraum W
der Dimension n — 1 keinen gemeinsamen Fixpunkt.

Dann gilt [V, Ei] + [V, Bs] = [V, Co, (")) = VF @ V',
Es sei zunichst n — 1 gerade und % elementar-abelsch der Ordnung g
Wie wir oben bemerkt haben, ist dann

V,E) = V*® V' unter (Cy,(s)|s~u, 1 sehE)

invariant. Fiir n — 1 > 6 bedeutet dies, dass auch V* @ V' unter L, in-
variant ist.

Es sei nun » — 1 ungerade. Ksseisaus X und s ~;, 7. Es seien £ und
E, zwei elementar-abelsche Untergruppen der Ordnung 3”7 ®7 aus Cr, (r),
die die Bedingung (F') erfiillen und fir die gilt £ ~;, By, (r) = En E ;, und
seB. Ferner existiert eine Untergruppe E; von Fy mit | E; X (s) | = 3"
derart, dass das Paar E, E> X (s) die Bedingung (F) erfiillt. Nach dem oben
Gesagten bedeutet dies, dass V* @ V' unter Cy,(s) invariant ist. Fiir
n — 1> 7 wird dann V* @ V' von L; normalisiert.

2. Eigenschaften extraspezieller Gruppen und vorbereitende
Lemmas

Zunichst sei daran erinnert, dass es eine eineindeutige Korrespondenz
zwischen den extraspeziellen 2-Gruppen und den reguliren, orthogonalen
Vektorraumen von geradzahliger Dimension tiber F, gibt (siehe [5; 111, 13.8]).
Diese orthogonalen Vektorrdume V besitzen ein symplektisches Skalar-
produkt—etwa durch (-,-) bezeichnet—und eine quadratische Form g. Ein
Element » aus V* mit g(») = 0 heisst isotrop, die iibrigen Elemente aus V¥
heissen nicht-isotrop. Ein Unterraum U von V heisst isotrop, falls fiir alle «
und v’ aus U stets (u, %) = Qund g(u) = g(u’) = 0gilt. Fiir einen Unter-
raum U von V setzen wir

U* = {v|veV, ,u) = O firalleu eU} und rad U = U n U".
Ein Paar von Vektoren {v, w} heisst hyperbolisches Paar, falls g (v) = g(w) =

0und (v, w) = 1. Zu einer vorgegebenen Dimension 2m existieren zwei
Isomorphietypen von reguliren, orthogonalen Réumen iiber F :
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(1) V ist ein Raum von maximalen Index, d.h. V hat einen isotropen
Unterraum der Dimension m.

(2) V hat Index m — 1, d.h. maximale, isotrope Unterrdume von V haben
die Dimension m — 1.

Extraspezielle 2-Gruppen, die zu den Vektorrdumen aus (1) korrespon-
dieren, nennen wir vom Typ D - - - D, extraspezielle 2-Gruppen, die Vektor-
riumen aus (2) zugeordnet sind, nennen wir vom Typ D --- Q.

An diesen Bezeichnungen wollen wir im Verlauf dieses ganzen Paragraphen
festhalten.

Ohne Beweis geben wir an:

Lemma 2.1. (a) Es sei X eine extraspezielle Gruppe der Ordnung 2", die
das zentrale Produlkt von n Diedergruppen der Ordnung 8 st (d.h. X ist vom Typ
D.--D). X — Z(X) enthilt dann genau 2" (2" + 1) — 2 Elemente der
Ordnung 2 und 2" (2" — 1) Elemente der Ordnung 4.

(b) Es sei X eine extraspezielle Gruppe der Ordnung 2™, die das zentrale
Produkt von einer Quaternionengruppe der Ordnung 8 und n — 1 Diedergruppen
der Ordnung 8 ist (d.h. X 2st vom Typ D --- Q). X — Z(X) enthdlt dann
genau 2" (2" — 1) — 2 Elemente der Ordnung 2 und 2" (2" + 1) Elemente der
Ordnung 4.

LemMmA 2.2. Es set V ein orthogonaler Vektorraum der Dimension 2n tiber
Fymitn > 4. Es habe V maximalen Index. In V liege ein isotroper Teilraum
V1 der Dimension n mat der folgenden Eigenschaft.

In der Gruppe der Automorphismen von V, O(V), existiert eine Untergruppe
L = L, (2), die Vi normalisiert. Dann gilt:

(1) Istn > 5, so existiert ein L-invarianter, isotroper Teilraum Vi von V
mit V=V, ®V,.

(il) Istn = 4, so treten mdglicherweise zwet Fdlle auf.

(a) Es existiert ein 1isotroper, L-invarianter Unterraum Vi von V mit
V=V ®7V,.

(b) L operiert auf V reduzibel aber nicht vollstindig reduzibel. Die Wir-
kungsweise von L auf V st eindeutig bestimmi (Im Bewers wird die Operation
von L auf V beschrieben ).

Beweis. Essei V = V; @ Vs, wo V; und V, isotrope Teilriume von V
sind. Ferner sei
Vi= (7)1) :v">y Ve = <w1) :wﬂ}
und

{1)1, wl}: T {vn: wn}

seien hyperbolische Paare. Sei TeO (V) mit V; T = V;. Dann gilt fiir
1=1,---,n

0T = D a0, wT = D ibiv;+ Djcisw;.
Wir setzen A = (a;), B = (by;) und C = (¢i;). Aus 0; T, w; T) = 85,
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(w;T,w; T) =0und g(w; T) = 0fiirs,j = 1, --- , nfolgt dann
(*) C = (A—l)t, BCt = Cl?ls und Zjbkjckj =0firk = 1, e, N

Wir bezeichnen mit X;; die n X n-Matrix iiber Fs, die in der ¢-ten Zeile an
der j-ten Stelle eine 1 hat und deren {ibrigen Eintrige aus 0 bestehen. Ferner
setzen wir T';; = I, + X,; fiir ¢ ¢ j. Dann ist T;; eine Transvektion, und
es ist wohlbekannt, dass die T;; ;¢ = 5;4,7 = 1, - -+, n; GL(n, 2) erzeugen.
Aus (*) und den Voraussetzungen des Lemmas folgt, dass L als volle Auto-
morphismengruppe auf Vy operiert und dass die Darstellung von L auf V/V,
zu der Darstellung von L auf V; kontragredient ist. Sei ¢ die Abbildung
von GL(n, 2) = L,(2) in O(V') derart, dass Im ¢ = List. O.B.d.A. kénnen
wir annehmen, dass beziiglich unserer festen Basis von V; und V die Gleichung

v [Tw'
T«ij =
Ki; Ty

gilt. Wir setzen T§; = t;;.
Stets gilt [ti;, tm] = 1firl # j und m == 7. Weiter ist [tx, &;] = ti; flir
1 ¥ 7.
Im Falle n > 5 ergibt sich hieraus, dass
Krs it Z'i;és ki(r, 8) (Xia + Xn’) + kr(r; S)Xsa~

Durch geeignete Abdnderung der Basisvektorn wy, -, w, erhilt man
schliesslich K,, = 0fur 1 < r,s < nund r # s. Wir iiberlassen die lang-
wierige, jedoch triviale Nachrechnung dem Leser.

Im Falle n = 4 fiihrt dasselbe Verfahren zu einer Festlegung der K.,..
Auch in diesem Fall fithren wir die Rechnung nicht durch. Man erhilt fiir
die K,, die folgende Tabelle.

a 0 0 « 0 0 « O 0 a a 0]
0 0 o« O 0 a a a e 0 «a O
Ka = 0 « 0 0} Ko = a o 0 0} K = a a a al’
e 0 0 0] |0 o« 0 0 |0 0 a O
[ 0 a o 0 0 0 o [0 « 0 o
0 0 0 « 0 a a O a 0 0 «
Ea=lo00 0| Z=2=lo a0 o|" %=|0 0 0 ol
| o 0 0 o 0 0 0] e @ o o
@ @ a a [0 0 0 o] 0 0 o o
a 0 0 O 0 0 « O 0 0 0 «
Ko = a 0 0 a’ Ky = 0 o« a OF’ Ko = a 0 0 O}
la 0 a 0 e 0 0 O la a 0 o
[0 o« 0 0 [0 0 « O] 0 0 0 o
a o a o 0 0 o « 0 0 a« O
Be=1o 60 o' 5= |a a a o] K]0 a0 0
|0 o a 0 |0 o« 0 0] ja 0 0 o
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Aus o = 0 und & = 1 ergeben sich die Fille (a) und (b) von (iib).

LemMmA 2.3. Die Voraussetzungen seien wie in Lemma 2.2 (iib). Ist dann v
ein isotropes Element aus V. — Vi, so hat v 120 Konjugierte unter L, d.h. alle
1isotropen Elemente aus V. — Vi sind unter L konjugiert. Ferner C(v) = L;(2).

Bewets. Die Bezeichnungen seien wie im Beweis von Lemma 2 (i) gewihlt.
Offenbar

Cr(wy) C (tu, los, tas, iz, bos, las, ba, bs2 | tao).

Ferner ist klar, dass
CL(’M)]) n <t]4, tls, t12> = 1.

Bis folgt | C(wi) | < 168. Es gibt also k > | Li(2) |/168 = 120 Konju-
gierte unter L von w;. Andererseits liegen in ¥ — Vy nach 2.1 genau 120
isotrope Elemente, was die Behauptung beweist.

Levva 2.4. Essei H = Cg(E). Dann gilt 2° n E = {z}.

Beweis. Sei H = Co(B), sogilt H = E X L. EsseiS = E X S* eine
S.-Untergruppe von H, wobei 8* die S,-Untergruppe der linken, unteren
Dreiecksmatrizen von L ist; d.h. 71, -+, jajs €S*. Also Z(S) = {2, ju).
Wir bezeichnen mit Kj(X) das k-te Glied der absteigenden Zentralreihe
(Bezeichnung wie in [5; 111, 2.2]). Nach [5; ITI, 16.4] gilt K._1(S) = {(j).
Also (j1) char 8. Es folgt 2 ~vg J1 e 21 *a 2.

Angenommen, y ist aus £ — (& und y ~ 2. Ist W = Cs(y), so
| S:W | = 2. Sei S; eine S;-Untergruppe von Ce(y) mit W < 8;. Also S,
Si € Ne(W) und S und S; sind in Ng(W) konjugiert. Weiterhin gilt
ZW) ={z,51,ppund Z(W) n 5;(W) = {2,51). Also bleibt z bei der Konju-
gation von S zu S; in Ng(W) fest. Es folgt der Widerspruch S; € H.

Levmma 2.5. H = Cq(z) # Ce(E).

Beweis. Die Bezeichnungen seien wie im Beweis von 2.4 gewéhlt. Wir
nehmen an, dass H = C¢(E). Nach 2.4 ist z zu keinem Element aus £ — (2)
konjugiert. Ebenso wie im Beweis von 2.4z eigt man, dass z nicht zu yj;
konjugiert is fir y e & — (2).

Ist eund e’ aus Z (8), so sind e und €’y fiir k > 2 nicht konjugiert: Angenom-
men, dies wiire der Fall. Wir setzen W = Cg(e’j;). Es gilt

ZW) = (1,5 und [Z(W), W] = (5.

Folglich ist Neg(W) < H. Es sei S; eine S,-Untergruppe von Cg(e’ji), so
W < Siund W C N, (W) € H. Aber W ist eine S,-Untergruppe von
CH (e,jk).

Angenommen, es ist z zu yJj; konjugiert mit y ¢ & — (¢) und & > 2. Wir
setzen W = Cys(yjx). Dannist Z(W) = {2, ¥, j1, Jr). Sei S; eine S;-Unter-
gruppe von Cq(yji) mit W < S;. Da Z(S;) von z zentralisiert wird, folgt
Z(S)) € Z(W). Da yjr aus Z(S;), enthdlt Z(S;) auch ein Element der
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Gestalt j§ /22" mit (e, 8, v) # (0,0,0). Wire 8 = 1,50 e ~ €/j; mit e, ¢’ aus
Z(S). Wirey = 0, so sind die Elemente y7j, und y7j1 7% aus Z(S1) konjugiert.
Wiire schliesslich @ = 0, so ist ze Z (S1), was ebenfalls unméglich ist. Es
folgt Z (S1) = (21, yji). Andererseits ist j; zu 7145 in S* konjugiert und y zu
2y in E konjugiert. Das ergibt den Widerspruch yjr ~ zyjij». Also gilt
2 n 8 = {z}. Ein Resultat von Glauberman liefert den Widerspruch
G =0(G)H.

Bemerkung. Von nun an kénnen wir stets annehmen, dass L treu auf £
und V = E/{z) operiert, da L einfach ist.

3. Der Fall n = 4

Wihrend des gesamten Abschnittes sei n = 4 und V = E/(z). Es sei s
ein Element der Ordnung 15, der sogenannte Singer-Zyklus (siehe [5; I1, 7.3]),
aus L. Dann existiert ein Element » mit o(r) = 4 und Np((s)) = (s, 7).

Angenommen, s° operiere nicht fixpunktfrei auf dem orthogonalen Vektor-
raum V. Danngilt V = Vo @ Vimit Vo = Cy(s*) und Vi = [V, s’ V,
und V; sind (s, r)-invariante Unterriume von V und die Urbilder dieser
Riume sind extraspezielle Gruppen der Weite 2. Angenommen, es operiert
s” treu auf V,. Dann wird (s, r) treu auf V; dargestellt. Also liegt (s, ) in
der dusseren Automorphismengruppe einer extraspeziellen Gruppe der Weite
2. Es sei B* das Urbild von V; in E. Ist E* vom Typ D --- D, so gilt
5 1 |AE®)|. Alsoist E* vom Typ D -+ Q und A (E*) = 3 (der sym-
metrischen Gruppe auf 5 Symbolen ).

Aber =5 enthiilt kein Element der Ordnung 15. s° operiert also zentral-
isierend auf V; und wird auf V, treu dargestellt. Es folgt Vo = Vie @ Voo
mit Vi = Cy,(s°) und Vy = [V, s°]. Angenommen, Vi = 0. Dann
cxistiert ein Element y der Ordnung 3 mity ~ 1, s°, y € C1.(s°) und (y, s*) = 4;.
Da y Vo und V; normalisiert und s* nicht zentralisiert, wird y auf V; treu
dargestellt. Da das Urbild von Vi in E vom Typ D - - - @ ist, kann y nicht
fixpunktfrei auf V; operieren. Es folgt, dass y treu auf V, dargestellt wird
und Cv,(y) # 0. Somit ys® ~ y7's", was im Widerspruch zu L = As steht.
Es folgt Vio = 0. Isty ~ s und y e C(s%), so folgt dim Cv (ys°) = 4.

Es operiere nun s fixpunktfrei auf V. Esist V = Vo ® V 1mit Vo = Cy (s°)
und V; = [V, §"]. Dadie V(s = 1, 2) auch s’-invariant sind, operiert (s, ),
eine Gruppe der Ordnung 60, treu auf V;. Angenommen, V; # V, so ist
dim V , = 6, da sonst dim V; = 2 oderdim V; = 4 und A (E™) kein Element
der Ordnung 15 enthalten kann, wenn E* das volle Urbild von V; in E be-
zoichnet. Andererseits wird V; von s* normalisiert und dim [V, s*] < 4, was
der fixpunktfreien Aktion von s’ auf V widerspricht. Also Vi = V und s°
und s® operieren fixpunktfrei und treu auf V. V hat eine s-invariante Zerle-
gung in isotrope Teilriume der Dimension 4 der Gestalt V. = V; @ V, und s
operiert transitiv auf V¥ (¢ = 1, 2)

Wir haben bewiesen:
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Levmma 3.1. Es set s ein Element der Ordnung 15 aus L. Dann trifit einer
der folgenden Fille zu.

Q) & und s° operieren fixpunkifrei auf V. V hat eine s-invariante Zerle-
gung in isotrope Tetlrdume V, (i = 1,2) mitdim V; = 4,V = V, @ Vy und
s operiert transitiv auf V¥, Eistvom Typ D --- D.

(i) & operiert treu auf einem echien Teilraum Vi von V, dessen Urbild By
in Evom Typ D --- Q ist. s zentralisiert einen Teilraum Vo der Dimension 4.
Sind s° und y Vertreter der zwei Konjugiertenklassen von Elementen der Ordnung
3 aus L, so gilt dim Cy(s*) = 6 und dim Cv(y) = 4.

Lemma 3.2. In As st jede Uniergruppe X vom Index 15 isomorph zu einer
elementar-abelschen Gruppe F der Ordnung 8, die durch L, (7) zerfallend erweitert
28t.

Den Beweis dieses und auch des folgenden Lemmas iiberlassen wir dem
Leser.

Levmma 3.3. Es set Fyy eine Frobeniusgruppe der Ordnung 21 in As und X
eine Untergruppe von As, die Fo enthdlt mit |Fa| < |X| < |d4s|. Ist
|Ag: X | 5 | As|, soist | X | € {168, 2°-3-7}.

Es liege nun der Fall (i) von 3.1 vor. Ist s ein Element der Ordnung 15,
so hat V eine N-invariante Zerlegung V = V; @ V., in isotrope Teilrdiume der
Dimension 4, wobei N = N.({s)). Beachte dabei, dass die Darstellung, die
(s) auf V; erfahrt kontragredient zu der Darstellung ist, die (s) auf V, erfihrt,
und somit die Zerlegung N-invariant wird. Die Menge der isotropen Ele-
mente aus V zerfillt somit in N-Bahnen der folgenden Léngen:

60, 30, 15, 15, 15.

Dabei werden zwei N-Bahnen der Linge 15 durch V¥ und V} repriisen-
tiert. Ein Element der Ordnung 7 aus L fixiert in V genau zwei isotrope
Elemente. Es folgt, dass entweder eine L-Bahn der Linge 120 oder eine
L-Bahn der Linge 105 von isotropen Vektoren existiert, da keine L-Bahn der
Linge 135 existieren kann. Wir haben die folgenden Moglichkeiten von
Lingen der L-Bahnen:

1) 120, 15
) 105,15, 15
(3) 105, 30.

Es fallt (3) sofort aus, da As keine Untergruppe vom Index 30 enthiilt. Im
Falle (2) ist eine der L-Bahnen V¥ oder V} und 2.2 lisst sich anwenden.
Liegt nun der Fall 1 vor und ist die Bahn der Lénge 15 V¥ oder V¥, so lasst
sich ebenfalls 2.2 anwenden. In diesen Fillen normalisiert L einen iso-
tropen Teilraum der Dimension 4.

Angenommen, es seien die Elemente der Bahn B der Ordnung 15im Fall (1)
nicht die nichttrivialen Elemente eines isotropen Unterraumes von V. (B)
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ist ein L-invarianter Teilraum von V. Wire (B) # V, so wiire fiir ¢ = 1 oder
¢ = 2sicher 0 C V;n (B) C V,, was im Widerspruch zu der Tatsache steht,
dass (s) transitiv auf den V¥ operiert. Also (B) = V. Essei X der Stabili-
sator des Punktes v; aus B. Nach 3.2 ist X die zerfallende Erweiterung einer
elementar-abelschen Gruppe F durch L, (7). Mit (vy) ist auch (v)+ X-invari-
ant. Wir wihlen eine Basis von V in der Gestalt vy, -+« , 04, w1, <+, Wy
derart, dass {v1, wa}, {v2, w3}, {vs, we} und {vs, w1} hyperbolische Paare sind.
Bzgl. dieser Basis haben die Matrizen fiir Elemente aus X die Gestalt

1
B A .
¢ D1

A ist dabei eine 6-dimensionale, orthogonale Matrix zu einem orthogonalen
Vektorraum von maximalem Index. Wir betrachten den Homomorphismus

1
Xsz2=|B A _% A
C D 1

EsseiX = F-Kmit FnK = 1und K = L,(7). Klar ist, dass
KnXere =1 und rad )+ = (v).

(v1)+/{v1) ist damit ein orthogonaler, X-invarianter Vektorraum von maxi-
malem Index. Nach Held und Schoenwaelder [4; 3.2, 3.3 und §4] folgt, dass
fiir ein Element k aus K bzgl. dieser Basis (bei geeigneter Wahl von v, vs,
Vs, W1, We, w;) die Zuordnung

1
Ak

B K(k) &*
¢ D E 1

gilt, wobei A, B, C, D, E, K (k) und k* Funktionen von k sind. Fir K (k)
unterscheiden wir die Fille:

k—

(A) K(k) = 0 fur alle k aus K.
(B) Es existieren gewisse k aus K mit K (k) 5 0.

Ferner konnen wir annehmen, dass einem gewissen Element 7, aus K der
Ordnung 3 die Matrix
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_10 1 + |11
D—[l 1] und D —[1 O]'

Es sei 7 ein Element der Ordnung 3 aus Cy(r), das fixpunktfrei auf V
operiert. V° = Cy(r) und V' = [V, 1] sind ry-invariant.

zugeordnet ist mit

Angenommen, 7' = 01'; ws ws. Da r; fixpunktfrei operiert, ist dann
1
i = o wstw, . Es folgt

0= g(l);l) = o + o O3 und 0= g(v{‘”) = o1 + 1 + o a3,

ein Widerspruch.
Also v1* € (v 1)+
Es liege zunichst der Fall (A) vor. Nach [4; §3] liegen die Elemente aus

(i, v2,vs, v — (»;) und (v, w1, wy, wy) — (V1)

in K-Bahnen der Linge 7. Die iibrigen Elemente aus (n)+ — (vy) liegen in
K-Bahnen der Liange 21. Wir unterscheiden fiir o = 0, 1.

(a) o1t = vy vy
(b) ' = o1 ws

Tl —_— (-3
(¢) vi' = v vawy.

Im Fall (a) ist (v, -+, vs) Y-invariant mit ¥ = (K, ). Aus 3.3 folgt
|L:Y| = 8und Y operiert transitiv auf (;, ---, v)*. Somit (B) = V,
ein Widerspruch. Genauso folgt in Fall (b) der Widerspruch. Liegt aber
der Fall (¢) vor, so liegt v; sicher in einer L-Bahn, die mehr als 15 Elemente
besitzt.

Es liege nun der Fall (B) vor. Aus [4; §3] folgt, dass alle Elemente aus
(v, -+, v — (v in K-Bahnen der Linge 7 liegen. Die tibrigen isotropen
Elemente aus (u1)+ — (vy) verteilen sich in K-Bahnen der Linge 28. Wir unter-
scheiden wieder dieselben Fille (a)-(c) wie unter (A). Trifft der Fall (b)
oder (c¢) zu, so liegt v; in einer L-Bahn die mehr als 15 Elemente enthélt, ein
Widerspruch. Im Fall (a) ist aber (v, -+, v Y-invariant und (B) =
(v1, -+, vy # V, was ebenso falsch ist. Wir haben gezeigt:

Lemma 3.4. Liegt der Fall (i) von Lemma 3.1 vor, so normalisiert L einen
wsotropen Teilraum der Dimension 4.

Es liege der Fall (ii) von Lemma 3.1 vor. Ist E vom Typ D --- D, so
enthilt V 135 isotrope und 120 nicht-isotrope Elemente. Ist £ vom Typ
D -+ @, so enthilt V 119 isotrope und 136 nicht-isotrope Elemente.

Es sei Foy = (s, r) eine Frobeniusgruppe der Ordnung 21 aus L mit o(s) = 7
und o(r) = 3. Dannsind Vy = Cy(s) und Vy = [V, s] reguliire, orthogonale
Teilrdiume von V mit dim Vo = 2 und dim V; = 6. 7 normalisiert Vound V;.
Nach [4; 1.3, 1.5] ist das Urbild von V;in E vom Typ D --- D und Cy,(r)
hat die Dimension 2. Aus 3.1 (ii) folgt Vo € Cy (r) und das Urbild zu Vyin &
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ist eine Diedergruppe der Ordnung 8 falls £ vom Typ D - -+ D ist und eine
Quaternionengruppe der Ordnung 8 falls £ vom Typ D - - - @ ist.

Eine echte Untergruppe X von L, die Fy; echt enthilt, hat nach 3.3 entweder
die Ordnung 168 oder 2°-3-7, falls |L: X | # 8. Im Stabilisator X eines
Elementes v, aus Vy liegt Fo1. Angenommen, X = Fy, so liegt v in einer
L-Bahn der Linge 2°-3-5, was unmaoglich ist.

Es habe L eine Bahn von Elementen aus V* der Linge 8 (wobei es gleich-
giiltig ist, ob diese Bahn aus isotropen oder nicht-isotropen Elementen besteht
und ob £ vom Typ D --- Doder D --- Qist). Sind diese 8 Elemente linear
abhingig, so erzeugen sie einen echten Teilraum V* von V, auf dem L treu
operiert. Ist dim V* = 7, sohat V* einen Teilraum V° = rad V* mit
dim V° = 1, der von L zentralisiert wird. Ist dim V* = 6, so kann V™ kein
reguliirer, orthogonaler Raum sein, da darin keine L-Bahn der Linge 8 von
nichttrivialen Elementen liegt (benutze SO(V*) = As). Anderenfalls ist
aber dim rad V* = 2 und rad V* wird von L zentralisiert. Ist dim V* = 5,
so ist dim rad V* = 1 oder dimrad V* = 3 und V* enthilt auf jeden Fall
einen nichttrivialen Teilraum V°, der von L zentralisiert wird. Der Tall
dim V* = 4 tritt nicht auf, da dann V* notwendigerweise isotrop ist und
L transitiv auf V** operiert. Sind die 8 Elemente der L-Bahn linear un-
abhiingig, so ist ihre Summe ein nichttrivialer Fixvektor von L. Also gilt:

() Besitzt L eine Bahn der Linge 8 von Elementen aus V, so besitzt L
auch einen Fixvektor aus V¥,

Es sei | X | = 168 und es liege der Type D --- Q fiir £ vor. Dann ist v,
nicht-isotrop und liegt in einer L-Bahn der Linge 120. Die restlichen L-Bah-
nen von nicht-isotropen Elementen verteilen sich auf eine Menge der Méch-
tigkeit 16.

Da A keine Untergruppe vom Index 16 hat, haben wir entweder zwei
L-Bahnen der Linge 8 oder wenigstens eine L-Bahn der Linge 1. Wegen
(*) haben wir in beiden Fillen einen nichttrivialen Fixvektor.

Ebenso haben wir einen Fixvektor nach Aussage (x), falls |L: X | = 8.

Es sei nun | X | = 168 und es sei £ vom Type D --- D Dann erhalten
wir eine L-Bahn der Linge 120 von isotropen Elementen und eine V-Bahn
der Linge 15, da keine 7 isotrope Elemente von L zentralisiert werden
koénnen.

Ist | X | = 2°3-7,80|L: X | = 15und ist £ vom Typ D --- D, so hat L
eine Bahn von 15 isotropen Elementen;ist £ vom Typ D - - - @, so hat L eine
Bahn von 15 nicht-isotropen Elementen.

Angenommen, es enthilt V eine L-Bahn von 15 Elementen. Es sei X
der Stabilisator eines Elementes v; dieser Bahn. Dann ist X nach 3.2 die
zerfallende Erweiterung einer elementar-abelschen Gruppe der Ordnung 2°
durch L (7). X operiert dann treu auf (u1)+/{v1) und {;)+/{v,) ist isomorph zu
einem reguliren, symplektischen Vektorraum. Nach [4;1.5] hat ein Element
r der Ordnung 3 aus X einen Zentralisator der Dimension 4 in V. Es sei ny
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ein Element der Ordnung 3 aus Cy (r), das gemiiss 3.1 (ii) einen Zentralisator
der Dimension 6 in V hat. Dann gilt Cv(r) € Cvy(r;) und v, Cv(r1). Es
folgt der Widerspruch r; ¢ X. Wir haben somit gezeigt:

(#x) L hat einen nichttrivialen Fixvektor vy, und L besitzt keine Bahn
von 15 nichttrivialen Elementen aus V.

Wir wissen, dass eine Frobeniusgruppe Fy; der Ordnung 21 einen reguliiren
Unterraum Vo von V der Dimension 2 zentralisiert. V, enthilt den Fix-
vektor v, von L.

Angenommen, V, ist nicht L-invariant. Dann gilt fir v aus Vo — (w),
dass v in einer L-Bahn von 8, 15 oder 120 Elementen liegt (siehe 3.3). L-Bah-
nen der Linge 15 treten nicht auf und in (vo)+ gibt es L-Bahnen der Linge
35 von isotropen bzw. nicht-isotropen Elementen, sodass auch keine L-Bahn
der Linge 120 auftritt. Ist X der Stabilisator vonvin L,sogilt |L : X | = 8,
X = Ay und Vo ist X-invariant. Sei V = V, @ V; eine Zerlegung in X-in-
variante Unterrdume, so sind Vo und V; regulir und das Urbild zu Vy in E ist
nach [4; 1.3] vom Typ D --- D. Da Ly(7) isomorph in X eingebettet ist,
bilden die 35 isotropen Elemente von V; und die 28 nicht-isotropen Elemente
X-Bahnen. Ist £ vom Typ D --- D, so haben die X-Bahnen der isotropen
Elemente aus V die Lingen 35, 35, 35, 28, 1, 1, und die X-Bahnen der nicht-
isotropen Elemente haben die Lingen 28, 28, 28, 35, 1. Ist E vom Typ
D --- @, so haben die X-Bahnen der isotropen Elemente aus V die Lingen
35, 28, 28, 28, und die X-Bahnen der nicht-isotropen Elemente haben die
Langen 28, 35, 35, 35, 1, 1, 1. Es existiert keine L-Bahn der Liinge 8.

Damit ist Vo L-invariant. V7y ist ebenfalls L-invariant und da V, regulir,
ist V.= Vo ® V5. Wir haben bewiesen:

Levma 3.5. s liege der Fall (i) von Lemma 3.1 vor. Dann hat E eine
L-invariante Zerlegung E = Ey E, , Ey1n Ey = (2) derart, dass Ey von der Ordnung
2" und vom Typ D - - - D ist und L trew auf Ey operiert. L zentralisiert Ey und
E, st esne Diedergruppe der Ordnung 8, falls E vom Typ D --- D ist. Es ist
eine Quaternionengruppe der Ordnung 8, falls I vom Type D - - - @Q ist.

Nach Lemma 2.2, 3.1, 3.4 und 3.5 haben wir die folgenden Fille zu unter-
scheiden:

(A) Der Fall, in dem L fixpunktfrei, reduzibel und vollsténdig reduzibel
auf V operiert.

(B) Der Fall, in dem L fixpunktfrei und reduzibel, aber nicht vollstindig
reduzibel auf V operiert.

(C) Der Fall, in dem L einen Teilraum der Dimension 2 in V zentralisiert.

A. Der Fall, in dem L fixpunktfrei, reduzibel und vollstindig reduzibel
auf V operiert.

LEmMA 3.6. Es ist H isomorph zu dem Zentralisator einer 2-zentralen In-
volution aus Le(2) und G = Lg(2).
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Bewezs. Nach 2.2 und 1.2, ist H isomorph zur Gruppe der Matrizen der

Gestalt
1
4 X
B C 1

X e GL(4, 2), A=[E], B = (8), C= (v, " ,74)

Oy

mit

und a1, *, o, B, Y1, **, Ya€Fs. Suzukis’ Kennzeichnung der linearen
Gruppen [7; Theorem 1, p. 1045] liefert die Behauptung.

B. Der Fall, in dem L fixpunktfrei und reduzibel, aber nicht vollstindig
reduzibel auf V operiert. Nach 2.2 haben wir einen elementar-abelschen
Normalteiler B in E der Ordnung 2°. In E; liegt nach 1.2 eine L-invariante
Untergruppe Ef mit | B | = 2*und E; = (2) X Ei. Wir wihlen nun einen
weiteren elementar-abelschen Normalteiler E, der Ordnung 2°, der unter
einem Element der Ordnung 15 invariant ist und fiir den Fy n B> = (2) und
E = K\ B, gilt (siehe 3.1). Es sei

Ef = (21, *,2) und Ey = (2, Y1, ***, Ys)

derart, dass (z;, y;) Diedergruppen der Ordnung 8 sind fir 1 < ¢ < 4. Bei
der Zuordnung z;(z) — v; und y:(2) > w; (1 <z < 4)sollen 2; und y; so gewihlt
sein, dass die gewihlte Notation mit den Bezeichnungen von dem Beweis
von 2.2 konsistent ist. Sofern nicht besonders erwihnt, seien fir H/(z)
die Bezeichnungen von 2.2 iibernommen. Die Multiplikationstafel von
H/(z) wurde im Beweis von 2.2 bestimmt.

Fir eine Involution e aus £ — E; ist nach 2.3.

Ni(e(z)) = Lo (7).

Also Cr(e) = Nin(e{z)). Setzenune = 2,y4. eistein Element der Ordnung
4 und
Ni(e(z)) 2 (ta, la, ts, tats, tatte, lelilan).
Weiterhin (tal , laa, t21> nN, (e(z)) = 1. <t41 y Lo t43> ist ein Normalteiler in
Ny (e(z)) auf dem
X = Np(e{z))/{ta, Lz, tas)

treu operiert. Da | X | < 168 = 8.3.7 und 3 || X |, folgt aus 2 || X | dann
(taa, ts2y ta) N Ni(e(z)) # 1,

ein Widerspruch. Also gilt 2 4/ |X | und da | X | > 3, folgt | X | = 21.
Ny(e2)) ist das semidirekte Produkt einer elementar-abelschen Gruppe F
der Ordnung 8 mit einer Frobeniusgruppe ¥y der Ordung 21 und Fy; operiert
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treu auf F. Da
O*(N1(e(2))) = Ni(ez)),
haben wir gezeigt:

Lemma 3.7. Isteaus E — E ;.50 Np(e(z)) = Cr(e).

Da Cy(E)) = E, operiert H/E; treu auf E,, Bzgl. der festgehaltenen
Basisz,21, - - -, 24 von E; betrachten wir die Wirkung eines Erzeugendensys-
tems von H/E, auf diese Basis. Da Ey L-invariant ist haben wir fiir [ aus L:

zm-»[l £].

Dabei sei mit L 5 I — £ e GL(4, 2) ein Isomorphismus von L auf GL (4, 2)
bezeichnet. Weiter

H/E, ist isomorph zur Gruppe der Matrizen von der Gestalt
1 X
A

ay
X ¢ GL(4, 2), A=|::| und o, -c-,as€ Fy.

o4

mit

Die H/E;-Konjugiertenklassen von Involutionen sind reprisentiert durch
ys By, yatun By, ta By und tp ity By, wie man leicht nachpriift.

a) o9

Es sei e = 2%21'25 %5 °24 *ys ty cin Element aus y3tq Fi. Dann gilt
¢ = Pafysyit = Pt (mit Be {0, 1}).

Also enthilt ys ty E; keine Involution.

Da y, genau 240 Konjugierte hat, liegt in £ — FE,; genau eine H-Klasse von
Involutionen, die durch y, reprisentiert wird.

Die Gruppe E; L kénnen wir mit der Gruppe der Matrizen der Form

L)

identifizieren, wo R e GL(4,2),B = (8),A = (a1, - ,ou)und oy, * - , o4,
BeFy. E; entspricht der Menge der Matrizen mit R = I,und z — j;. L
entspricht denjenigen Matrizen mit A = Ound B = 0.

Den Involutionen aus fy E; entsprechen die Matrizen

1
J
B 4 1
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mit s = 0. Cy(ty)- E; wird durch diejenigen Matrizen reprisentiert fiir die
R aus Cgrug (5i) ist. Es sei ¢ aus Cy, (fu) und e werde durch eine Matrix
von der obigen Gestalt mit B = I, reprisentiert. v aus Cy(fy) werde durch
die Matrix
1
X
1

dargestellt. Dem Element ¢” entspricht dann die Matrix

1
I,
B AX 1

Da ferner tq zu zia konjugiert ist, verbleiben die folgenden ‘Normal-
formen’ fiir Involutionen aus &y F :

b, tnz, tuzs, tazsz.
Welche Elemente liegen in Cz({y)? Es sel
B
e = zflz;‘zz;‘azraylxygzygzy%
et = z‘rztlu'l"ﬂr*'ﬂngazgzzglygxe

mit'ye {0, 1} ESfOlgtﬁ1 = ﬁz = ﬁa = Ounda4 = ,84.

Da 24 y: die Gruppe Cg, ({a) zentralisiert, gibt es genau 4 Reprisentanten
von H-Klassen von Involutionen in ta El y niamlich ta y tu 2, t41 23, t41 232.

Es ist Cy, (tots1) = (2, 21, 23). Die Involutionen aus &y 3 E; haben dem-
nach die Gestalt lwfne mit e aus Cg, (fents). 23 24 transformiert fpfy in
2523 tiwtsy . Folglich sind alle Elemente der Mengen tg t1(21 , 20) und 2éss t51(21 , 25)
untereinander konjugiert, und diese Mengen sind Cp (fs £ )-invariant. Es sei

aus Cg(ty). Dann ist

ay_ag ag ay B B3 B
e = 212 225 20 Y1 Y Y Yt

aus CE (t42 tsl) Es ist

UL z‘/z:t3+ﬁ4z;4+5azgzz§1yg1ygze‘
Es folgt By = B = 0, au = B; und o3 = B:. Auf jeden Fall gilt
¢€Cg(Cr, (l2ts1)). Damit ist das folgende Resultat gezeigt:

Lemma 3.8. H hat genau 9 Klassen von Involutionen. Sie werden reprdsen-
trert durch 2,21, Y4, ta B ty z, {23 s t 23 2, tao b3 , i b3y 2.

Es sei 8 = E-S¥, wobei wir in L mit 8* die Elemente bezeichnen, die auf
E7 bagl. unserer festen Basis durch linke, untere Dreiecksmatrizen dargestellt
werden. S ist eine S,-Untergruppe von H. An dieser Bezeichnung halten
wir wihrend des ganzen Abschnittes B fest.

Setze W = Cs(z1). Dannist [S: W | = 2 und W ist eine S;-Untergruppe
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von Cx(21). Eine einfache Rechnung zeigt
[W’ W] = E1<y3 ’ y4>[S*7 S*]

Weiter findet man K5 (W) = Eyy)Ks(S™) = Eyys, ts) (Bezeichnung wie
bei [5; 111, 2.2] bzw. in Beweis von 2.4).

Da 2z und 2zz; in 8 & N¢ (W) konjugiert sind, haben z; und zz; gleich viele
Quadratwurzeln in Ks(W). Da keine Quadratwurzel dieser Elemente in
K; (W) n E liegt, haben sie die Gestalt vty mit v aus Kz(W) n E.  Sei

ay ag a

8
v o= 2125 %25 S5 Yt
S0
o™ = 2% (mit y € {0, 1}).

Alle Losungen der Gleichung «* = 2 bzw. 2* = zz; in K;(W) sind aus der
Menge
24 Zf41<2, %1y %2, Zs)
und aus der Menge
Yatu(z, 21, 22, 23)

zu wihlen. Jede der beiden Gleichungen hat also 2* Losungen.
Andererseits sind alle Elemente der Menge

24 Y4 t41<27 21,22, Zg) U 24Y4 t4](z, 21, 22, Za).

Losungen der Gleichung z* = z; d.h. wir haben wenigstens 2° Lésungen in
K;(W). DaZ(W) = {2, z1), ist (2) char N¢(W') und es gilt:

LEMMA 3.9. Cg(e1) hat eine So-Untergruppe der Ordnung 2™ und 2, ~g 2.
Wir betrachten nun die Involution ;. Nach 2.2 ist
Csr(ys) = (tutsglor, tptar, tax ban bar)

und W = Cs(ys) = Ex{e1, 22, 23): Cs=(ys) ist eine Sp-Untergruppe in Cy (ys).
Man rechnet leicht nach, dass

W, W] = (2, 21, 22, 23, Y2, Us , Ya){ls1 tao La).

In{z, 21,2, 2, Y2, Ys , ya) hat die Gleichung 2° = z insgesamt 48 Losungen.
Setze t = lylwtn. Da ys keine Quadratwurzel in E hat, haben die Quadrat-
wurzeln von y4 in [W, W] die Gestalt et mit e aus En [W, W]. Essei

e = zuérlzgzzgsygzygayga_
Dann gilt
(et)’ = 2"2*""fr  mit v € {0, 1}.

Notwending dafiir, dass et eine Wurzel von y, ist, ist as = 8 = 1.

Da y4 und 2ys in N (W) konjugiert sind, erhélt man hochstens 16 Losungen
der Gleichung z* = y, bzw. 2° = zy, in [W, W]. Da Z(W) = (z, yu), ist (2)
char W und es folgt:
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Levma 3.10. Eine S,-Untergruppe von Cq(ys) hat die Ordnung 2 und
Ys *g .

Klar ist, dass fy und 2ty denselben Zentralisator in H haben. Esseiu = ig
oder 4 = tyz. Dann gilt Cs«(u) = S* und es folgt, dass W = Cs(u) =
Cz () -S* eine S,-Untergruppe von Cg(u) ist. Mit 3.7 ergibt sich sofort

CE(u) = <Z, 21, %2, %3, 24?/4).

Ferner ist Z(W) = (2, 21, tu). In Ns(W) findet die folgende Konjugation
statt: tg ~ 21la, 2ty ~ 221ty .

Es sei s aus 8* und s* = &y. s sei bzgl. der Basis 2, -+, 24 von Ef die
Matrix

1
A B
¢ D 1

zugeordnet. Angenommen,

10
s=[1 9]

Dann folgt,0 = A + BA,0 = DB + D. Ist

A= [“‘] und D = (81, 8),
oy

s0ay = & = 0. Damit ist s aber eine Involution und s 5 &, . Die Losungen
der Gleichung 2° = 4 mit 2 aus 8™ liegen also in

(ta, tazy Lz, o1, La1).

Da mit z auch xty eine Lésung der obigen Gleichung ist, betrachten wir von
den 12 Lésungen nur: fogtae, lorfaolas, fo1lasar, larlas, lay lyz tep und t3; loy las .
Man rechnet nach, dass

Cogw (nte) = Cogay (batnts) = (2, 21, 2)
Copew (batety) = Cogu (arlstn) = (2, 21, 2225)
Copw (Intinte) = Cogay Untis) = (2, 21, 22).
Offenbar hat man insgesamt 2°-6 Losungen der Gleichung 2* = {4 baw.
CI?2 =21 t41 .
Sei ° = zty. Es folgt 2 = vs mit v e Cx(u), seS8* s = tyund o' = w.
Nach 3.7 ist somit die Gleichung * = zty in W unlésbar.
Wir betrachten Lésungen der Gleichung z° = z. Es sei vs eine solche

Lésung mit s aus S* und v aus Cx (). Aus 3.7 folgt s* = 1,2° = pund v’ = 2.
Wegen Cse (24 9s) 0 {ta1, b1, b2) = 1, ist

Cse(2ays) = (a, lao, tug).
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Da (ty, te, ts) & Cs{z, 21, 22, 23) ), sind alle Elemente der Nebenklasse
Zalallar, e, tas)(2, 21, 22, 23)

Losungen der Gleichung z* = z. Wir haben damit wenigstens 2" Losungen
in W. Auf Grund von 3.9 folgt (2) I Ne(W). Also:

LemMa 3.11. Esseiu = tyoder w = zty. Eine So-Untergruppe von Co(u)
hat die Ordnung 2" und u ~q .

Nun bezeichnen wir mit » entweder 23t oder zz;t. Es sei vs aus Cy(u).
Dann s € C1(tn). Ferner ist

Ce(u) = (2, 21,2, 2, 2aYa).
Weiter ist

W = (ta, o, taz, tar, 2als1, b3)Ce(u) & Cyx(u)

eine 2-Gruppe derart, dass WE/E eine S;-Untergruppe von H/E ist. Also
ist W eine S.-Untergruppe von Cx (u).

ZW) = {z, 21, 23ta).

In Nz (W) findet folgende Konjugation statt: u ~ zu, 2u ~ zz1 4.
Wir betrachten Losungen der Gleichung z° = z. Im Beweis von 3.11
wurde gezeigt, dass alle Elemente der Menge

2aYallar y taz, Las)(z, 21, 22, 23)

Losungen dieser Gleichung sind; d.h. wir haben wenigstens 2’ Losungen.
Nun betrachten wir Losungen der Gleichung 2 = w. Es sei vs eine
Losung mit sE e (L n W)E/E und v e Cg(u).
Da s’E = tqy E, folgt wie in dem Beweis von 3.11, dass

Se(la, tao, laz, Lo, 2als1).

Jede Losung z lidsst sich durch Elemente aus Z (W) abéindern. So kénnen
wir fiir v den Ansatz v = 23%4° (2444)®* machen und s diirfen wir aus der
Menge

{toale, tntnls, tatnzta, 2atsy tas, 2atsibislae, Zatsr laslma}
wihlen.

Jedes Element aus Cg(u) lisst sich eindeutig in der Form
2°21'25%25° (24 ys) ™

darstellen mit ¢, &, -+, & aus {0, 1}.

Die Wirkung unserer 6 Elemente, die fiir s in Frage kommen, auf Cz(u)
koénnen somit durch 5 X 5-Matrizen beschrieben werden, die sich durch die
oben beschriebene, eindeutige Zerlegung der Elemente aus Cx (1) bestimmen.
Es sei yi2' = 2%z 23 ys und y5'"" = 2%z 202394 , SO



ZENTRALISATOREN ZENTRALER INVOLUTIONEN IN L,(2)

1 1
1 1
bty — 11 , bo1 tag bag — 11
1
a; 1 11 a 1
1
1
bnti2yly — 11 )
1 1
az+1 1 1 1
1
1
24 t:n t43 hasd 1 y
1 1
art+a;+1 1 1 1
1
1
2y lg1lag Lz — 1 s
1 1
ar+ea+1 1 1 1
1
1
2etpteg by — 11
1 1
as + 1 1 1

s gilt
s =ty fUr se{tute, bty ls)

§ = z1zzly TUr se{2ils1la, 24 bs bag tar}
§ = 2ly firs = talpzis

§ = 21223l flir s = 24 b3y lag Lao

Es ist (18)’ = w's’. Mit dem Ansatz v = 25225 (24 y4 )™ gilt:

piate — zalhzl;rl'ng;v
(Es folgt B; = B, = 1),
plattezsatsr zﬂc(a2+1)z€2+ﬂa+ﬂ4zgcv

(Es treten keine Losungen auf),
prafsitas zﬁ4(“1+a2+l)z§s+ﬁ4zgcv

(Es folgt 8; = 1 und s = 0),

483
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prAtstastas Zﬂ4(a1+a2+l)2?3+ﬁqz}240
(Es folgt 85 = Ound 8, = 1),
1
pratsrtaster _ fulant )lei2+ﬁszg4v

(Es folgt B + 8 = 1 und B = 0).

Schliesslich gilt »2'*? = ¢"1%2%% " Da man eine Standartlosung der Gestalt
vs noch um ein Element aus Z (W) abindern kann, haben die Gleichungen
2’ = wund 2* = 2 hochstens 5-2° Losungen in W.  Mit 3.9 folgt (z) < N¢ (W)
und es gilt:

Levma 3.12. Es sei u = 23ty oder zzstn .  Eine Sy-Untergruppe von Cg(u)
hat Ordnung 2" und z ~¢ u.

Essel nun u = fpts baw. u = 2ty . Esist
Csr(u) = (ta, laz, U3, U5, lox bus).
W = Cs(u) = Cg(u)-Css(u) ist eine Se-Untergruppe von Cx(u). Ferner
Ce(u) = (2,21, 2,2ys,2ys) und Z(W) = (z, 21, ts tsn).

Cy(u) ist elementar-abelsch der Ordnung 2°. Es sei 8 = W n 8% Wir
betrachten die Wirkung der Erzeugenden von S° auf Cy(u) bzgl. der Basis
%y R1,R,23Ys, 2aYs.

1 1
1 1
t41 i 1 s t42 - 1 y
[¢5] l 1 3 1 1
_ag ] 1 1_ |4 l 1 .
— 1 - - | -
1 1
sy — 1 , 3 — 1 ’
(s %] l 1 a5 1 1 1
_a4 ] 1 _ _ote 1 1 .
1
1
bor lag — 11
(244 1 1
as 1 1 1

Da tytets auf Cz(u)/(z) die 1-Darstellung erfihrt, ist
4y lan L2 € CL(C'E(u)) und as = a1 + az und g = Qg + Q4 .

Aus (t21 a3 taz)z = fyls1ln folgt ap = 0 und Qs = Q5 + ay, und da 23 Y4 VO
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ta b iz Zentralisiert wird, ist oy = a7. Setze

SOO = <t41 , Lagy Tao s t31>.
Sei ¢, s € 8%, so

[t (tar tis)®, 8 (far )] = ¢21149° (st)(t“t“)aws(t“t”)ﬂ
Wegen s"2'%9% s ¢ (b, tw b} fiir s e 8%, folgt

IS, 8 = (tar s tao b31)
und
(W, W] = (21, 22, 2s20)[S°, S°] oder (z, 21, 22, 25 24)[S°, S]

Auf jeden Fall hat 2; als einziges Element aus Z (W) eine Wurzel in [W, W].
Also {(z1) char W. Ferner findet in Ns(W) die Konjugation u ~ 2; % und
2u ~ zzyu statt. Wir nehmen an, dass u zu z in G konjugiert ist. Wir
wissen, dass W eine S;-Untergruppe von Cq(u, 2) ist mit Z(W) = (¢, 2, u)
und (z;) char W.

Indem wir nun die Rollen von » und z vertauschen, folgt mit Hilfe von
3.8, 3.9, 3.10, 3.11 und 3.12 und mit dem oben Bewiesenen, dass eine S,-Un-
tergruppe S; von Ce(u) existiert mit W € S; und 2, ~ 2z, in Ng, (W), ein
‘Widerspruch zu 3.9.

Wir haben gezeigt, dass (z) in H beziiglich G schwach abgeschlossen ist.
Ein Satz von Glauberman [2] liefert:

LemMa 3.13. G = O(G)-H.

C. Der Fall, in dem L einen Teilraum der Dimension 2 in V zentralisiert.
Es sei Ey das zentrale Produkt von drei Diedergruppen der Ordnung 8 und
L = Agoperiere treuauf Ey,. Wirsetzen Vo = Eo/{z). V,ist ein orthogonaler
Vektorraum mit 35 isotropen und 28 nicht-isotropen Elementen. XKlar ist,
dass L =2 SO (V,). Es seien

Ei=(a,%,2) und E; = (2, 41, Y2, Ys)
elementar-abelsche Normalteiler der Ordnung 2* von B, mit Ey E, = E,
und E; n B, = (2). Ferner seien (z;, y;) Diedergruppen der Ordnung 8 fiir
1 <4 < 3;d.h. wenn wir die Zuordnung v; — z;(z) und w; — y(z) fir 1 <7< 3

machen, sind {v;, w;} hyperbolische Paare in V.
Es sei ¢ aus O (Vo) und ¢ sei die Matrix

6 5]

bzgl. der Bassis v;, w; zugeordnet (die Blockeinteilung der Matrix entspreche
der Zerlegung von V,in die isotropen Teilriume Vi = E;/(z) und V, = E,/(2)).
Ist B = (bi;) und C = (c;;), S0 setze

0 (t) = Z::‘,jxl bij Cij .
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Dann ist § die Dicksonsche Pseudodeterminante (siehe [1]) und Ker 6 =
SO (Ve) == L.

Die Elemente mit B = 0 liegen also in SO (V) und L hat eine Untergruppe,
deren Elemente eine Wirkung auf Vi, haben, die durch diese Matrizen be-
schrieben werden. Indem wir num L mit SO (V,) identifizieren, ist notwen-
dige und hinreichende Bedingung dafiir, dass

A
C D
aus L ist

A= (D™, CD'=DC" und D jcijd; = O fir alle k

und D = (dij) und C = (Cij).

Insbesondere reprisentieren die Elemente der Menge S*, bei denen A4 eine
linke untere Dreiecksmatrix ist, eine S,-Untergruppe von L. S* hat einen
Normalteiler P bestehend aus denjenigen Matrizen mit A = D = I;. Offen-
bar ist [; von der Gestalt

I, ] 010
mit X=]1 0 0
X L 00 0

ein Element von P und (i) = Z(S*). Es gilt

Cvy(h) = (o1, vz, vs, wy).

. 1 01
12=[3}‘, .,:I mit Y=|0 00
s 100

Da Cy,(ls) = {v1, 02, we, v3ws), konnen }; and b, nicht in L konjugiert sein und
l; und I, reprisentieren die zwei Konjugiertenklassen von Involutionen in L.
Wir bezeichnen mit H, das semidirekte Produkt von E, mit L und bestim-
men die Konjugiertenklassen von Involutionen in Hy/{(z). Als Vertreter von
Involutionen aus V, haben wir »; und v, w,. Vertreter von Involutionen aus

Setze

H,/{(z) — V, kénnen wir darstellen in der Form ol; (¢ = 1, 2) mit v aus
Cy, ().
Wegen s
llwzawa = qu;ll

ist jedes Element aus vli{v1, vs) zu vly in Ho/(z) konjugiert. Welche der Ele-
mente b1, v3ly, ws li, v3ws ly sind unter C,, (I) konjugiert?

Setze
010
X=]100
0 0O
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_ |4 B
*Zle b
A+ BX B _ A B
C+DX D| |XA+C XB+ D)’
Es sei 4 = (a;,-), B = (bij), C = (Cij) und D = (d“) Es folgt bij =0

fir alle (,5) ¢ (3,3). Ferner aj3 = o3 = dyy = dp = 0 und dyy = ax,
dip = an, dy = ap, dr = an. Weiter §(x) = cubss = 0. Schliesslich

und sei

aus C.(l1) so

gw) = gOil) = apbis =0 und 1= (5, ws) = V5, ws) = ass dsz + 33 bss -

Dabei ist mit ¢ die zu V, gehorige quadratische Form und mit ( , )
das zugehorige symplektische Skalarprodukt bezeichnet. Wir haben bs; = 0.
Die Elemente Uy , v Iy , ws I; und v3 ws [; sind in H,/{z) nicht konjugiert.

Wegen

a 8
l'zolws = vf+ﬁ(1)3 ’ws)alz

ist jedes Element aus vl(vi, vsws) zu vl in Ho/{z) fiir v aus V,. Welche
Elemente aus

{la, by, walo, v2ws o}

sind unter Cy,(l») konjugiert?
Da g(wowe:) = 1 und g(:) = g(ws) = 0, kénnen v, 1, und w.l; nicht zu
ve ws I konjugiert sein. Andererseits ist

J K 1 00 0 0O
x=[K J] mit J={0 0 0] und K=[(0 1 0
0 0 0 0 01
aus CL(k), da 6(z) = 0. Esist v5 = w, und ws = v,. Somit haben wir
gezeigt:

Lemma 3.14. H,/{z) hat genau 9 Klassen von Involutionen. Sie werden
rcprdsentiert durch v, , 1wy, l1 , Us L , W3 l], , Vs W3 ll y by y U2 b und vawe b .

Da e aus Ey — {2) zu ze in E, konjugiert ist, haben wir in E, drei Hy-Kon-
jugicrtenklassen, reprisentiert durch 2, z; und 2 ¥ .

Setze 23! = 2% und &' = 2"%y;. Also Ii* = 2% und I&* = 2. Ist
also x; oder g; ungleich 0, so sind /; und z; konjugiert.

Wir haben also
Tab. 1 xs =m3 =0 m=1 x=0 x3 =13 =1 7 =0, x3 =1
x o(x) o(x) o(x) o(z)
23 l) 2 2 4 4
ys 2 4 4 2

23ys by 4 2 4 2
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Es sei 23> = 2% . Da 2 zu cinem Element aus y:(2) konjugiert ist, gilt
@/212 - szyz .
In Ho/(z) gilt I ~ v3w3 I, und somit gilt in Hy, lo ~ zzsyslo ~ 23ys lo ~ 2l> .

Man hat

Tab. 2 x2 =0 x2 =1

z o(x) o(x)
22 lz 2 4
22 Y2 b 4 4

Es gilt:

Lemma 3.15. Die Klassen derjenigen Elemente aus H,, deren Bilder in
H,/(z) die Ordnung 2 haben werden reprdisentiert durch z, 2191, b, 2l, 2l
2’2’3[1, ?/3l1, Z?_j3ll, ZZ3y3l1, lz, Zzlz und Zzyzlz.

Nun ist in unserem Fall C H das zentrale Produkt einer Diedergruppe der
Ordnung 8 oder einer Quaternionengruppe der Ordnung 8 mit H,. D.h.
E ist entweder vom Type D - -+ D oder vom Typ D --- Q. Die zu H, noch
hinzukommende Dieder oder Quaternionengruppe sei mit BE* = (z, i)
bezeichnet, wobei 2, und ¥, falls méglich Involutionen sind. Die bisherigen
Notationen von Abschnitt C werden ebenfalls beibehalten. Ferner sei
E = E,E* und EY = Ey(z) und E5 = Ex(ys). Mit der oben festgelegten
Bezeichnung von 8™ sei 8 = S*E. Dann ist S eine S;-Untergruppe von H.

Wir untersuchen zunichst, ob Fusion von z mit Elementen aus £ — (2)
auftreten kann. Es ist

Ce(a1) = Eiye, ys, ya).

Indem man ein Element s aus S* notfalls um i, abindert, sicht man leicht
ein, dass WE/E =~ 8™ mit W = Cs(z1). Also ist W eine S;-Untergruppe von
Cr(z1) und Z(W) = (z, z1). Weiter ist

ZQ(W) = <Z, R1,%2,%, y4>

Im Fall D --- D hat die Gleichung #° = z in Z, (W) als Losungen die
Elemente der Menge
2yiz, 21, 22)

und im Fall D - - - @ als Losungen die Elemente der Menge
2z, 21, 22) U Yul2, 21, 22) U 24 Ya(2, 21, 22).

Die Gleichung 2° = 2 und 2° = 2z, hat keine Losungen in Z,(W). Es folgt
{z) char W und Z; ~g¢ 2.

Wir betrachten jetzt Involutionen aus £ — F,. Es liege zunichst der
FallD --- Dvor. Dannsind z,und y; Involutionen. Ferner gilt Hy C Cy (21)
und Cz(z) = Ef E;. W = Cs(z) = Cy(z)-S* ist also eine Se-Unter-
gruppe von Cy(z,). Z(W) = (2, z). Es ist Z(W) n 5, (W) = {2) und
somit (z) char W und 2, ~¢ 2. Ebenso y: ~q 2.
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Da S* C Cu(n), ist W = Cs(z124) eine S;-Untergruppe von Cy (2 24).
Esist Z(W) = {2, z120). DaZ (W) n 5. (W) = {2) char W, ist 2, 24 ¢z und
ebenso 23 ys g 2.

Gleichgiiltig ob £ vom Typ D --- D oder D --- @ ist, ist 2191244 eine
Involution.

Cx (21 Y124 y4) = Cg (21 Y124 y4) : Crzo (2’1 Z/l)
und

Ce(@ry124Ys) = (2, 22, 23, Yo, Ys, 21Y1, 2aYa, 2121, Y1Ys).

Wir berechnen Cyr (v, w1). Es sei ¢ aus Cy (v w1), so ist ¢ beziiglich der Basis
vy W, U2, V3, Wa, W3, w; eine Matrix der Gestalt

QR
QYU w
SESE

1

zugeordnet. Welche Elemente ¢ aus Cp(v; wi) operieren nicht treu auf
(1)1 w1, V2, Vs, Wa, w3>?

Einenotwendige Bedingungist A = C =D =J =0undB=E=1,. Ks
sei F = (¢),G = (v1,v2) und H = (&1, ). Aus0 = (v;, w1) = (wi, wr)
firi = 2, 3 folgtv1 = 72 = &1 = & = 0. Es verbleibt méglicherweise noch
die Abbildung ¢ mit v} = wy, wi = v und v; = v;, wi = w,; fiir ¢ = 2, 3.
Aber 6(t) = 1. Also operiert Cy(v;w1) treu auf Cg(z1y1).

Es gilt fiir eine S;-Untergruppe W von Cy (21y124y4):

ZW) = (g, atnaaysy) = Z(Ce(z1y124y4)).

Wegen Z(W) n Gi(W) = (2) char W, ist 2191244 ~~¢ 2. Liegt der Fall
D --- @ fiir E vor, so folgt in derselben Weise 21 9124 »¢ 2 und 2; 41414 ¢ 2.
Wir haben gezeigt:

LEMmA 3.16. 2z hat keine Fusion mit einem Element aus E — (2).

Wir betrachten nun Involutionen aus H an denen /; beteiligt ist.

Es seiu = I oder u = 2l;. Es ist 8 eine S,-Untergruppe von Oy (u).
Ferner

CE (u) = (2, 21, %2, z§3+17 .7/;3+1> (23 y3)xa"37 24, y4>

W = Cs(u) = S8* Cx(u) ist eine Se-Untergruppe von Cy (u). Weiter

(Z,uy € Z(W) C (2, u, 21)
und

(o1, ya) S Zo(W) € Z(W) e, ya, 2) Z2(S™).

Damit hat z im Gegensatz zu den Elementen aus u (z, 21) Quadratwurzeln in
Z(W). Mit 3.16 folgt (z) <A Ne(W) und l; ¢ 2z und zl; ~q¢ 2.
Angenommen, 4 = 23l oder u = 223, ist eine Involution. Dann ist x; = 0.
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Wir haben falls 93 = 1 ist

Ce(u) = EY s, Ya)-
Ist 93 = 0, s0
Cx(u) = EY (o).

Ist s aus 8™, so v§ evs (3, ). Es existiert dann ein geeignetes w aus (w; , w,)
mit ws € Cyyy(z) 03 l).  Sei e ein Urbild von w in E, so erreicht man bei eventu-
eller Abiinderung von e zu ys e stets, dass ese Cyg(u). Ist W = Cs(u), so
folgt WE/E = S* und W ist eine S,-Untergruppe in Cy(x). Wie im vor-
hergehenden Fall folgt

(@ 4N G(W))

was ¢z ¢ u impliziert. Genauso folgt ys &y ¢ 2z und 2y; ~¢ 2.

Angenommen, u = 2;y;l; oder u = 223 y3 [y ist eine Involution, so xs # ;.
Wie im vorhergehenden Fall sieht man ein, dass W = Cs(u) eine S;-Unter-
gruppe ist und WE/E = 8*. Der gleiche Schluss wie in den obigen Fillen
fihrt zu 2z ~¢ u.

Jetzt betrachten wir Involutionen, an denen sowohl /; wie ein Element aus
E* — (2) beteiligt ist. Ist 244 eine Involution, so ist £ vom Typ D --- D.
Esist

1+Xg 147

Cu(aul) = (2,21, 20, 2575, s %, (2a9s)™™, (23 ya)™®, Ws )™, 20)

Ferner 8* C Cu(esly). Also ist W = Cs(zl)) = 8*Crleh) eine S,-
Untergruppe von Cy(2:4). Klar ist,

(2, 2al)) S Z(W) C (2, 21, 21, 2 ).

Die Elemente aus 2, li(z, z1) haben im Gegensatz zu z keine Quadratwurzeln
in W. Die Elemente aus [;(z, z1) sind nach unserer bisherigen Betrachtung
nicht zu z konjugiert, wie auch z; und zz; nicht zu z konjugiert sind.

Es folgt 24y ~¢ 2. Ebenso folgt ys Iy ~¢ 2.

23y ist eine Involution, wenn x; = 0 und 2; /; hat Ordnung 4 wenn x; = 1.
Falls x3 = 0 und 2324/; eine Involution ist, so ist £ vom Typ D --- D.
W = Cgs(zz:ly) ist eine Se-Untergruppe von Cy(23245;) und

<Z, 2324 ll> g Z(W) g (2, 21,R%4,R2324 l],).
Wie im vorhergehenden Fall folgt, dass
@ I Neg(W) und zz4ly g2

Ebenso ist z zu keinem Element aus {z3ys b, ys 241, ys ya i} konjugiert.
Nun liege der Fall x; = 1 vor. Gleichgiiltig ob E vom Typ D - - D oder
D .- Qist, ist 23 2: ¥4 l; eine Involution.

CE(zS 24Ys ll) = <z, 21, %2, 23%4, 24 Y4, yzaa (y3 y4)1+ﬂ3>‘

W = Cg(2324ys1h) ist eine Sy-Untergruppe von Cy(z;2:y41;), wie leicht nach-
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zupriifen ist. Ferner
(2, 23259 l) ST Z(W) C (2, 21, 2320 Ya ly).
Da (z) C [W, W] und 2324 ys li(z, 21) n [W, W] = @, folgt
() ANe(W) und zzzsysly »gz.

Ebenso yz2sys ly *~¢2z. Falls E vom Typ D - - - @ ist, ist natiirlich z zu keinem
Element aus {z3y4ly, 2324 b, ysys by, ys 2. 11} konjugiert.

Es sei jetzt 25 y5 ) an einer Involution beteiligt. o0(zsysly) = 2, falls xs 5 13
und 0(23’!/3 ll) = 4:, falls X3 = M3 .

Es sei zuniichst x; # #;. Es ist z;y32:/; eine Involution falls der Typ
D .- D von E vorliegt. O.B.d.A.ist x3 = 1 und 93 = 0.

Ce(zsyszaly) = (2,21, 22, 2824, Y3 Ys).

Man sieht leicht ein, dass WE/E =~ S* mit W = Cs(zsys2:). W ist eine
S.-Untergruppe von Cy (23 ys24l;). Weiter

(z; 23Ys 2 ll> - Z(W) o (z, 21,23Y3%24 l1>.
Aus () S Z(W) n [W, W] C (z, 2, folgt
& < No(W) und zyyszil ez

Ebenso zz ys yaly #¢ 2.

Ist x3 = m3, so ist z3y32: 44 &y eine Involution, sowohl wenn E vom Typ
D---D wie vom Typ D --- Q ist. Analog wie im vorhergehenden Fall
verifiziert man, dass z nicht in G zu 23 y3 24 y: l; konjugiertist. Im FallD --- Q
ist genauso z nicht in G zu z3ysz:l, und 23y ¥y konjugiert. Wir haben
gezeigt:

Lemma 3.17.  Es sei u ein Element der Menge {l;, 23y, ysli, 23ys b} und e
aus E*. Dann hat z keine Fusion mit dem Element eu.

Schliesslich haben wir noch Involutionen zu betrachten, an denen I, beteiligt
ist.
Esseiu = L oder u = 2. Dann

Cu(u) = (2,21, 28Ys, 24, Ys, 2%, 25 % Yo ).

Wir betrachten wieder die Darstellung von S* bagl. der Basis v, v, v3, w1,
wy, ws. Dannist Csx(ly) = (I, to, &1, t2) mit

I 0 0 1
t0-->[V‘°‘ I] mit V={0 0 0],
3 1 00
a1 1
th — 1 .t S

J 1
1 Y g1
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mit
11
Y= [1 O:I’ | Cor(ly) | = 2.

Da in As eine nicht-2-zentrale Involution einen Zentralisator mit einem
2-Anteil 2° an der Ordnung hat, ist Cs» () = Cg (%) eine Se-Untergruppe von
Cr(u). Alsoist W = Cs(u) = Cx(u)-Css(u) eine Se-Untergruppe in Cy (u).
Klar ist,

<Z, u> - Z(W) - <Z’ 21, u>

Offenbar (z4, y) & Z,(W). Ferner ist leicht nachzurechnen, dass im Urbild
von Z(Cs(k)/{)) in Cs«(ly) keine Quadratwurzeln von [l liegen. Also
2 g u mit dem tiblichen Schluss.
Es gilt
14Xy

Culesly) = (2,21, 2393, 21, 22 7, yéﬂzy (22 Z/4)x2, (2 y4)x2, % Y2)

Damit ist W = Cs(aul) = Cr(eely) -Cse(24ly) eine S,-Untergruppe von
Cu(zaly). Weiter

@y 21,2b) S Z(W) S (2,21, 21, 24ly) fallsxo = 0
und

(z, [23 l2> < Z(W) - (Z, 21, 2 l2> falls X2 = 1

Kein Element aus z4l({z, 2;) hat eine Quadratwurzel in W. Mit Hilfe des
vorausgegangenen Falles folgt (z) <I No(W).

Also z,l; wgz. Ebenso ysly wgz.

Es sel 23 eine Involution. Dann ist xo = 0.

CE(ZZ l2) = <z7 2L, #3Ys, %4, Ys, 22>

W = Cs(z: k) ist eine Sy-Untergruppe von Cy (k) mit WE/E =~ 8*. Wie
leicht ersichtlich
@ ok SZW) S (za,2bk,h).

Die Elemente , und Iy I, haben in Cg» () genau 2° Wurzeln. Bzgl. der Basis
v1, Va2, V3, W, Wa, w3 von Vo werden diese Wurzeln ¢ durch Matrizen der Form

1

1
a 1 1
* v 1 1 14+«
* 1 1 1 1
* 1 0 1

reprisentiert. Dabei reprisentiere * eine Funktion in o, 8, v.

Es sei z = et aus Cs(z k) mit e aus F und 2° = w mit u aus 2, ke, 21, b).
Da (2z)’ = 2z u, liegen alle Losungen der Gleichung z* = w in Mengen der
Form

x<z) 21, Z3Ys, 24, Ya).
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Ist ferner 2 eine Losung von u, so ist zzsys eine Losung von zu. Fiir ein
Element aus 2 b(z, 21 , l;) kann es also héchstens 2°-2°- 3 Losungen in W geben.
Setze X = (z, 21, 2), so sind Losungen der Gleichung 2° = 2 die Elemente der
Mengen z3ys X, 249X, z3y324 X, 23939+ X, im Fall D --- D und 2y X
20ys X, y4 X, 24X im Fall D --- Q. Multiplizieren wir diese Mengen mit
2 l» so erhalten wir ebenfalls Losungen dieser Gleichung. Da #e Css(22l)
und X € Cy(t) sind auch die Elemente der Mengen

24Ysh X, 2ays i X, 2aysto X, 2apato b X und 2o 22 ys i o to X

Losungen der Gleichung 2° = =.

Wir haben also wenigstens 2°-13 = 2*(2°-3 4 1) Losungen in W. Mit
3.16 und 3.17 folgt {¢) <1 Ne(W) und 2,0y ¢ 2. Ebenso folgt 2l ¢ 2
falls x2 = 0.

Genauso wie wir gezeigt haben, dass 24 l» keine Fusion mit z hat, zeigt man,
dass sowohl im Fall x; = 0 wie im Fall xo = 1 z keine Fusion mit 2 2. 5>, 22 Y4 s
und 2; 24 y4 l» hat.

Schliesslich betrachten wir noch Involutionen, an denen 2, ¥, l» beteiligt ist.
Dao(2y.L) = 4, (sowohl fiir xo = 0 wie fiir x» = 1) koénnen wir annehmen,
dass unsere Involution die Gestalt 2422494 e hat (im Fall D - - - @ verlaufen
die Argumente fiir 2, y2 ya ls und 2, y» 24 [, genauso). Ks ist

Cr(yrzaysly) = (2, 21, 23Ys, @2 Y2, %4 Ys, y’z(z, 3;2, (2 24)1+x2, (2 24)1+x2>-

Es sei s ein beliebiges Element aus Cs«(l;). Bazgl. der Basis vy, v, v3, wi,
wy , w3 von Vy ist s eine Matrix der Gestalt

1

* 1

*  dg2 1

* % * 1 * %
* O3z 032 1
* Q32 0 1

zugeordnet (* reprisentiert dabei Elemente, die wir nicht weiter zu beachten
haben).

Ist az = 0, so braucht s nur um ein Element der Gestalt 25 23 abgesindert zu
werden, um zu erreichen, dass

s hseColzaypzayaly).

Ist aber az = 1, so #ndern wir s mit z; y12¢ ab und erreichen ebenfalls, dass
zyres seCs(zayazaysly). Auf jeden Fallist W = Cs(22y221ys lz) eine Sp-Un-
tergruppe von Cr (22 Y224 yalp) mit WE/E = Cs(l;). Hieraus ergibt sich

(2, sy2eatnle) S Z(W) S (2,21, 2aYs, 22Y224Ys o).

Alle Elemente aus 2z, ys(2, 21, 22 Y2 21Ya ) haben Ordnung 4 und die Elemente
aus 2 ¥s 21 Ya la(z, 21) haben keine Quadratwurzel in W. Es folgt (z) I No(W)
und 2, Y224 Y4 lo *g 2. Sir haben gezeigt:
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Lemwma 3.18.  Es sei u ein Element aus (b, 221, 4o b, 22 y2 b} und e aus E*.
Dann hat z keine Fusion mit dem Element eu.

LEmma 3.19. G = O(G)-H.

Beweis. Aus 3.15, 3.16, 3.17 und 3.18 folgt, dass (z) in H bzgl. G schwach
abgeschlossen ist. Ein Resultat von Glauberman [2] liefert die Behauptung.

4. Der Fall n > 5
LEmmaA 4.1. Istn = 5,50 G = L;(2).

Beweis. Es sei sz ein Element der Ordnung 31 aus L und ss ein Element
der Ordnung 5 aus Np({ss)). V = E/{z) zerfillt in zwei (s3)-invariante
Teilrsume V7 und V, der Dimension 5. sy operiert fixpunktfrei auf V¥ und
V¥, Also sind V; und V, isotrope Unterrdume von V und E ist vom Typ
D ---D. Fernersind V;und V, sogar N ({ss1)-invariant, da (s;;) die kontra-
grediente Darstellung zu der von V, auf V. erfihrt. Nach 2.1 besitzt V
genau 527 isotrope Elemente. Damit haben wir die folgenden N ({ss)-
Bahnen von isotropen Elementen:

vi,Vv¥, Bi, B, Bs.

Dabeiist | V¥| = | V¥ | = 31und | B;| = 155 fiir 1 < ¢ < 3.

Setze Vo = Cy (s;) und V* = [V, s). Da Vo, genau zwei isotrope Ele-
mente enthiilt (siehe [5; IT, 7.3]), ist das Urbild zu Vo in E eine Diedergruppe
der Ordnung 8. Folglich ist das Urbild zu V* in E das zentrale Produkt von
vier Diedergruppen der Ordnung 8. Es sei s; aus Cp(s;) mit o(s;) = 3.
Dann normalisiert s; die Riume Vo und V* und zentralisiert folglich V,.
Nach 3.1 operiert s s; fixpunktfrei auf V* und die isotropen Elemente von
V™ liegen in s; s;-Bahnen der Linge 15.

Da 527 = 31-17, kann L keine Bahn der Linge 527 in ¥V haben. Weder
BiuV¥uV¥noch B,uB,u V¥ (fiir 1 <4 < 2) kann eine L-Bahn sein, da
sonst s3s; mehr als zwei Fixpunkte in den isotropen Elementen hitte. Es
bleiben die folgenden drei Moglichkeiten fiir L-Bahnen von isotropen Ele-
menten:

(1) Vl#,Vg,BluBzuBg
@) V¥, v¥uBiuB,uB;
3) V¥ uVv¥#,BiuBsuB;.

Es fallt (2) wegen 2.2 aus. Angenommen, es liege (3) vor. Es sei x aus
L mlt Vo = V:: # V1 und Vo = Vz. Dann

VE= ViaVEHu (VEa V),

was unmoéglich ist. Da L keine Darstellung vom Grad 2 hat, verbleiben
wir mit Fall (1). Mit 1.2 und 2.2 folgt, dass H isomorph ist zum Zentralisator
einer 2-zentralen Involution in I7(2). Das Resultat von Suzuki [7; Theorem
1, p. 1045] ergibt die Behauptung des Lemmas.
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LeEMMA 4.2, Istn > 6,50 G = L,y (2).
Beweis. FEs sei schon fir alle 5 < k < n — 1 gezeigt:

(1) Es sei V ein regulirer, orthogonaler F,-Vektorraum der Dimension
2kund L =2 L;(2) € O(V). Dannist V vom Typ D - - - D und L normalisiert
einen isotropen Teilraum V; maximaler Dimension.

(2) Ist V, ein regulirer symplektischer Raum der Dimension 2m, so ist
Li(2) & Sp(Vy) fiir k > m > 4.

Fir n = 5 folgen Aussagen (1) und (2) aus dem Beweis von 4.1 und [6;
Satz 5]. Nun sei k = n.

Es sei X elementar-abelsch der Ordnung 27! aus L und N (X)/X =2 L,_.(2).
Wir setzen Vo = Cy(X). Esist Vo kein regulidrer symplektischer Raum, da
sonst auch Vy regulir ist und Cyy (X) % 0. Essei Voo = rad V, . Die Réume
Voo und Vo/Voo sind unter N,(X) invariant. V,/Vy ist ein regulirer sym-
plektischer Raum. Nach (2) trifft einer der folgenden Fille zu:

(A) dim Vo/Voo = 2(n - 1), dim Voo = 1;
(B) NL(X) operiert trivial auf Vo/Vo .

An den folgenden Bezeichnungen halten wir im weiteren Verlauf des Beweises
fest: Npy(X) = X-Limit Ly =2 L, und Iin X = 1.

Fall (A). Dann enthilt V, einen reguliren, symplektischen Teilraum V,
der Dimension 2(n — 1). Alsosind V, und V; unter X invariant, was | X | =
271 widerspricht.

Fall (B). Istdim Vg > 2, s0ist Vio/ Voo regulir und Li-invariant mit dim
Via/Vo = 2(n — dim Vo). Aus (2) folgt, dass L, trivial auf Vgo/ Voo operiert.
Wird L; nicht-trivial auf Vg, dargestellt, so folgt dim Vg > n — 1. Operiert
hingegen L, zentralisierend auf Vo, so auch auf Vg und damit auf V, was
falsch ist. Ist umgekehrt dim Vg > n — 1, so operiert L; treu auf Voo. Ist
jedoch dim Vg = 1, so liegt Fall (A) vor. Alsoist dim Vo > n — 1 und L,
wird treu auf V, dargestellt.

Es sei zunichst dim Voo = n — 1. Dann operiert L, als volle Automor-
phismengruppe von Voo . Esist dim Vi = n + 1 und Vi ist Li-invariant.
Aus 1.3 folgt Vo = Voo @ V,, mit einem reguliiren, L;-invarianten Teilraum
V.von Voo . Also existiert ein bezliglich des symplektischen Skalarproduktes
isotroper L;-invarianter Teilraum V; der Dimension n. Ist aber dim Voo = n,
so setzen wir einfach V, = V.

Wir wihlen eine Basis v, --+, v,,w1, ---, w, von V derart, dass
{or, w1}, -+, {va, wy} orthogonale, hyperbolische Paare beziglich des sym-
plektischen Skalarproduktes sind und

'V1 = (vl, - ,U>.
Wir identifizieren L mit GL(n, 2) und L; mit den Matrizen der Form

]
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wo Y eGL(n — 1, 2). Nach 1.2 und 1.3 kénnen wir unsere Basis so wihlen,
dass ! € L; von der obigen Gestalt beziiglich der Basis von V die Matrix

1
l— Y

K(Y) Y*

zugeordnet ist, wo Y* = (Y*)~ und K(Y) eine Funktion von Y ist. Offenbar
ist R = (v, w:) ein regulidrer orthogonaler Raum und folglich ist es auch
R* = (2, , vn, wa, ---, wy). Auf Grund von (1) und 2.2 diirfen wir
annehmen, dass R* vom Typ D --- Distund K(¥Y) = O firalle Y. Fir0 <
k<n— 2setzein L

I
zk=[ T ]woJ=[(1’ i]
In—z—-k

Dann gilt I; ~, l; fir alle 0 < ¢, 7 < n — 2und b, -+, lhoels.
Da ly e Cp(l;) fur ¢ >2, folgt, dass

V* = CV(Z’Z y Ty ln-2) und V** = [V: <l2; ) l"——2>]

sicher l-invariant sind.
Es hat lyl; stets die Ordnung 3 fir 2 < ¢ < n — 2 und es ergibt sich

(V¥ 1] = 0 und [V* ] = V*

Bssei 0.B.d.A. V* = (v, 0, w, wy). Es operiert lo fixpunktfrei auf V* und
somit ist V* vom Typ D --- D. Da die v; und w; fiir # > 2 isotrop sind, ist
auch v; und w;, isotrop.

Es sei weiter

l a
1)10 = 0N ‘v?’wl wg2

Aber dann ist (g sei die quadratische Form zu V)

g(v{°) = a1 + B und g(vf") =14 o + o,

ein Widerspruch.

Also v1° € (v1, ) U (v, wy). Somit ist entweder v; oder (v1, wa, =+ -, Wa)
unter L invariant und V ist vom Typ D --- D. Also ist (1) gezeigt.

Es sei W ein regulirer, orthogonaler Fa-Vektorraum der Dimension 2m -+ 1
mit rad W = (w) und g(w) = 1. Dann ist O(W) = Sp(2m, 2). Damit
folgt (2) aus (1) und der Tatsache, dass V nach 2.2 eine eindeutige Zerlegung
in L-invariante, isotrope Teilrdume V; @ V, hat.

Die Voraussetzungen des Satzes, 2.2 und das Resultat von Suzuki [7;
Theorem 1, p. 1045] fithren zur Aussage des Lemmas.
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