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ENDLICHE GRUPPEN MIT EINER 2-ZENTRALEN
INVOLUTION, DEREN ZENTRALISATOR
2-ABGESCHLOSSEN IST
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BERND BAUMANN

Section 1

Ein in [15] von Suzuki aufgeworfenes Problem ist die Kennzeichnung der
endlichen Gruppen, die eine Involution enthalten, deren Zentralisator 2-
abgeschlossen ist, d.h. eine normale 2-Sylowgruppe besitzt. Die Losung dieses
Problems wiirde eine Verallgemeinerung seines Resultates aus [14] bedeuten,
wo Gruppen gekennzeichnet werden, in denen der Zentralisator einer jeden
Involution 2-abgeschlossen ist.

In der vorliegenden Arbeit werden endliche Gruppen betrachtet, in denen
zwar die Existenz von nur einer Involution mit 2-abgeschlossenem Zentralisa-
tor vorausgesetzt wird. Jedoch muB} zusdtzlich angenommen werden, daB3 es
sich um eine Involution aus dem Zentrum einer 2-Sylowgruppe handelt. Man
erhalt folgenden

SATZ. Sei G eine endliche Gruppe ohne nichttriviale auflosbare Normalteiler,
die eine Involution enthdlt, in deren Zentralisator eine 2-Sylowgruppe von G
normal ist. Dann ist der kleinste Normalteiler N von G mit 2-abgeschlossener
Faktorgruppe ein direktes Produkt von einfachen Gruppen. Ist E ein einfacher
direkter Faktor von N, so ist E isomorph zu einer der folgenden Gruppen:

(@) L,(q), Sz(q), Us(q), Ls(q), Sa(q) mit g = 2" > 2;
(b) Ly(g)mitgq=2"+1>3.

Hierbei bezeichnen L,(q), U,(q'/?) bzw. S,(q) einfache lineare, unitére bzw.
symplektische Gruppen der Dimension n iiber einem Korper mit g Elementen
sowie Sz(q) einfache Gruppen von Suzuki. Die iibrigen Bezeichnungen sind
vermutlich allgemein iiblich und stimmen groBtenteils mit denen aus [5] iiber-
ein. Auf den folgenden Unterschied bei der Definition der Thompson Gruppe
sei jedoch hingewiesen: Anders als in [5] wird im folgenden mit A(G) die Menge
der elementar-abelschen Gruppe maximaler Ordnung einer p-Gruppe G und
mit J(G) dereren Erzeugnis bezeichnet.

Um Platz zu sparen, wird der Beweis des Satzes nur fiir den Fall durch-
gefiihrt, bei dem Cg(0,(M)) < 0,(M) fiir alle 2-lokalen Untergruppen M von
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G gilt. Die dadurch nicht erfaBten Falle behandelt man in naheliegender Weise
mit der vorhandenen Komponententheorie (s. etwa [1]) und Goldschmidts
“signalizer functor theorem” [4].

Dem Referenten dieser Arbeit danke ich fiir zahlreiche Verbesserungsvor-
schldge. Aus seinem Bericht habe ich einige Formulierungen und Beweise
libernommen.

Section 2

Im folgenden sei G immer eine endliche Gruppe.

(2.1) (Suzuki [14]) Sei G eine nichtauflosbare einfache Gruppe, in der der
Zentralisator einer jeden Involution eine normale 2-Sylowgruppe besitzt. Dann ist

G isomorph zu einer der im Satz erwdhnten Gruppen, jedoch nicht isomorph zu
S4(q)-

(2.2) (Suzuki [9, Lemma4]) Sei G eine 2-Gruppe. Enthalt G eine Involution x
mit |Cg(x)| =4, so ist G eine Diedergruppe, eine Quasidiedergruppe oder eine
Gruppe der Ordnung 4.

(2.3) [8, 12.3] Sei G eine Gruppe gerader Ordnung, die keine Untergruppe
vom Index 2 besitzt. Eine 2-Sylowgruppe S von G habe eine maximale Unter-
gruppe M, so daf3 es in S\ M keine Elemente der Ordnung < 2"~ ! gibt. Ist
x € S ein Element der Ordnung 2", so gibt es ein g € G mit x? € M.

(24)[1, Lemma 3.1] Sei V ein n-dimensionaler F,-Vektorraum,
G = 0*(G) < GL(V) und Y # 1 eine zyklische Untergruppe ungerader Ordnung
von G, die transitiv auf [V, Y]|* operiert. AuPerdem habe U = C,(Y) die Dimen-
sion k > 1, es gelte U n U* =0 fir x € G N\ Ng(U) und Y sei ein Normalteiler
von Ng(U). Dann gilt (i), (i1) oder (iii).

(i) k=1lundn=3.
(i) [V, Y] und U sind G-invariant.
(iii) [V, Y] ist G-invariant, Y operiert reguldr auf U\ U und

rwn=(y o)

(2.5) (a) [2,S.24,25] Fiir eine Inzidenzstruktur S = (P, L, I) mit Punkten P
und Geraden L gelte:

(1) Durch je zwei verschiedene Punkte geht genau eine Gerade.

(2) Auf jeder Geraden liegen mindestens drei Punkte.

(3) Haben zwei verschiedene Geraden L und M einen gemeinsamen Punkt U
und sind U, Q, R bzw. U, S, T drei paarweise verschiedene Punkte auf Lbzw. M,
so haben die Gerade durch Q und S und die Gerade durch R und T einen gemein-
samen Punkt.



242 BERND BAUMANN

(4) Es gibt n + 1 Punkte, die in keinem echten Unterraum (d.i. eine Teilmenge
von S, die mit zwei verschiedenen Punkten auch deren Verbindungsgerade enthalt)
liegen.

Dann ist die Menge der Unterraume eine projektive Geometrie der
Dimension n.

(b) [2, 1.4.46] Die Gruppe der Kollineationen einer dreidimensionalen projek-
tiven Geometrie mit 2" + 1 Punkten auf einer Geraden, die eine symplektische
Polaritat festlassen, ist die symplektische Gruppe S4(2") der Ordnung
24n(22n _ 1)(24n - 1)

(2.6) Sei G eine p-Gruppe und L eine Menge von Teilmengen von G mit

I¢ = L. Ist Ly = L mit {Ly) < {L), so ist {Ly» < {Np(Lo)>-
Beweis. Trivial.

(2.7) Sei G eine p-Gruppe, die eine Untergruppe Q mit G = QQ4(Z(G))
enthalt. Dann ist ®(G) = ©(Q).

Beweis. Wegen Q,(Z(G)) < Ce(®(Q)) ist ®(Q) ein Normalteiler mit
elementar-abelscher Faktorgruppe und damit ®(G) < ®(G). Da Q eine Unter-
gruppe von G ist, gilt auch ®(Q) < ®(G) sowie (2.7).

(2.8) Sei U eine Untergruppe gerader Ordnung von G, die nicht alle Involu-
tionen von G enthalt. Ist x € U eine Involution, so gelte Cg(x) < U. Dann sind
alle Involutionen von G konjugiert.

Beweis. Seien x und y Involutionen von Gmit x € U und y ¢ U. Sind x und
y nicht konjugiert, so enthilt Z({x, y)>) eine Involution. Aus Z({x, y)) <
Cs(x) < U folgt dann der Widerspruch y € Cg(Z(<x, y>)) < U.

(2.9) Sei g > 2 eine Zweierpotenz und G die Automorphismengruppe eines
4-dimensionalen symplektischen Vektorraumes iiber einem Korper mit q Elemen-
ten sowie H der Stabilisator eines eindimensionalen Unterraumes. Ferner sei
N = 0,(H) und S eine 2-Sylowgruppe von G mit N < S. Dann gilt:

(@) G ist isomorph zur einfachen Gruppe S,(q).

(b) N ist eine elementar-abelsche Gruppe der Ordnung g°.

(c) H ist eine zerfallende Erweiterung von N mit einer zu GL,(q) isomorphen
Gruppe X mit:

@) |Cn(X)] =g,
(i) X induziert eine natiirliche Darstellung von GL,(q) auf N/Cy(X"),
(iil) es gibt kein X-invariantes Komplement zu Cy(X') in N.

(d) Auper N enthilt S genau eine elementar-abelsche Untergruppe M der
Ordnung q°, und M U N enthdlt alle Involutionen von S.
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(e) Z(S) ist eine elementar-abelsche Gruppe der Ordnung g*.

(f) Es gibt genau 3 Konjugiertenklassen von Involutionen in G. Der Zentrali-
sator von Reprasentanten zweier dieser Konjugiertenklassen ist isomorph zu H'.
Der Zentralisator einer Involution aus der dritten Konjugiertenklasse ist eine
2-Sylowgruppe von G.

Beweis. Wegen [7, 11.9.19] ist det (X)=1 fiir X € G und wegen q = 2"
damit Z(G) = 1. Aus ¢ > 2 und [7, 11.9.22] folgt daher (a).

Nach [6, §2] kann man G als Menge der 4 x 4-Matrizen A iiber F, mit
det (4) =1 und AJA' = J auffassen, wobei A’ die zu A transponierte Matrix
und

0001
_ 0 0 10
T=1o 100
1 000
ist. Fiir eine 2-Sylowgruppe S erhdlt man dann Matrizen der Gestalt
1 0 00
v 1 00
u+ww w 1 0
c u v 1

Ist eine derartige Matrix ein Quadrat in S, so ist v = w = 0. Daher ist sie genau
dann eine Involution, wenn sie nicht die Einheitsmatrix und w =0 oderv =0
ist. Fiir Elemente aus N gilt insbesondere w = 0. Ferner besteht das Zentrum
von S aus den Matrizen mit v = w = 0. Hieraus folgt (d) und (e).

Ist R die Menge der Matrizen

a 00
0 4
0

000 gt

oo o

mit A € SL,(g) und a € F}, so ist R isomorph zu GL,(q) und H = RN. Damit
erhalt man (c).

Die Matrizen mit a = 1 zentralisieren die Involutionen aus S mit u = v =
w = 0. Ist Q die Menge der Matrizen

bB 0

0 b 'B
mit B € SL,(gq) und b € F}, so ist Q isomorph zu GL,(q). Ferner normalisiert Q
die Menge der Matrizen aus S, fiir die v = 0 ist. Insbesondere ist K = QM

isomorph zu H, und die Matrizen mit b = 1 zentralisieren die Involutionen aus
S mit ¢ = v = w = 0, wihrend S der Zentralisator der Elemente mitw=v =0
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und u # 0 # c ist. Da die Involutionen aus N bzw. M, die in G konjugiert sind
schon in H bzw. K konjugiert sind und N n M = Z(S) ist, folgt auch (f).

(210) Sei |G:G'| =2, Z(G)=1, D={xeG|x*=1%x und
0,(Cg(x)) € Syl,(G)} # @ und G’ eine der im Satz erwihnten einfachen Gruppen.
Dann ist G' isomorph zu L,(2*"), S4(2"), L3(4), L3(16) oder L,(2*" + 1). Ist G’
nicht isomorph zu L,(9), so gibt es eine Involution in G N\ G'. Ist t eine Involution
aus G \ G, so ist Cg/(t) isomorph zu

(a) Lo(2")fiir G = L,(2%"),

() Ly(2), L,(4) oder Us(2) fiir G' = Ly(4),

(€) Us(4)fir G' = Ly(16),

d) S.Q27)firr G = S,(2%)

(e) Sz(2**1) fur G’ = S,(2>"*Y)

(f) einer Diedergruppe der Ordnung q + 1 fiirr G' = L,(q) mit g = 2" + 1 und
Gz,

(8) = fir G=3,

In den Fillen (a)-(f) sind auPerdem alle Involutionen aus G N G' zu t
konjugiert.

Beweis. Sei S € Syl, (G') und L ein Komplement zu S in Ng/(S).

Ist G’ isomorph zu L,(2") bzw. Sz(2"), so folgt die Behauptung aus [7, 11.8.7]
bzw. [18]. Ist G’ isomorph zu U;(2"), so ist wegen [12] C5(L) = 1, woraus die
Existenz einer Involution t € G \ G’ folgt, und wegen [16, 2.1] ist Cg.(t) iso-
morph zu L,(2"). Nun erhélt man aber wegen [12] in Cg/(d) fiir d € C(t) eine
Untergruppe R ungerader Ordnung mit [¢, R] # 1, was d € D widerspricht. Fiir
eine Primzahlpotenz g = 2" + 1 ist q eine Primzahl oder ¢ =9 (s.z.B. [17,
Lemma 3]. Ist g eine Primzahl, so ist G isomorph zu PGL,(q). Firg =9ist G
isomorph zu PGL,(9) oder X4, oder es gibt aulerhalb von G’ keine Involu-
tionen, woraus auch in diesem Fall die Behauptung folgt.

Sei nun G’ isomorph zu S,(¢q) mit g =2"> 2. Wegen (2.9) (d) ist dann
S = MN, wobei M und N die einzigen elementar-abelschen Untergruppen
maximaler Ordnung von S sind, und wegen (2.9) (c) Cs(L) = 1, woraus die
Existenz einer Involution t € G X\ G’ mit t € N¢(S) folgt. Gibt es einen dufleren
Automorphismus s von G’ mit [s, H| < M oder [s, K] < N fiir H= Ns(M’)
und K = Ng/(N),so kann man s so wéhlen, daB Cy,  p(s) # @ ist, und es folgt
mit (29) (c) [s, M]=[s, N]=1[s,S]=1[s, H =[s, K] =1, was wegen
{(H, K} = G’ nicht sein kann. Fiir t € N¢(M) n Ng(N) induziert daher t einen
Korperautomorphismus auf den wegen (2.9) (c) zu L,(g) isomorphen Gruppen
H/M und K/N, und n ist gerade. AuBerdem ist {s)>G’ = <{t)G’ fiir einen involu-
torischen Korperautomorphismus s von G. Aus Cpy(L,)=1 fiir
Ly =L n 0,,(Ng(M)) folgt nun

s N GOLM =18 n (LM,
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und s und ¢ sind konjugiert. Angenommen, es gibt auBer dem involutorischen
Korperautomorphismus s einen involutorischen Automorphismus r von G’ mit
M" = N. Dann lassen sich r und s so auswahlen, daB rs = sr gilt. Da r die
beiden Konjugiertenklassen von G', deren Zentralisatoren isomorph zu H sind,
vertauscht, zentralisiert » in G’ nur Involutionen aus D und Cg(r) ist eine
TI-Gruppe in Cg.(r). Da Cg.(s) von r normalisiert wird und Cg/(s) isomorph zu
S4(q"'?) ist, normalisiert r nach Induktion iiber ¢ mehr als eine 2-Sylowgruppe
von G, weshalb Cg,(r) wegen [13] nur isomorph zu L,(q), Sz(q) oder U 5(g) sein
kann. Nach Induktion ist aber Cc,(r) isomorph zu Sz(q'/?), weshalb
exp (Cs(r)) > 2 und Cg/(r) nicht nicht isomorph zu L,(q) ist. Ware Cq/(r) iso-
morph zu Uj(q), so wire Cg/(x) # S fiir eine Involution x € Cg(r), was nicht
sein kann. SchlieBlich kann Cg.(r) auch nicht isomorph zu Sz(q) sein, da n
gerade ist. Angenommen, M*' = N. Dann ist also n ungerade, und es folgt
ahnlich wie oben, daB3 Cg.(t) isomorph zu Sz(g) ist. Da jede Involution aus ¢S
eine in LS zu L konjugierte Gruppe normalisiert, sind alle Involutionen von
G X G’ konjugiert. Nun folgt die Behauptung fiir G’ = §,(2").

Sei schlieBlich G’ isomorph zu L3(g) mit g = 2" > 2. Wegen [10, §1] ist auch
dann S = MN mit elementar-abelschen Gruppen maximaler Ordnung von S,
deren Vereinigung samtliche Involutionen aus S enthélt. Ferner ist D die ein-
zige Konjugiertenklasse von Involutionen in G'. Sei t so ausgewahlt, dal
t € Ng(L) n Ng(S) gilt, und Y =1¢t, L]. Ist Y # 1, so ist Cs(Y) = 1. Nun ist L
ein direktes Produkt einer zyklischen Gruppe der Ordnung g — 1 und einer
zyklischen Gruppe der Ordnung (g — 1)(3, ¢ — 1)~ . Angenommen, g > 4. Ist
Y = 1, so erhalt man [t, Ng(M)] <M und [t, Ng(N)] < N und damit wie
oben einen Widerspruch. Daher ist Y # 1. Ist t € Ng(M) N Ng(N), so indu-
ziert t Korperautomorphismen auf den wegen [10, Proposition 3] zu L,(q)
isomorphen Gruppen Ng,(M)/M und Ng(N)/N, woraus sogar |Y| > 3 folgt.

Aus 0,,2(Ng(M)) N 0, ,(Ng(N)) n L=1

folgt dann aber ein Widerspruch. Daher ist M* = N und Cs(t) eine TI-Gruppe
von Cg(t). Ahnlich wie oben folgt, daB dann Cg,(t) nur isomorph zu U,(g*/?)
sein kann. Daher ist

|Ceun(ZS)| = (@' + 1)3, "2 + 1)~ 1.

Aus |C(Z(S))| =(q—1)(3, ¢ — 1)~ und [z, CL(Z(S))] = 1 folgt nun g = 16.
Ist g =4, so ist Cg(x) fiir x € D eine 2-Gruppe, und es konnen samtliche
involutorischen Autormorphismen von G’ = L;(4) induziert werden. Damit
folgt die Behauptung auch fiir G’ = L;(2") sowie (2.10).

Section 3

In diesem Abschnitt sei V' ein endlicher F, G-Modul. Fiir X < G und einen
X-invarianten Faktormodul Y/Z sei dann

[Y/Z, X]1=<y+y"+Z/Z|xe X,ye Y).
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Ferner sei
W = {A < G| A ist elementar-abelsche 2-Gruppe mit 1+ |V:Cy(4)| < |4]}

und W* = {4 € W| A ist minimal (bzgl. Inklusion)}. Dann folgt [V, 4], A] =0
fiir A € W* entsprechend wie in [5] auf S. 272 f. SchlieBlich seien die folgenden
Bedingungen erfiillt:

(@) 0,(G)=1, ,
b) es gibt ein v € V mit 0,(Cg(v)) € Syl, (G),
(€) W+,

d) CG(Kw))=0.
Mit diesen Bezeichnungen und Voraussetzungen gilt:

(i) (W) ist ein direktes Produkt von zu L,(2") isomorphen Gruppen.

(i) Ist (W) = XE;, wobei E; isomorph zu L,(2") ist,so gilt V = @, [V, E}],
und [V, E;] laft sich als zweidimensionaler F,uE-Modul auffassen, auf dem E;
dessen spezielle Gruppe induziert.

Der Beweis hiervon erfolgt in mehreren Schritten. Dazu sei G ein minimales
Gegenbeispiel. Eine Untergruppe H von G erfiille die Eigenschaft (*), falls H
isomorph zu L,(|H|,) ist und V/Cy(H) sich als zweidimensionaler F\y,
H-Modul auffassen 14Bt, auf dem H dessen spezielle Gruppe induziert (d.h. H
induziert eine natiirliche Darstellung von L,(|H |,) auf V/Cy(H)).

(3.1) Erfillt die Untergruppe H von G die Eigenschaft (*), so gilt
Syl, (H) = w*.

Beweis. Aus (b) folgt v° N Cy(H) = und die Existenz von w € v® mit
we Cy(T) fir T e Syl, (H). Aus der natiirlichen Darstellung von H auf
V/Cy(H) erhélt man |V:{w"*D>C,(H)| = |H|, und (3.1).

(3.2) (Glauberman) Gibt es ein A € W und eine maximale Untergruppe M
von G mit {A, g> = G fiir g€ G\ M, so erfilllt G die Eigenschaft (*).

Beweis. S. [3, Corollary 1].
(3:3) |Cs(V)| ist ungerade.
Beweis. Wire |Cg(V)| gerade, so wire wegen (b)
1 # 0,(Cg(V)) € Syl, (Cs(V))
im Widerspruch zu (a).

(34) Sei U<G, V=V/C/U), LEW AU und weV mit I'=1L
L n 0,(U) =@, P = 0,(Cy(w)) € Syl, (U) sowie 4" = #", sofern A, Be L
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und A, B) keine 2-Gruppe ist. Dann gilt:

(1) P n List eine TI-Menge beziglich U.
(2) Ist V= <wY),erfiillt H= {A, B) mit A, B € Ldie Eigenschaft (*) und ist
Cy(H) = Cy(U) oder A eine TI-Gruppe von U, so ist (L) = H.

Beweis. (1) Sei R=P n L. Wegen O,(U)n L=0 gibt es ein ue U \
Ny(R), das so ausgewahlt sei, daB n = |R n R*| maximal ist. Dann folgt aus
R # R n R*# R* und (2.6) die Existenz von

X eNg(RAR)N(RARY) und Y e NgfR N RY)N(R N RY).

Wire (X, Y) eine 2-Gruppe, so ware nach Sylows Satz (X, Y, R n R?) eine
2-Gruppe, was der Maximalitdt von n widerspricht. Daher ist (X, Y keine
2-Gruppe, nach Voraussetzung also w*""> = #", Da (R n R*) eine 2-Gruppe
ist, kann man nun w so wahlen, daB [w,R " R*]=0 gilt. Aus X,
Y € Ng(R n RY) folgt dann [w**>, R A R*] = 0 und damit

WY, <(R A R¥>]=[w’, R A R*] =0,

wegen 0,(Cy(w)) € Syl, (U) also R N R*< 0,(U)nL=§.

(2) Sei A<P und R= (L P). Wegen w’ = w" ist U= HCy(w). Ist
u € U mit w* € Cp(A), soist A € L n P*. Da P n L wegen (1) eine TI-Menge
ist, gilt daher R = R* < Cg(w"). Also ist

A=w" N Cv(A) =w' N Cv(R),

und wegen R* N P = R ist A eine TI-Menge beziiglich U. Sei I = AY. Wegen
U = HCy(w), der 2-Abgeschlossenheit von Cy(w) und der Treue von H auf I'
gilt 0, (U)<Ur<0,,(U), wobei Ur der Kern von U auf I ist. Aus
V = (WY, Cy(U)) folgt 0,(U) < Cy(V), wegen (3.3) also O,(U) = 1. Daher ist
Ur < 0,/(U). Da 4 regulir auf T" *X\{A} operiert, erhilt man Cp(4) = 4. Mit
2.5 folgt dann R = A, falls A eine TI-Gruppe ist. Fiir Cy(H)= Cy(U) ist
Cy(A)=Cy(R) und v*=0o® fir ve VXA Hieraus erhilt man
|[R:R N Ur|=|A| und damit erneut R=4. Wegen AV=A" und
A= AY A Ny(A)ist L= AY = A" sowie (L) = H.

(3.5) Ist (A, B) eine 2-Gruppe oder {A, B) = G fir A, B € W*, so erfillt G
die Eigenschaft (*).

Beweis. Fiir S € Syl, (G)ist R =S n W* nach Voraussetzung wegen (3.4)
eine TI-Menge. Daher ist (X, X?) fiir X € R und g € G X Ng(R) niemals eine
2-Gruppe, also <X, X?> = G. Mit (3.2) erhélt man nun (3.5).

(3.6) Fir A, Be W* ist (A, B) eine 2-Gruppe oder {A, B) erfillt die
Eigenschaft (*).

Beweis. Ist (3.6) falsch, so lassen sich wegen (3.5) A, B € W* finden, so da3
(A, B) weder eine 2-Gruppe noch {4, B) = G ist. Sei H = (A, B).
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(3.6.1) Sei M = Cy(0,(H)). Dann gilt
|A:A N O,(H)| = |[M:Cy(A)]|.
Beweis. Sei X = A n 0,(H). Angenommen, (3.6.1) ist falsch. Ist X = 1, so
istdann |A| < |[M:Cyu(A4)| < |V:Cy(A)| im Widerspruch zu A € W. Daher

ist X # 1, und aus der Minimalitit von A € W* folgt |X| < |V:Cy(X)|.
Wegen M < Cy(X) ist auBerdem

|A:X| < |M:Cy(4)] < |Cr(X):Cp(4)],
insgesamt also .
|A] = [A: X[ |X]| < [CoX):Cp(A)] |V:Cy(X)| = |V:Cy(4)] < |A],
was nicht sein kann.
(3.6.2) H erfiillt die Eigenschaft (*).
Beweis. Sei M = C,(0,(H)). Dann ist M/Cy(0*(H)) ein
F,(H/O,(H))-Modul,

fir den wegen (3.6.1) die Voraussetzungen (a)-(d) sinngemaB zutreffen. Nach
Induktion und wegen A, Be W* ist H/O,(H) isomorph zu L,(r) mit
r=|A:X| und X = A4 N 0,(H). AuBerdem 1aBt sich M/C,(H) als zwei-
dimensionaler F,(H/O,(H))-Modul auffassen, woraus |M:Cy(A4)| =r und
|M:Cy(H)| = r* folgt. Die Minimalitdt von A € W* besagt dann X = 1 sowie
|V:Cy(A4)| =rund

r2 = |M:CV(H)| < |V:CV(H)I = IV:CV(A) N CV(B)| < r2,
also M = V und [V, O0,(H)] = 0, woraus mit (3.3) O,(H) =1 und (3.6.2) folgt.
(3.63) Cy(G) < Cy(H).

Beweis. Ist Cy(G)= Cy(H), so folgt aus (3.4) (2) fir U= G und L= W*
dann {W*>» = H, was nicht sein kann.

(3.64) Sind X, Y € W*, so folgt
|V:Cy(<X, YY)| < |4 < [V:Cv(G)]

aus (3.6.2) und (3.6.3). Dann ist aber (X, Y) eine echte Untergruppe von G,
und (3.6) folgt aus (3.6.2).

(3.7) Sei A, B, C € W*. Erfiillen (A, B) und {A, C) die Eigenschaft (*), so
gilt (A, B> = {4, C).

Beweis. Angenommen, (3.7) ist falsch. Seien A, B und C so gewibhlt, daB
U = (A, B, C> minimal ist. Ferner sei H= <4, B) und A <P € Syl, (U)
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sowie M = V/Cy(U), m=v + Cy(U) < Cy(P) und Ny(4)= AK mit einer
Gruppe K der Ordnung g — 1= |A| — 1.

(3.7.1) M ist ein F, U-Modul mit ¢* < |M| < ¢°.

Beweis. Ist C(U) = Cy(H), so ist wegen (3.4) U = H, was nicht sein kann.
Daher ist g*> < |[M|. Wegen |V:Cy(A4)| = q ist

|V:Cy(4)n Cy(B)n Cy(C)| < ¢
und aus U = {4, B, C) folgt dann |V:Cy(U)| < ¢*.

(372) q>2.

Beweis. Angenommen, g = 2. Wegen (3.7.1) ist dann |M | = 8, und U ist
isomorph zu einer Untergruppe von L3(2), also isomorph zu X, oder L;(2). Ist
U isomorph zu L;(2), so ist Cy(v) isomorph zu X, im Widerspruch zu (b).
Daher ist U isomorph zu Z,. Dann ist aber [v°, 0,(U)] = 0, wegen (b) also
0,(U) < 0,(G) im Widerspruch zu (a).

(3.7.3) A ist eine TI-Gruppe von U.

Beweis. Angenommen, es gibt ein u € U mit A # A N A* # 1. Dann ist
(A n A", B) = H # (4", B) im Widerspruch zu (3.6).

(3.74) Esgibt ein X € AV mit [X, A]=1=X n A.

Beweis. Sei X € AV mit X £ H. Aus M =  J,,c g Cu(AY folgt die Existenz
von Y e A¥ mit C,u(Y) N Cpu(X)# 0. Wegen (b) ist dann (X, Y) eine
2-Gruppe, woraus (3.7.4) mit Hilfe von (3.7.3) und (2.6) folgt.

(3:7.5) [Cu(A), K] =0 U C,u(A).

Beweis. Wegen (3.7.4) gibt es ein X € AV mit [X, A] = 1= X n A.Gibtes
ein x € X* mit Cp(H) N Cp(HY # 0,50 folgt X < N(H)aus der Minimalitét
von U und dann [X, H] = 1 aus (3.6). O.B. d.A. kann man [m, X] = 0 anneh-
men. Aus [M, H] < (m™) erhilt man dann [M, H] < Cp(X). AuBerdem ist
Cepan(X) # 0. Damit ist |Cp(X)| > g Wegen (3.7.1)ist aber |[M| < g3, also
|M:Cy(A)| < q im Widerspruch zu (3.6). Es gilt also Cp(H) N Cp(H)* =0
fir x e X*.

Nun ist |Cu(4)| =rg mit r=|Cy(H)| <g. Aus (b) folgt ferner
m¥ A Cy(H) =0 also m¥ N (e x Cu(H)*) = 0. Wegen

CM(A)&UXCM(H)” =rg—1—¢q(r—1)=q—1

ist |Cpu(4)] =q—1und g < |(m*)| <2q. Ist |{m*)| = 2g, so ist

was nicht sein kann.
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(3.7.6) m"=m".

Beweis. Sei L=[Cm(A),K], yeL* und r=|Cy(H)|. Dann ist
|y¥| = ¢* — 1 und wegen (3.7.5) gilt y¥ = m” und m” N (Cp(4) \ L) = @, also

U (Cu(A) N (Cu(H) v L)Y |=(gr—g—r+1)g+1)

heH
=¢r—q¢* +1-r
= [M| - |y¥]| — |Cu(H)|
und (3.7.6).

(3.7.7) Wegen (3.7.3), (3.7.6) und (3.4) ist U = H, was ein Widerspruch ist.

(3.8) H erfille die Eigenschaft (*), und es sei X € W* mit X £ H. Dann gilt
[H, X]=1

Beweis. Wegen (3.6) und (3.7) ist <Y, X)> eine 2-Gruppe fiir alle
Ye W* n H. Sei A, Be W* mit {4, B)=H und A <P € Syl, (G) sowie
X < P. Insbesondere ist dann Ng(A) < Ng(H). Sei A<R=<{(R n W*> <P,
so daBl R abelsch und maximal mit diesen Eigenschaften ist. Dann gilt also
R < Cg(A) < Ng(H).

Gilt X < Ng(A4), so folgt [X, H] = 1 aus der Struktur von Aut H,da (X, Y)
fur Y € H n W* eine 2-Gruppe ist. Daher kann man X £ Ng(4)also X £ R
annehmen. Wegen 2.6 1dBt sich X < Ng(R) wihlen. Fiir x € X = Nx(A4) ist
dann [4*, H] =1, also [Y, H*]=1 fir Y€ H n W* und [H, H*] = 1. Ins-
besondere ist (X" keine 2-Gruppe. Aus X £ <X, H)' und (3.6) folgt dann
|X|=2, und H ist isomorph zu L,(2). Da H die Eigenschaft (*) erfiillt,
operiert H irreduzibel auf V/C,(H), woraus [V,H,H*]=0 sowie
[V, H] n [V, HT* < Cy(H) folgt. Dann ist aber

2= |X| 2 |V:Cu(X)| 2 |[V, H/Cym(X)| = |[V, H]: Cov,m(H) | = 4.
Dieser Widerspruch ergab sich aus X £ Ng(A4), woraus (3.8) folgt.

(3.9) Aus (3.6) und (3.8) folgt die Behauptung fiir W* an Stelle von W. Zu
zeigen ist noch (W) < {(W*). Dazu sei X € W und {(W*) = X; E; wobei E;
isomorph zu L,(2")ist. Ist X N E; € Syl, (E;),so erhdlt man | X:Cx(E;)| = 2"
und Cx(E;) € W. Ist X £ {W*), so kann man also |X n E;| <2" fiir alle i
annehmen. Dann gibt es aber kein Y < X mit Y € W*, was nicht sein kann.

Section 4

In Section 4-6 sei G ein minimales Gegenbeispiel zum Satz und
D ={x € G|x* =1+ x, 0,(Cg(x)) € Syl, (G)}. Dann ist D # §. Wie bereits
erwahnt, wird der Satz nur unter der folgenden Annahme (4.1) bewiesen.
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(4.1) Cg(0,(M)) < 0,(M) fiir jede 2-lokale Untergruppe M < G.

(42) G’ ist eine nichtauflosbare einfache Gruppe, und es gilt G =G’ fir
DNG #Qund |G:G'| =2fir DG =0.

Beweis. Nach Voraussetzung des Satzes besitzt G keinen nichttrivialen
auflosbaren Normalteiler. Ist N das Produkt aller minimalen Normalteiler von
G, so ist daher N ein direktes Produkt von nichtauflosbaren einfachen Grup-
pen (gerader Ordnung). Fiir einen solchen einfachen direkten Faktor E von N
und de D muB dann E’=E gelten, da andernfalls Cgg.(d) nicht 2-
abgeschlossen ware. Ist {(d)E eine echte Untergruppe von G, so ist E nach
Induktion bekannt. Aus (2.10) folgt dann, daB d einen inneren Automor-
phismus auf E induziert. Daher gilt d € N, und wegen (2.9) (f) ist D eine
Konjugiertenklasse von N, also G = NC4(d). Da Cg(d) 2-abgeschlossen ist,
erhilt man die Aussage des Satzes, und G ist kein Gegenbeispiel. Also gilt
{d>E = G und (4.2).

(4.3) Sei U eine 2-lokale Untergruppe von G, S € Syl, (U) mit
J(S) £ 0,(U), W ={(Cs(QZUES))> und Z =Q,(Z(0,(W)))
Dann gilt:
(@) W/0,(W) ist isomorph zu X; L,(2").
(b) Ist W/O,(W)= ; E;, wobei E; isomorph zu L,(2") ist, so gilt
Z/Q,(Z(W)) = x [z, E]Q,(Z(W))Q,(Z(W)),
und E; induziert eine natiirliche Darstellung auf [Z, EJQ(Z(W))/Q(Z(W)).
©) Z=Uwew QZUE))"
(d) Cs(Q(2(J(5)))) € Syl, (W),
(€) U= WNy(Q(Z(J(S))
Beweis. Nach Voraussetzung gibt es ein A € A(S) N\ A(O,(W)). Daher ist
R ={A < W|AO,(W)/0,(W) ist elementar-abelsche 2-Gruppe mit
1+# |Z:C4(4)| < |40,(U)0,(U)|} # 0.

Damit sind fiir W/O (W) und Z/Z ~ N, wobei N das Hyperzentrum von (R}
ist, die Voraussetzungen von Section 3 erfiillt, und man erhdlt (a) und (b).
Aus (a) folgt die Existenz von P, = Cs(Q,(Z(J(S)))) und P, e P} mit
W=(P, P> Sei Z;=Q,(Z(P;)) und Z=2Z,Z, sowie A€ A(P,)
A(0,(W)) mit A0,(W) e Syl, (W). Wegen (b) gilt dann Z < Z. AuBerdem ist

(4 1 02(W)Z = (4 ~ 0,(W)Z € A(P,) n A(P,) = A0; (W)

Insbesondere ist |Z:Z n Z(W)| = |Z:Z, 0 Z,| =[[i2*" Aws Z, " Z, <
ZnZ(W) folgt dann Z=2Z sowie (d). Aus (b) folgt weiterhin
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(Z%y = ek, Z3, woraus auch (c) folgt. Wegen Z; n D # @ ist schlieBlich
P, < 0,(Ny(Z,)), woraus mit dem Frattini-Argument auch (e) folgt.

(44) Sei U eine 2-lokale Untergruppe von G und P = Cs(Q(Z(J(S)))) fiir
eine 2-Sylowgruppe S von U. Ist E eine Untergruppe von U mit E = {P%) und
J(S) £ O,(E) so ist O*(E) ein Normalteiler von {PY).

Beweis. Sei H= {PU) und H = H/0,(U). Wegen (4.3) ist dann H ein di-
rektes Produkt von 2-dimensionlen Gruppen. Seien E,, ..., E, die maximalen
Urbilder dieser direkten Faktoren von H. Wegen P € Syl, (H) n Syl, (E)
erhalt man nach eventuellem Umnumerieren E N E;=E; n P fiir j=m +
1,...,nund En E;=E; fir j=1,..., m Daher ist 0*(E)= O*(F) mit
F=]]t E; und damit O*(F) = O*(E). Da F ein Normalteiler von H ist, ist
O?*(E) ein Normalteiler von H.

Section 5

Sei S eine 2-Sylowgruppe von G, Z = Q,(Z(J(S))) und P = Cs(Z). In diesem
Abschnitt wird gezeigt, daB P in genau einer maximalen 2-lokalen Untergruppe
enthalten ist. Um einen Widerspruch zu erhalten, wird also angenommen, da3
es verschiedene maximale 2-lokale Untergruppen U und H von G mit
P < U n H gibt. Ist J(S) < 0,(U), so ist wegen D N Z # @ auch P < 0,(U),
also U = N4(P). Daher gibteseinu € U X Hmit P < H n H" # H. Da dann
auBerdem U = Ng(J(S)) gilt, ist O,(H) £ J(S) £ O0,(H"). Indem man gegeben-
enfalls H* durch U ersetzt, kann man also annehmen, daBl O,(H) # J(S) £
0,(U) gilt. AuBerdem seien U und H moglichst so ausgewihlt, dal U und H in
G konjugiert sind. Ist dies dann nicht der Fall, so gilt offenbar Ng(P) < U n H.
Fir XeU®UHS sei Xo=<(P*, X,=0,Xo) X,=Q,Z(X,))
X3 =Q,(Z(Xo)), Xs = [Xo, X,] und X = | Xo/X, |,

(5.1) Uo/U, bzw. Hy/H, ist isomorph zu Ly(ii) bzw. L,(h) und induziert eine
natiirliche Darstellung auf U, /U, bzw. H, /Hj;.

Beweis. Wegen (4.3) ist Uy=[]r, E; und Ho=[[i-, F;, wobei E;/U,
bzw. F;/H, eine 2-dimensionale lineare Gruppe mit [E;, E] < U, bzw.
[F;, Fj] < H, fiir i # j ist und eine natiirliche Darstellung auf U, /Cy,(E;) bzw.
H, /Cy,(E;) induziert. Insbesondere ist Cy,(P) = Cy,(P) = Z. Angenommen,
m > 1. Sei

Eel{E,,...,E,} und Fe{F, ..., F,).

Ist L= C4(E) n C4(F)# 1, so ist (P, E, F) < C¢(L) < G. Anwendung von
(44) ergibt dann  zundchst F < Ng(O*(E))>U,, anschlieBend
Uy < Ng(O?*(F)) = Hy und endlich U, < N(O*(H,)) = H sowie Hy < U. Aus
Uy = (PY> < Hy = (PH°) < U, folgt Uy = Hy und U = H, was nach Vor-
aussetzung nicht sein kann. Daher ist L= 1.
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Sind U und H in G konjugiert, so folgt bei minimaler Wahl von |E/U |, =
| F/H,|, und aus L =1 dann

|Z|/|E/U+ |, = |CoE)| = |C(F)| = /| Z]
und damit n=m=2. Dann ist Z N D=Z N (C4E;) U C4E,)) und fir
{Ey, E,} = {E, X} muBl C,(F) = C4(X) gelten, was nicht sein kann. Daher ist in
diesem Falln=m = 1.

Angenommen, U und H sind in G nicht konjugiert, also Ng(P) < U n H. Ist
n, m > 2, so folgt wie oben n =m =2 und ein entsprechender Widerspruch.
Daher ist n=1 und Hy/H; isomorph zu L,(2). Ist dann t=1, so ist
|Z:C,(H,)| = 2 und wegen L = 1 damit |Z| = 4 sowie Hj < D, was nicht sein
kann. Daher ist t > 1 und Ny (P) = PK mit einer zyklischen Gruppe K der
Ordnung 2° — 1 > 1. Ist Uy/U, ein direktes Produkt von zu L,(2) isomorphen
Gruppen, so ist |[P, Z,]| = 2" und ze C,(K) fir z=2z, - z, und {z;) =
[E;, U] n Z, wegen Cy(K) < Cy,(K) = Hj also z ¢ D. Hieraus folgt 1 # Uj <
[K,Z] und aus [K,Z]* =xX fir xe[K,Z]* dann U;=[K, Z] sowie
[[P, U,], K] = 1, was wegen L = 1 nicht sein kann. Daher ist Ny, (P) = PR mit
einer Gruppe R # 1 ungerader Ordnung. Aus

K,R<U n H < Ng(Up) N Ng(H,)

erhilt man nun [PR, PK] < PR n PK. Ist PR n PK > P, so bekommt man
wegen C,(k) = H; bzw. C,(E;) fiir k € K* bzw. (E; n R)”* einen Widerspruch
zu L= 1. Daher kann man K und R so wihlen, da [R, K] =1 gilt. Ist
R N E; # 1,s0ist [R n E;, Z] = [K, Z] und damit

[Ej, Uyl 0 Z < Cy(K) N Cy(E;) fiir j + i,

was nicht sein kann. Daherist n =m = 1.

(52) Genau dann ist Uy = 1, wenn Hy = 1 ist.

Beweis. Ist Uy =1 so folgt Uy = D aus (5.1). Wegen H3 n D = und
H; < Z < U, erhilt man daher (5.2).

(5.3) Ujund Hy sind TI-Gruppen. Fiir X € {U, H} und x € X* gilt insbeson-
dere Cg(x) < X.

Beweis. Ist X € {U, H}, g€ G und x € (X3 n X%)*, so ist, wegen (4.4),
(X8> < Ng(0*(X,)). Aus X = N4(X,) folgt g € X.

(54) [U,, Hy]=1

Der Beweis von (5.4) erfolgt in mehreren Schritten. Angenommen,
[U,, Hy] # 1.

(541) U,=U,, H = H, und k' = ii. Ferner sind U, und H, die einzigen
elementar-abelschen Untergruppen maximaler Ordnung von P, und samtliche In-
volutionen aus P sind in U, U H, enthalten.
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Beweis. Aus [U,, H,] # 1 folgt U, £ H, und H, £« U,. Wegen (5.1) gilt
Cp(X,)=Cp(x)= X, fir X e {U, Hl und x € X, \ Z. Daherist U, n H, =
Z=H, U, Mit |U,:Z| =ii und |H,:Z| =k erhilt man insbesondere
h=1tsowie Uy=U,(H; n U;)und H, = H,(U; n H,), wegen (2.7) daher
®(U,)=®(U, n H,)=O(H,)=1 und (54.1).

(542) 2<i,h.

Beweis. Istii =h = 2,s0 sind wegen (5.1) Uy/U, und Ho/H, isomorph zu
X3 sowie U,/U; und H,/H, elementar-abelsche Gruppen der Ordnung 4.
Dann ist |Z:U;| = |Z:H;| =2, weshalb wegen H; N U;=1 dann
|Z| <4, mit (52) also |U,| = |H3| <2 folgt, und U, und H, sind
elementar-abelsche Gruppen mit |U,| = |H,| <8. Wegen (5.4.1) ist aber
U, = U, sowie H; = H,. Daher sind U, und H, entweder zu X, oder zu £, x
L, isomorph. Nun ist Z=U;UHs;U(ZnD), also |[(H,nD)|=
|<U; n D)| =4 und (P n D) eine Diedergruppe der Ordnung 8. Daher sind
in jedem Fall (U, N D) und (H, n D) isomorph zu X,. Da X, keine duleren
Automorphismen zuldBt, ist somit Uy = U und H, = H. AuBerdem ist G
wegen (4.2) einfach. Ist H isomorph zu Z,, soist |Cy(x)| =4 firx e H,\ Z
und S eine Gruppe aus (2.2). Da G einfach ist, sind dann wegen (2.3) alle
Involutionen von G konjugiert im Widerspruch zu (2.1). Daher ist H isomorph
zZu X, X X,, also P = H; x Q mit einer Diedergruppe Q = (P n D) der Ord-
nung 8, deren samtliche Involutionen in D enthalten sind. Wegen |A(P)| = 2
und (2.3) giltnun |S:P| = 2,und es gibtein s € S X P. Dannist H%, = U, also
S/Z eine Diedergruppe der Ordnung 8 und U% = H;. Daher 1aBt sich s mit
s? € Z wahlen, und es ist {s, Z) ebenfalls eine Diedergruppe der Ordnung 8,
weshalb man {s*)> = Z(Q) annehmen kann. Entsprechend ist Q<{s>/Z(Q) eine
Diedergruppe, also Q<{s) eine Quasidiedergruppe, und alle Involutionen von
Q<s) sind in D enthalten. Da G einfach ist, folgt Hi < D aus (2.3), was nicht
sein kann.

(5.4.3) Fur X € {U, H} sind 1, X5, X, die einzigen 2-Normalteiler von X.

Beweis. Aus (5.4.2) folgt die Existenz zyklischer Gruppen K und R unge-
rader Ordnung mit Ny, (P) = PR # Pund Ny (P) = PK # P.Wegen (5.4.1) gilt
dann K, R < U n H. Ist (5.4.3) falsch, so ist H3 # 1 # U, und man kann
wegen C,(k) = H, fiir ke K* und C,(r) = U, fiir re R* sowie Hyn Uy =1
dann K und R so wiahlen, daB [K, R]=1= K n R gilt. Dann folgt H; =
[R, Z] und U, = [K, Z] sowie Z = U H; = ®(P) und (5.4.3).

(544) P e Syl, (G).
Beweis. Sei zundchst Q € Syl, (Ce(Xo/X,)) fur X e{U, H. Sei

d e Z(Q) n D. Wegen (5.4.3) gilt X, = (d*°), also Q < Cx(X,)und X, = Q.
Da die duBlere Automorphismengruppe von X /X ; zyklisch ist, besitzt deshalb
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Nx(P)/P ein normales 2-Komplement. Sei K eine 2'-Hallgruppe von N x(P).
Dann besagt (54.2) CAK)< ChU,) n CxH,)=1 und damit Cp(K)= 1.
Angenommen, |X:X,| ist gerade. Das Frattini-Argument liefert dann die
Existenz einer Involution x € U n H n S \ P. Dann inudziert x auf X /X,
einen Korperautomorphismus, und es gilt |Cy,(x)| =/ |X|. Insbesondere
ist

P D 2 0,(<Cuyfx), Cirglx)3) = 0.

Wegen (4.1) gibt es ein d € 0,(Cs(x)) N D mit Cy(x) < Cy(d). Nun ist Z(S) <
Cs(x), also d € S, und aus (5.4.1) folgt U4 = H, somit Cy (x)' = Cy,(x) im
Widerspruch zu Cg(x) < Cg(d). Daher ist P = Syl, (U) n Syl, (H). Ist P # S,
soist also |S:P| = 2, und es gibt eine Involution x € S N\ P mit U* = H. Nach
(2.3) und (4.1) ist x zu einem Element aus Z konjugiert. Aus (2.1) folgt dann
Uy # 1+ H; und Z(S)* = D. Wegen (4.1) kann man T € Syl, (Cg(x)) mit
Cs(x) < T wihlen. Dann gibt es ein ¢t € N(Cs(x)) N S mit Cy(t) # 1, was
nicht sein kann.

(54.5) U, # 1+ Hs.

Beweis. Andernfalls sind alle Involutionen aus G konjugiert im Wider-
spruch zu (2.1).

(5.4.6) G enthalt genau drei Konjugiertenklassen von Involutionen.

Beweis. Wegen (5.4.4) ist jede Involution zu einem Element aus Z
konjugiert.

(547 HS "H,=Hyund U§ n U, = U,.

Beweis. Aus Z=U; U Hy U (Z n D) und H, = | J,cn, Z" erhdlt man
(5.4.7) fiir H und analog fiir U.

(54.8) Sei Ye H N Hy, M =Y, Hy), K = (Y% A C4(M)>. Dann gilt:

(1) M und K sind isomorph zu L,(h).

@) |YnH|=R+h+1

() |K"| =P ]

(4) H, operiert als regulire Permutationsgruppe der Ordnung h* auf

YG\H().

Beweis. Seien I, J € Y° n H mit [I, J] # 1. Aus (5.4.3) folgt die Existenz
einer Untergruppe E der Ordnung h — 1 von Ny(P)H, mit [E, Hy) < H,.
Dann ist F = Cg,(E) isomorph zu L,(h). Da P n F von ENg(P) normalisiert
wird, ist (P n F)U; in U, zu Z konjugiert. Aus Z= U, U Hy U (Z n D)
folgt,daB P n F in U, zu H; konjugiert ist. Da die unter H, zu U, konjugier-
ten Gruppen alle Involutionen aus H, X H; enthalten und P transitiv auf
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(Uy n H§)N H, ist, hat Y Hy=H; U (P n F)#° die Ordnung
1 + A(A + 1), und es gilt (2). AuBerdem kann man I = P n F wihlen. Da I mit
genau h? = |Hy: Ny (F)| = | Ny(I): Nyya(F)| Elementen aus I* nicht ver-
tauschbar ist, ist I, J) zu F konjugiert. Man kann also F = {I, J) annehmen.
AuBerdem erhélt man (3), sobald K € F¥ gezeigt ist.

Aus der Struktur von F folgt die Existenz einer Gruppe V der Ordnung i — 1
in Ng(I) n Ng(J). Wegen [V, H;3] = 1 gibt es

F,€Ce(I) n F¢ und F, e Cg(J)n FC

mit [V, F{]=1=[V, F,]Jund F; > H; < F,. Da H; eine 2-Sylowgruppe von
Cs(VH;) und eine TI-Gruppe von G ist, ist auch Hj € Syl, (Cg(V)), und
CHSMy ist wegen [13] isomorph zu L,(h). Dann ist aber F; = F, = F5 <
Co(F) und F; =< Y% C4(F)). Wegen (54.7) gilt nun (Y’ P)=
{Y® n U) = U,. Hieraus folgt [X, Y] =1 fiir X, Y € Y’ mit (X, Y) < Cg(t)
und t € D oder t¢ n U # (. Da wegen (5.4.6) jede Involution aus G zu einem
Element aus H;, U; oder D konjugiert ist, folgt, daB C (M) ungerade Ordnung
hat sofern M ein Gegenbeispiel zu (1) ist. Da jedoch ye Y* undde Z n D
nicht-konjugierte Involutionen sind, enthalt Z({x, d)) eine Involution z, fiir die
dann z € Cg(d) = P < Hy < C4(H3) gilt. Wegen z € 0%(Cg(y)) < C(y) erhalt
man dann (1). Dann ist also <Y® n C({Y,, H3»)) € K¥ fiir Y, € Y° \ H und
damit Y; € Y”. Aus H= H; Ny(K), Y# = Y#* und Ny, (Y)=1 erhilt man
schlieBlich | Y#| = |H,| = h; sowie (3).

(549) |[H§| =k +h*+h+ L

Beweis. Sei Y € H] H,. Aus (54.8) erhilt man dann |N:Ny(Y)| = A2,
also |[H§ H,| = |<Y,H;> H,|h*=h und die Behauptung.
(5.4.10) G ist isomorph zu S,(h).

Beweis. Sei ®=HS. Fir A, Be® mit A+ B sei ferner A+ B=
Co(<4, B)), falls [4, B] = 1 ist,und A + B= (A4, B) n ®, falls [4, B] # 1Iist,
sowie £ = {4 + B| A4, Be ® mit A # B}.

Seien 4, Be @ mit 4 # B. Ist {4, B) isomorph zu L, (%), so ist wegen (5.4.8)
{Co({A, B))) isomorph zu L,(h) und wegen

|A+ B| = |Co({4, BY))| =h+1 und |Co(d)| =h*+h+1

dann

YeA+B

U c@(y)‘ PR )t )= R 1= |0,

Zu jedem C € ® erhélt man daher ein E € A + B und ein F € Cg(A4 + B) mit
{C,E, F) =1,also C € E + F, sowie

(A + B,C)> < C4((E + F) n Co(A + B)).



ENDLICHE GRUPPEN MIT EINER 2-ZENTRALEN INVOLUTION 257

Ist [4, B]=1und C € 4 + B, so ist |Co(C) \ (4 + B)| = h* und damit

U CQ,(C)’=(I?+1)IT+ |[A+B|=RP+R2+h+1=|0|.

CeA+B

Dabher gibt es dann fiir E€ ® ein C € A + B mit {E, A + B) < C4(C). Ins-
gesamt erhalt man nun fir 4, B, C € ® ein E € ® mit A, B, C < Cy(E). Da
(Co(E), T N Co(E)) eine projektive Ebene mit A, B, C € Co(E) ist, ist (®, X)
wegen (2.5) ein 3-dimensionaler projektiver Raum. Ferner ist die involutorische
Abbildung f mit f(R) = Ce(R) fiir Teilrdume R von (@, X) eine symplektische
Polaritat, die von G invariant gelassen wird, weshalb wegen (2.5) die Behaup-
tung gilt.

(54.11) (5.4.10) steht im Widerspruch dazu, daB G ein Gegenbeispiel zum
Satz ist. Dieser Widerspruch folgte aus [U,, H,] # 1. Daher gilt (5.4).
(55) U, # 1+ H,.
Beweis. Angenommen, Uy = Hy = 1. Dann ist Uy < D 2 H}. Sei
ue UyN Ny (P) und |Z]|=gq

Ist J(H)) < U, n Hy =2 J(U,),s0istJ(H,)=J(U; n H;)= J(U;)und damit
(U, H) < Ng(J(U; n Hy)) im Widerspruch zur Maximalitdt von U und H.
Daher erhilt man gegebenenfalls durch Vertauschen von U und H ein
A€ AH,) NA(U,). Wegen |U,:A nU,|=gqist dann |A:4 n U | =q.
Sei W = {H%">, K = {H,, H%). Dann ist U, = KU, und H, und HY werden
von U, normalisiert, weshalb 0%(U,) < K und K ein Normalteiler von U ist.
Dann ist wegen U; =1 auch Z(K) =1, also H, n H% = 1 = W’ und wegen
K= <A, H{) auch A n H3 = 1. Nunist B= (4 n U,)U, € A(P*)und wegen
A N H4 =1 dann B £ HY sowie |B:B n HY{| = q und [B, H4] = Z* Damit
folgt |4:AHY|=¢* und Z*=[A n U, H4]
Aus A N HY{ < Cg(W) erhilt man

@A o H| = |A] > |(4 ~ HOW| = |(4 0 B [W:W o 4]
und damit AN H4y=1 dann |W:Wn A|>|H% =¢4> und
W = (A n W)H4. Dann normalisiert A aber

[AAU, Wl=[A U, (4~ WHY=[4nU, H]= 2"

im Widerspruch zur Operation von A4 auf U,.
(5.6) P ist in genau einer maximalen 2-lokalen Untergruppe von G enthalten.
Beweis. Zunichst gilt (i) oder (ii):

() Z=Us;VHsV(ZNnD), H;=[Ny(P)Z] fir #>2 wund
U3 = [NHO(P), Z] fir h > 2.
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(i) [Nuy(P), Z]* = [Ngu,(P), Z1* = Z N D, U € HY*® und
{(Z A D)y U HY®

ist eine Partition von Z.

(i) gt fir Ng(P)<U nH, da fiir hA>2 die einzigen echten
Ny, (P)invarianten Untergruppen von Z dann [Ny (P), Z] oder in H; enthal-
ten sind. Fiir Ng(P) £ U n H gilt U; € HY*P nach Wahl von U und H.
Wegen (2.4) gilt daher (i) oder (ii).

Wire HS n P <H, n U,, so erhielte man wegen H, n U; n H§ # 0
einen Widerspruch zur Maximalitit von U und H. Daher gibt es ein
Xe{U,Hiund YeZ°mit P>Y £ X,. Wegen (5.5) ist Y n X, # 1. Ange-
nommen, Y N X; n D # Q. Wegen Cg;(d) < Ng(S) < Ng(Z) fiir d e Z n D sind
ZnD und Y nNnD TI-Mengen, weshalb aus X, <Cg4(X,) dann
X, < Ng(Y n D) folgt. Es ist aber P < 0,(Cg(Z N D)), also Ng(Y n D) <
Ng(Y) und damit [Y, X,]<YNX,<YNZ Ist YNnZD+0 so ist
Y =Z im Widerspruch zu Y £ X ;. Nach obiger Vorbemerkung ist daher
YNZ=Lyund YZ=L, fiirein Le U U H® Aus X, <L,und X, £ L,
folgt dann X, £ N4(Y), was ein Widerspruch ist. Daherist Y n X n D =0,
und wegen der Vorbemerkung gibt es ein Le U°uU HS mit
[Ls, X;) <Ly n X, und L,=<{Y*), also auch [L,, X,] <[L,, X,] <
L,nX,<Z Ist L,n X, nD+0,s0ist [P,L,] <L, und [P, X,] <X,
was wegen [X,,L,]# 1 ein Widerspruch zu (5.4) ist. Daher ist
L, n X, n D=0 und es gibt wegen der Vorbemerkung einw € U¢ U H° mit
L, n X, = W,. Insbesondere ist L,=L; x L, und X,=X;x X, und
Wy = [Ly, X4] = Ly X, sowie

Z=U3; UH;U(ZnD) und |Ng(P):Ny~u(P)| <2
Aus C, (W3) € Syl, (Lo) und Cy (W3) € Syl, (X,) folgt
Syl, (Wo) N Syl, (Lo) # 9 # Syl, (Wo) N Syl, (Xo).

Daher sind X, und L, in W, konjugiert, und W, ist zweifach transitiv auf X% °.
Da [L,, X,] # 1 ist, erhélt man mit (5.7) einen Widerspruch, der (5.6) beweist.

(5.7) <x¥oy =1

Beweis. Sei T = 0,(Nw,(Ls)) € Syl, (Wo), xe TN Wyund Q =L, X, X7}
sowie R = Z(Q)und r = | T: W, |. Wegen x* € W, ist dann

|T:N#R)| < |T:W;| =r.

Fir Q,, Q, € {Ls, X4, X%} mit Q; # Q, sind dann Q, und Q, die einzigen
elementar-abelschen Untergruppen maximaler Ordnung von Q Q, und samt-
liche Involutionen von Q1 Q, sind in Q; U Q, enthalten. Ferner ist

|Q] = |Ws|* und |Q Co(Q@y)| = | W3], weshalbesx, € L, N\ R,x, € X4 N\ R
und x3 € X5 R mit x, x, € Cg(x3) und x; x3 € Co(x,) gibt. Dann ist

3 — X1X3 — — — J—
("1x2)x1 = X70X, = XX, = X3X1X3Xp = X3X,X1 X3 = XX
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und wegen {x, X,)> = {X; X,, X, daher x, x3 € No({xy, x,)) sowie

X3 € No({xy, X3)).

Dann ist aber {x;, x,, x5 eine Gruppe der Ordnung 16 mit einem zyklischen
Zentrum {x;x,Xx3;» der Ordnung 4. Wegen Cq(x;)= Co(L,) folgt
{x1X;x3» <R, also R+# W,;. Angenommen, es gibt eine Involution
ze R\XW,. Dann ist z=abc mit ae L, N\ R, be X, NR und z € X} \ R
Dann ist aber auch zc = ab eine Involution, was nicht sein kann. Daher ist
Q,(R)= W;. Nun ist wegen |T:N(R)| <r auch |L,;:N.,(R)| <r sowie
|[Li:NL(R%)| <r fir geL, Ng(T) und |W,:Nw,(R?)| <r Aus
Q,(R9) <L, und L, n W, =1 folgt [R? Nw,(R?)] =1 und wegen Crv)=
Cr(W,)=W, fiir ve W, XL, dann [RY, W,]=1, also [R? W,]=1, also
R? < W.Mit Q,(R%)* < L, X Wyund [L,, X,] = WjerhdltmanR? n X, =1
und R9X, /X, ist nicht elementar-abelsch, was wegen R%X ; € Syl, (X,) einen
Widerspruch liefert, der (5.7) beweist.

Section 6

In diesem Abschnitt sei S eine 2-Sylowgruppe von G und U die wegen (5.6)
eindeutig bestimmte maximale 2-lokale Untergruppe von G mit
Cs(Q4(Z(J(S)))) < U. Aus (2.8) und (2.1) folgt nun die Existenz von g € G mit
1# |S n U?| # |S|. Wéhlt man g so, daB |S n U?| maximal ist, so ist

No(SNn U4 U und |NyS n U%|, = |Ng(S n U9)|,.
Daher gilt:

(6.1) Es gibt eine 2-lokale Untergruppe H von G mit H £ U und
P=H n S € Syl, (H)

Diese Gruppe H sei so ausgewdhlt, daB P maximal ist (d.h.: ist L eine
2-lokale Untergruppe von G mit P < L n S € Syl, (L), so ist L< U) und H
eine maximale 2-lokale Untergruppe ist. Gibt es eine Involution ¢t mit

Cs(t) € Syl, (Cs(t)) und Cgt) £ U,

so seien ¢t und H auBerdem so ausgewahlt, daBl zunachst |A | fir A € A(Cs(t))
und dann CgQ,(Z(J(Cs(t))))) maximal ist und Cs(t) <P gilt. Sei
0= Co@(ZUP)), W=<Q", Z=<(d"> und T=<{d"@) fir
de Z(S) n D. Aus P < § folgt Ng(P) £ H und aus der Maximalitdt von P
dann J(P) £ 0,(H), weshalb wegen (4.3) W/0,(W) ein direktes Produkt von n
2-dimensionalen Gruppen ist.

(62) T* =D.

Beweis. Gibt es ein x e T* \' D, so kann man wegen (4.3) x so wihlen,
daB Cy(x) £ U gilt. Ist nun J(S) < 0,(U), so folgt x € Q,(Z(J(S))) aus
Ng(Q) < U. Dann ist aber C5(Q,(Z(J(S)))) < Cg(x) im Widerspruch zu (5.6).
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Ist J(S) £ 0,(U), so erhalt man, mit (4.3)
x e Q(Z(0x(U) = U Qu(ZU(S)),

uelU

also xU n Z(J(S)) # 0, was erneut mit (5.6) einen Widerspruch liefert, und es
folgt (6.2).

63) n=1.

Beweis. Angenommen, n > 1. Dann folgt | T| = 2 aus (6.2) und der Dar-
stellung von W/0,(W) auf Q(Z(0,(W))), und W/O,(W) ist ein direktes Pro-
dukt von n zu Z ; isomorphen Gruppen. Sei V eine 2-lokale Untergruppe von G
mit Cx(Q,(Z(J(X)))) = Q fiir X € Syl, (V) und W n V > Q. Aus (4.4) folgt
(W, Q"> < Ng(O*(W n V)) und dann V < Ng(W) = H. Nach Wahl von H
erhilt man damit Cg(x) < H fiir alle x € Q,(Z(Q))* mit Cy(x)> Q. Sei
R < W, so daB R/O,(W) ein direkter zu T ; isomorpher Faktor von W/0,(W)
ist, und L = Cq,(zg)(R). Dann ist |Q,(Z(Q)): L| = 2. Fiir y € Ns(P) \ P folgt
dann mit (44) LN’ = 1,n =2 und |Q,(Z(Q))| = 4. Dann ist aber ebenfalls
Cs(B) < H, was nicht sein kann, und es folgt (6.3).

(6.4) Seiye Ng(P) > Pmity*e P,M = 0,(W),M,=M",E=Q,(Z(M)),
Z,=FE und M, = MY sowie Z, = Z¥ fiir we W X Ny(P n W). Ferner sei
Ae AM;) NAM), My=)scaMs und Z,=<{Z{>. Wegen (63) ist
W/0,(W) isomorph zu L,(q) und induziert eine natiirliche Darstellung auf
E/Q,(Z(W)). Insbesondere ist Q(Z(J(P)))=Q,(Z(W))T. Angenommen,
Z <M. Ist QZ(W)#Z, " Z,,s0folgt D N Z, N Z, #+ ( aus

QEZW) <Z, 0 Z, <(Z(J(P) = Q,(Z(W))T™.
Dies ist aber ein Widerspruch, da <M, M, keine 2-Gruppe ist und
My, M,)»<Cge(Zy 0 Z,)

gilt. Daher ist Z, N Z, = Q,(Z(W))=A4 n Z,. Wegen T* = D und n = 1 ist
{T*>=[E, P n W]. Da Z, und Z, Normalteiler von M sind, ist

(21, Z,] < Zy 0 Z, = Q) (Z(W)).

Aus Z; < Cp(J(P))*und T¥ n Z(W) = 1folgt[Z, Z,] = 1 und Z,, ist abelsch.
Nun ist (4 N M)Z € A(P*). Ist Z, < (4 N M)Z so gilt

W = <A, MM < No(Z,Z)

und <{W, y> normalisiert Z,Z = Z,Z, was nicht sein kann. Daher ist
Z, £ (A n M)Z und

(AN M)ZM)Z,=(ANMyZZ,= (4 n M,)Z, € A(P)
sowie

|Zy:ANnZy)|=|A:A M, =¢* und [AnM,Z,]=T"
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Da A n M, die elementar-abelsche Gruppe Z, zentralisiert, ist
FlANM,| = |A] = |[(A " M,)Z| = |(AnM,)||Zo:Zy N A].
Wegen |Z,:4 " Z,| = ¢*ist Zy, = (A N Zy)Z,. Dann normalisiert A aber
[AnM,Z)J=[AnM(AnNMZ,]=[AM,Z,]=T"

was ein Widerspruch ist.

Daher ist Z, £ M, M = (M n M,)E und M, = (M n M,)Z,. Wegen 2.7
ist ®M)= ®M,)=1. Dann ist A(P)={E, Z,} und |N4P):Nyx(P)| =2.
Ferner ist Cp(W/E) = E, und P/P n W ist zyklisch. Dann ist J(Ng(P)) = J(P)
oder |E| = 4. Im ersten Fallist J(S) = J(P), was (5.6) widerspricht. Im zweiten
Fall folgt ein Widerspruch aus (2.1)-(2.3).
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